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RESUMO

Este trabalho tem por objetivo investigar se a utilizacdo de um software de geometria
dindmica, o GeoGebra, pode contribuir a partir dos pontos de vista cognitivo e
matematico para uma melhor compreensao do objeto matematico reta em relacao a
geometria analitica, na 32 série do Ensino Médio. Para essa verificacdo foram
utilizadas as ideias de Raymond Duval na teoria dos Registros de Representacdo
Semiotica. Com base nessas ideias foi construida uma sequéncia composta por 4
atividades cujo foco principal € o0 estudo da reta, suas diferentes formas de
representacdo e a coordenagdo entre os registros algébrico, grafico e da lingua
natural. Para o desenvolvimento das atividades os alunos utilizaram como apoio 0
software de geometria dinamica GeoGebra. Esta sequéncia foi aplicada a alunos de
uma escola publica estadual. A metodologia utilizada foi a Engenharia Didatica de
Michéle Artigue. Os resultados apresentados sinalizam que a utilizacdo do software
pode contribuir para a apreensao do objeto matemético reta de modo a facilitar e

acelerar o seu estudo.

Palavras-chave: Geometria analitica, Reta, Registros de representacdo semibtica,

Software GeoGebra, Coordenacgao entre registros.



ABSTRACT

This article makes part of the research project for Professional Master’s degree in
Mathematical Education from PUC-SP. It has the aim to investigate if the using of a
dynamic geometry software, GeoGebra, could contribute for a better comprehension
of the mathematical object, the line. They were applied some aspects studied in the
Analytical Geometry during the 3™ year of high school (in Brazil). For verifying these
aspects, they were used the ideas of Raymond Duval in the Semiotic Registers of
Representation theory. A sequence of activities that focuses on the line was built based
on the theory. Its different representation forms and the coordination among the
algebraic, graphic and natural language registers were considered in addition. For the
development of the activities, the students used the software GeoGebra as a support.
The students studied in a public school located at the south part of S&do Paulo city were
the target. The methodology used was the Didactics Engineering of Michélle Artigue.
The results show off that the use of this software may contribute to the mathematical

object apprehension, the line, to facilitate and speed up its study.

Key words: Analytical geometry, Line, Semiotic registers of representation, Software
GeoGebra, Coordination among registers.
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INTRODUCAO

Matematica é uma disciplina estudada desde a entrada dos alunos na escola,
contudo quanto mais estuda, mais e mais dificuldades aparecem em relacao a ela.
Por isso tem sido considerada sempre uma vila e os estudantes normalmente
apresentam muito medo de errar, ndo conseguir resolver o exercicio e ndo saber
aplicar conceitos ja estudados.

Os Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio (2000b, p. 40) apontam
a necessidade de “[...] que o aluno perceba a Matematica como um sistema de codigos
e regras que a tornam uma linguagem de comunicacéo de ideias e permite modelar a
realidade e interpreta-la.”

Em muitas situacdes é possivel constatar certa falta de motivacéo por parte dos
alunos diante das propostas de atividades matematicas. Por esses motivos o ensino
da matematica tem sido um desafio para os professores, pois deve-se tentar ajuda-
-los, de alguma forma, a ndo desanimar diante das dificuldades particulares da
disciplina.

[...] escutamos dos alunos, inclusive daqueles que tinham desempenho
satisfatorio, o comentario de que esta era a parte da Matematica mais
complicada e dificil, ocasionando, como consequéncia, baixo rendimento por
parte destes do ponto de vista da avaliagdo somativa. (ANDRADE, 2007, p.
22)

Tenho trabalhado como professora de matematica na rede estadual de ensino
de S&o Paulo por aproximadamente 10 anos e todas essas angustias fazem parte do
meu dia a dia. Nas aulas de matematica muitas vezes os alunos dizem: “eu tenho
dificuldade, ndo gosto de matematica, eu ndo sei mesmo, ndo vou nem tentar!” Essa
situagcdo motivou-me a buscar o aperfeicoamento para entender melhor algumas
situacdes e para, de algum modo adequar-me ao publico que traz consigo tantas
angustias.

Desde o ingresso no Mestrado Profissional em Educagdo Matematica da
Pontificia Universidade Catolica de Sdo Paulo (PUC-SP), em 2012, afirmo que a visao
diante das situagdes do dia a dia mudou. As discussodes realizadas durante as aulas

e 0s estudos das pesquisas e teorias tém sido muito Uteis para a reflexdo e pratica.
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A participagéo no Grupo de Pesquisa de Educacao Algébrica (GPEA) também
foi importante para a formacdo de novas concepg¢des e conceitos que podem auxiliar
em minha pratica. Neste grupo existem varios projetos de pesquisa e dentre todos um
chamou-me mais atencdo: A aprendizagem da &lgebra com a utlizacdo de
ferramentas tecnologicas, devido as potencialidades da utilizagdo do computador
como recurso pedagdgico.

Nos ultimos anos tenho trabalhado com a 32 série do Ensino Médio (EM). Além
de todas as angustias com relacdo a Matematica, esta série tem uma particularidade:
a escolha da carreira profissional.

Os alunos que muitas vezes rejeitavam a Matematica passam a vé-la com
outros olhos e a encaram como uma espécie de salvacdo. Muitos percebem a
presenca da Matematica em praticamente todas as carreiras e s6 nesse momento
comecam a ter maior interesse.

Talvez um motivo para o interesse repentino seja a grande propaganda em
torno das carreiras ligadas a area das ciéncias exatas como: Engenharia (de todos os
tipos), Arquitetura e Informatica (de todos os tipos). Esse € um ponto por mim
observado comumente e em alguns casos, alunos que até a segunda série do Ensino
Médio tinham verdadeira aversdo a Matematica, comecam a interessar-se e afirmam
preferir a carreira nesta area.

Diante de tal fato comecei a pensar em uma maneira de motiva-los e incentiva-
-los a dar continuidade no interesse pela area e principalmente a Matematica. Ao
analisar os contetudos ministrados na 32 série do EM, um deles chamou-me atencédo
em especial, a geometria analitica.

Geometria analitica € parte integrante do curriculo da 32 série do EM, mas
muitas vezes néo é tratada com a sua real importancia. Tendo em vista a relevancia
deste conteudo para a conclusdo do EM e seu uso como pré-requisito para a
continuidade dos estudos daqueles que optarem por uma carreira na area das
ciéncias exatas, decidi refletir um pouco mais sobre o assunto e criar uma sequéncia
de atividades que abordasse o tema.

Unir algebra e geometria € sempre um desafio para o professor de Matematica,
segundo Hajnal (2007, p. 18) “[...] percebemos que os alunos apresentam dificuldades
em trabalhar e compreender tépicos fundamentais da geometria analitica.”. Um

exemplo claro dessa dificuldade é o estudo da reta.
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Apesar de o estudo da reta ndo ser novidade é possivel observar dificuldades
apresentadas pelos alunos ao chegarem a 32 série do EM. A reta comeca a ser
estudada a partir do Ensino Fundamental (EF), no 8° ano inicia-se o estudo das
equacOes com duas incognitas e a resolucéo deste tipo de equacéo € trabalhada por
meio dos métodos de resolucdo do sistema de equacdes do primeiro grau. Ao
encontrar a solugdo de um sistema de equacdes do primeiro grau comega-se a
trabalhar a ideia de par ordenado. Em seguida esses pares ordenados sé&o
representados como pontos em um sistema cartesiano ortogonal plano.

No 9° ano, a nocao de funcdo j4 comeca a ser estudada. Ao iniciar tal estudo
ja sdo combinadas as representacfes graficas e suas equacgles, a vista disso a
equacao de primeiro grau ja € associada a representacdo gréafica de uma reta. Esse
estudo é consolidado na 12 série do EM, nesta série os coeficientes da equacao de
primeiro grau sdo explorados e associados a representacao grafica de uma reta.

Mesmo com todas as informacgdes das séries anteriores, muitos alunos chegam
a 32 série do EM com a ideia de que uma reta € simplesmente um traco retilineo e que
nao harelacdo com as equacfes. Logo mostrar uma reta de forma geométrica € muito
simples, basta construir o grafico. Uma questao dificil para eles € enxergar uma reta
em um registro algébrico, ou seja, em uma equacao por exemplo.

Em meio a todas as situagcOes observei ser muito interessante investigar este
tema da geometria analitica. A averiguacdo dar-se-4 por meio de uma sequéncia
didatica com o uso do software GeoGebra. Segundo Gravina (2001, p. 40) “Na
pesquisa matematica atual, objetos e processos até entdo restritos aos ‘olhos da
mente’ s&o agora externalizados através de precisas, objetivas e dinamicas
visualizagdes na tela do computador [...]°. Acredito que o uso do computador pode
contribuir muito para o desenvolvimento das atividades e tal possibilidade sera melhor
detalhada mais adiante.

As ideias de Duval na Teoria dos Registros de Representacdo Semiotica
mostram-se interessantes e serdo empregadas neste estudo.

Ao explorar geometria analitica automaticamente faz-se necessaria a utilizacéo
de diferentes registros de representacdo semidtica, pois o estudo da relacéo entre
geometria e algebra prevé o uso de pelo menos dois registros, algébrico e grafico. Os
tratamentos e as conversdes entre os diferentes registros sao pontos pouco

explorados, mas podem auxiliar para o melhor entendimento da geometria analitica.
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O aprofundamento sobre os tratamentos e conversdes sera tratado com mais
detalhes no Capitulo 3.

E normal ao pensar em uma reta imaginar-se apenas a representagio
geomeétrica, tal representacado é eficaz mas néo € suficiente para a compreensao do
conceito de reta. O objetivo € os alunos trabalharem com essas conversdes de
registros e também com os tratamentos em uma sequéncia didatica com o auxilio de

um software de geometria dindmica, no caso o GeoGebra.

Os programas que fazem “traducdes” entre diferentes sistemas de
representacdo apresentam-se como potentes recursos pedagdgicos,
principalmente porque o aluno pode concentrar-se em interpretar o efeito de
suas acles frente as diferentes representacdes, até de forma simultanea, e
nao em aspectos relativos a transicdo de um sistema a outro, atividade que
geralmente demanda tempo. (GRAVINA, 1999, p. 80)

Com este tipo de proposta pretende-se consolidar conceitos sobre equacao da
reta. Tendo em vista que os alunos participantes da pesquisa ja tiveram contato com
0s conceitos de forma tradicional, e estes serdo da terceira série do Ensino Médio, do
periodo da manha de uma escola publica da rede estadual de S&do Paulo.

No Capitulo 1 descreve-se a problematica da pesquisa. Os motivos pelos quais
decidiu-se por este tema e a questdo de pesquisa;

No Capitulo 2 é apresentada a revisao bibliografica, ou seja sdo mencionadas
as pesquisas correlatas e também a analise dos principais documentos oficiais sobre
o tema escolhido, o estudo da reta em geometria analitica;

No Capitulo 3 expde-se o referencial tedrico. A teoria dos Registros de
Representacdo Semidtica é apresentada e acompanhada de uma aplicacdo que
envolve o tema abordado. Os motivos pelos quais foi escolhido o software GeoGebra,
também serdo apresentados;

No Capitulo 4 a metodologia de pesquisa € descrita. A Engenharia Didatica de
Michéle Artigue € delineada por meio dos passos realizados durante o
desenvolvimento da pesquisa. A concepc¢ado da sequéncia de atividades também é
apresentada;

No Capitulo 5 a caracterizacdo dos sujeitos de pesquisa, a analise da
sequéncia criada e sua aplicacdo sdo detalhados. Os resultados observados para as
trés duplas participantes do estudo também s&o expostos;

Em seguida sdo trazidas as consideracfes finais sobre a aplicacdo da

sequéncia de atividades e os resultados obtidos.



21

CAPITULO 1

1.1 Problematica

Ensinar e aprender matematica tem sido um desafio tanto para os profissionais
da educacdo quanto para os alunos. Durante o EF normalmente a disciplina &
estudada de forma segmentada. A geometria ndo mistura-se com a algebra. Ao
chegar no EM essa separagcdo ndo € mais tao clara e os estudantes séo levados a
relacionar conhecimentos de geometria e algebra.

E muito comum os alunos ficarem um pouco inseguros, por ndo estarem
acostumados a fazer essa articulacdo. No decorrer do primeiro e segundo anos esse
trabalho poderia ser priorizado com o intuito de criar o habito de relacionar geometria
e algebra.

Na terceira série do EM a inseguranca costuma ser maior. Existe a pressao da
obrigatoriedade de aprender e tomar muitas decisdes importantes que influenciardo
suas vidas para sempre. As duvidas e questionamentos sao parte do dia a dia dos
alunos desta série.

Concomitantemente a tudo isso 0os documentos oficiais propdem a geometria
analitica como primeiro assunto a ser estudado, ramo da matematica que relaciona
geometria e algebra. A relacdo dar-se-a por meio do estudo das equacdes e
propriedades da reta, da circunferéncia e das cbnicas. Além de representar de forma
grafica essas figuras, os alunos também sdo levados a relaciona-las com suas
respectivas equacdes e dar-lhes o tratamento algébrico devido.

O estudo da geometria analitica na terceira série do EM é um momento para
dar significado a muitos assuntos estudados em séries anteriores do EM e até mesmo
do ensino fundamental.

Diante desses aspectos € possivel perceber a importancia do estudo da
geometria analitica, fato que incentivou-me a pesquisa-lo. Este € um tema muito
interessante a ser explorado e obviamente ndo sera possivel contemplar todos os
tdpicos apresentados na 32 série do EM. Apds a analise dos tépicos referentes ao

assunto, julga-se oportuno dedicar especial atencao ao estudo da reta.
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Quando é iniciado o estudo da reta, ainda na primeira série do EM, j& é possivel
estabelecer a relagdo entre geometria e algebra, mas ainda de maneira superficial. O
estudo da reta, na terceira série do EM, aparece com a funcdo de complementar e
consolidar essa relacao.

Apés o levantamento dos aspectos descritos, iniciou-se a procura por trabalhos
académicos a fim de verificar as informacéo trazidas sobre o assunto. A procura por
pesquisas foi realizada por meio do uso da internet. Os sites acessados foram da
PUC-SP! e de outras universidades como: USP?, UNESP3, UNICAMP*, UFRGS?® etc.
O resultado dessa busca foi surpreendente. A quantidade de trabalhos que abordam
0 tema geometria analitica € muito pequena. Foram encontradas apenas 11
pesquisas relacionadas ao tema. Dentre elas s6 uma tratava exatamente do estudo
da reta, outro aspecto importante na decisdo de pesquisa-lo.

Nas pesquisas encontradas existe um ponto de convergéncia: apesar da
dificuldade enfrentada pelos alunos em relacionar geometria e algebra e a importancia
do tema para o entendimento de varios objetos matematicos, o tratamento dado por
professores e alunos, além da maneira como 0s materiais apresentam esse assunto
é superficial e ndo contempla de forma eficiente os reais objetivos para o
estabelecimento da relacao entre geometria e algebra.

Varella (2010) aponta grande dificuldade em argumentar a respeito de
conjecturas refletindo bloqueio em relacao a provas e demonstracdes por parte dos
alunos. Hajnal (2007) cita dificuldades existentes em compreender tépicos de
geometria analitica. Andrade (2007) menciona a auséncia de motivacdo dos alunos
em aprender determinados contetdos matematicos devido a falta de contextualizacdo
dos mesmos. Castro (2001) indica a complicacdo demonstrada pelos alunos em
transitar pelos varios registros que representam um objeto matemaético.

Outro ponto bastante defendido nas pesquisas € que o uso dos ambientes de
geometria dindmica no computador como: Cabri, GeoGebra etc. pode trazer uma nova
motivacdo para os alunos além de proporcionar mais rapidez no aprendizado, devido

a facilidade para a construcdo das figuras, Hajnal (2007, p. 25) declara que “[...]a

1 pUC-SP: Pontificia Universidade Catdlica de Sdo Paulo.
2 USP: Universidade de Séo Paulo.

3 UNESP: Universidade do Estado de Sdo Paulo.

4 UNICAMP: Universidade de Campinas.

> UFRGS: Universidade Federal do Rio Grande do Sul.
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facilidade com que o estudante pode explorar e verificar [...] é util para que ele forme
ou teste suas convicgdes [...] 0 que agucga a curiosidade [...]".

Como é possivel construir graficos de maneira mais rapida e eficaz, sem erros,
o tempo dedicado as analises das relacbes sera maior e pode trazer melhor
compreensao do objeto matemético em questao, a reta.

Gravina (2001, p. 35) aponta que “[...] a tecnologia informatica disponibiliza [...]
ferramentas que suportam a exteriorizacdo, a diversificacdo e a ampliacdo dos
funcionamentos cognitivos [...]". A utilizacdo desse tipo de recurso se faz de maneira
cada vez mais simples mesmo para aqueles sem tanta experiéncia com o uso do

computador.

Essas ferramentas ndo s6 aumentam as possibilidades de dimensionamento
dos modelos: elas oferecem interagdo mais natural com eles. Agora, além
das variaveis e equac¢bes matematicas a reger o modelo, os objetos
metaforicos utilizados também podem ser modificados pela manipulagéo
direta na tela do computador. As simulacdes e seus objetos metaféricos
tornam-se instancias de representacdo de imagens mentais, com iconografia
em profusédo (simbolos, graficos, diagramas) e com o dinamismo de imagens
presentes na tela do computador. A versatilidade do ambiente da fluidez aos
processos mentais e da formas de pensar que ultrapassam as do discurso
oral ou escrito, ou do desenho estatico. (GRAVINA, 2001, p. 35-36)

Um recurso muito interessante apresentado durante as aulas do curso de
Mestrado Profissional em Educacdo Matematica, foi o software de geometria
dindmica. Alguns foram explorados, mas houve maior familiarizacdo com o
GeoGebra. Esta é uma ferramenta muito rica e com ela torna-se possivel dar
tratamento diferente ao presente estudo. A visualizacdo do objeto geométrico e suas
propriedades algébricas € importante para consolidar o aprendizado.

Ao longo dos ultimos cinco anos verifica-se o aumento no interesse dos jovens
por carreiras ligadas a area das ciéncias exatas, este fato faz com que alguns alunos
demonstrem maior interesse pelo estudo da matemética jA no EM. Entdo se
conseguirem estabelecer as relagcbes e enxerga-las, serd importante para a
continuidade de seus estudos. Além de ser uma forma diferenciada e mais atrativa de
abordar o assunto. Diante dessas observacdes propde-se a seguinte questdo de

pesquisa:
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» Qual a contribuicdo que a utilizacdo do software GeoGebra pode trazer para a
apreensdo do objeto matematico reta sob os pontos de vista cognitivo e
matematico no sentido da teoria dos Registros de Representacdo Semiotica,
para alunos da terceira série do Ensino Médio (EM) tendo em vista que ja

estudaram no ano de 2013 a equacado da reta em geometria analitica?

Em busca de respostas para tal questdo, foi criada uma sequéncia de
atividades a ser desenvolvida em ambiente computacional de geometria dinamica, o
software GeoGebra. Seu objetivo é verificar quais tipos de relacbes os alunos
conseguem estabelecer em diferentes contextos, como por exemplo a relagéo entre o
gue ja foi estudado utilizando papel e lapis e o que vai manipular com o uso do

computador.
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CAPITULO 2

2.1 Revisao Bibliogréafica

Apébs a definicdo do tema para a pesquisa: O estudo da reta em geometria
analitica, iniciou-se a verificagdo de trabalhos ja realizados em torno do assunto. A
busca principiou-se pelo site da Capes no qual existe boa parte das pesquisas
realizadas no Brasil, essa busca concentrou-se no periodo de 2000 a 2013. No
primeiro momento houve dificuldade em encontrar trabalhos que abordassem o
mesmo tema no espaco de tempo de 5 anos. Devido a essa dificuldade o periodo foi
ampliado para 13 anos. Foram encontradas 3 teses de doutorado e 12 dissertacbes
de mestrado que tratavam da geometria analitica.

Entre as 15 pesquisas encontradas foram eliminadas aquelas que nao
apresentavam direcionamento para o EM, restando apenas 3. O proximo passo foi
verificar nos sites da PUC-SP, UNESP, UFRGS e da UFPA® se havia mais alguma
pesquisa relacionada ao tema. A decisao de verificar outros trabalhos nos sites dessas
universidades teve como base o fato de a pesquisa realizada no site da Capes ter
resultado as instituicGes apontadas.

Depois da nova verificacdo foram encontrados mais 8 trabalhos relacionados
ao tema nos sites das universidades citadas acima. A leitura desses 11 estudos trouxe
muitos subsidios.

Posteriormente a analise convém destacar os trabalhos de: Varella (2010),
Hajnal (2007), Andrade (2007) e Castro (2001). Vale ressaltar a maior relagdo com o
tema.

Em sua dissertacdo de mestrado Varella (2010) apresenta uma analise das
colecdes de livros didaticos pertencentes ao Programa Nacional do Livro do Ensino
Médio/2009 (PNLEM/2009) e do material fornecido pela Secretaria de Educagéo do
Estado de Sao Paulo, conhecidos como Caderno do Professor e Caderno do Aluno.
O objeto matematico analisado nesses materiais foi 0 estudo da reta — equacéao geral,

do contetdo de geometria analitica. A autora analisou a abordagem dada por esses

6 UFPA: Universidade Federal do Para.
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materiais em relacdo a provas e demonstra¢cfes, também para o objeto matematico
em questao.

A autora destaca a falta de pesquisas e as dificuldades apresentadas pelos
alunos para lidar com provas e demonstracdes, justificando a escolha do tema.

Como fundamentacéo tedrica utilizou a teoria Antropoldgica do Didatico (TAD)
de Chevallard (1999) que prop8e a organizacao do saber matematico para haver éxito
na transposicdo didatica’. Detalha a TAD como ndo voltada ao desenvolvimento
cognitivo do aluno e sim ao conjunto de acdes dele e do professor que possibilitem
tornar um saber em objeto de conhecimento, para isso € necessario um conjunto de
acOes denominado organizacao praxeoldgica. Essa teoria tem o objetivo de fazer uma
analise epistemoldgica? do saber sob o ponto de vista didatico.

Em complementacédo as ideias de Chevallard, a pesquisadora acrescenta a
tipologia de prova proposta por Balacheff (1988). Descreve que antes de estabelecer
0s tipos é necessaria a definicdo dos conceitos de prova e demonstracdo, acrescenta
ainda a nao utilizacdo dessas palavras como sindnimos. Na sequéncia apresenta as
seguintes definicbes: a prova € uma explicacdo aceita pela comunidade matematica.
A demonstracdo € um tipo de prova especifica na qual sdo apresentados enunciados,
estes levam a uma explicagéo aceitavel.

Na sequéncia da definicdo dos termos prova e demonstracdo, Varela (2010)
categoriza as provas, nos termos de Balacheff, como pragmaticas (utilizam situacées
concretas) e intelectuais (utilizam um conjunto de regras pertencentes a uma categoria
para aceitar ou refutar a proposicao).

Apés a distin¢do feita entre prova e demonstracdo e a categorizacao de provas
torna-se possivel apresentar os tipos de prova: Empirismo ingénuo: baseia-se na
observacéo e a validacdo é bem simples; Empirismo crucial: baseia-se na observacéo
e experimentacao, a validagao é feita a partir de duas hipéteses podendo rejeitar uma
em detrimento da outra; Exemplo genérico: baseia-se na explicacdo das razfes da
validacdo de uma proposicado pelo cumprimento de operacdes ou transformacoes;
Experiéncia mental: ndo sdo usados exemplos para encontrar uma validacdo que é

dada por uma teoria.

7 Segundo Leite apud Chevallard (2007) qualquer contelido a ser ensinado ao sofrer modificacdes e adaptacdes
de modo a torna-lo compreensivel é chamado de transposicao didatica. Assim um saber a ensinar torna-se saber
de ensino.

8 O termo epistemoldgico vem de epistemologia que estuda a origem, a estrutura, os métodos e a validade do
conhecimento. Disponivel em: http://www.significados.com.br/epistemologia.
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Os tipos de prova sao caracterizados da seguinte maneira: empirismo ingénuo,
empirismo crucial e exemplo genérico sdo provas pragmaticas, ja a experiéncia mental
é uma prova intelectual. A pesquisa realizada foi qualitativa e do tipo documental®.

Foram determinados para a analise, pela autora, 7 colecdes de livros didaticos
aprovados pelo PNLEM/2009 além do material fornecido pela Secretaria de Estado
da Educacgéo de Sao Paulo (SEE/SP).

Varela (2010) conclui que o trabalho com provas e demonstracdes € importante
e deve obedecer todo o rigor exigido, porém nao pode limitar-se a situacao de simples
verificagéo, a fim de proporcionar um tipo de trabalho em que o aluno seja levado a
refletir, conjecturar, argumentar etc.

Apesar de o objeto de pesquisa ser a equacao da reta, a autora verificou todos
0s conteudos apresentados para o estudo da geometria analitica nos livros analisados
e percebeu que em todos aparecem 0s mesmos topicos: sistema cartesiano ortogonal,
distancia entre dois pontos, ponto médio e condi¢ao de alinhamento de 3 pontos.

A autora resume suas conclusées em quatro topicos:

[...] 1) a auséncia de definicdo para os termos que constituem o método
dedutivo; ii) a falta de clareza da organizagdo Matematica ao realizar uma
demonstracéo que verifica um teorema; iii) incidéncia néo representativa de
tarefas propostas aos alunos que permitam a elaboragcdo de provas nos
diferentes niveis de raciocinio dedutivo; iv) inconsisténcia na identificacdo de
um teorema: ndo esta explicito na maioria dos materiais didaticos analisados,
se uma afirmacdo representa uma propriedade, um teorema ou somente
deduz uma férmula matemética. (VARELLA, 2010, p. 204-205).

O tema geometria analitica é abordado de forma superficial nas colecdes
examinadas por Varela (2010) e de acordo com a sua analise verifica-se o tratamento
inadequado desses materiais em relacao ao assunto. A partir das andlises constata-
-se a necessidade desses materiais ndo serem os Unicos utilizados durante as aulas.
E importante haver sempre a busca, pelos professores, por mais informacdes sobre o
assunto estudado.

As consideracfes feitas pela autora sdo muito relevantes para o tema
abordado, pois levam a crer que a eterna busca pelo conhecimento deve ser uma
pratica diaria e é necessario o incentivo para a pesquisa durante as aulas. A partir
disso conclui-se que professores e alunos precisam caminhar juntos a procura do

conhecimento.

9 Segundo Liidke e André (1986) neste tipo de pesquisa utilizam-se documentos contemporaneos ou antigos com
sua autenticidade comprovada por meios cientificos para a composi¢éo o estudo.
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Hajnal (2007) propde o estudo do paralelismo no ensino de geometria analitica
plana. Também visa a questéo referente a provas e demonstragcdes em um processo
gue vai do empirico ao dedutivo.

A autora menciona que a motivacdo de sua pesquisa foram os resultados
obtidos durante a sua participacdo num projeto do Programa de Estudos Pés
Graduados da PUC-SP. Este projeto tinha por objetivo investigar os problemas do
processo de ensino e aprendizagem da prova com a utilizacéo de recursos oferecidos
por ambientes computacionais.

No decorrer da realizacdo do projeto foi sugerido o tépico de paralelismo entre
duas retas, inserido no estudo da geometria analitica, para uma possivel pesquisa.
Assim a autora construiu uma sequéncia didatica para iniciar o estudo do paralelismo
de duas retas no ensino de geometria analitica para a 12 série do EM.

O referencial tedrico utilizado foi baseado nos trabalhos de Parsysz (2001) que
fez uma andlise dos trabalhos de Van Hiele (1984). Nesta andlise Parsysz (2001)
verifica a evolucdo do pensamento geométrico em ordem de importancia em cinco
niveis.

Dos cinco niveis Parsysz (2001) destaca apenas 4: Nivel GO (geometria
concreta): parte-se da realidade com elementos concretos e seu aspecto geral, a
validacdo € perceptiva; Nivel G1 (geometria espaco-gréfica): parte-se de
representacdes figurais e graficas bidimensionais (papel ou computador), a resolucéo
de exercicios é feita com o uso de ferramentas como régua e compasso, nesse nivel
o aluno inicia a identificacdo das propriedades das figuras, mas ainda ndo consegue
explica-las e a validacdo ainda é perceptiva; Nivel G2 (geometria proto-axiomatica):
0S conceitos sdo objetos tedricos e as demonstracdes sédo feitas a partir de teoremas
euclidianos aceitos de modo intuitivo e Nivel G3 (geometria axiomatica): os axiomas
sdo explicitados completamente, os objetos séo tedricos e a validacao é feita por
axiomas e propriedades do sistema axiomatico.

Para complementar o referencial tedrico, Hajnal (2007) emprega as ideias de
Balacheff (1987). Ele apresenta as provas produzidas pelos alunos como pragmaticas
e intelectuais além de classifica-las em quatro tipos: Empirismo ingénuo, Empirismo
crucial, Exemplo genérico e Experiéncia mental.

A metodologia de pesquisa foi a Engenharia Didatica de Michéele Artigue (1988),

na qual sdo aplicadas quatro fases: fase 1 (analises preliminares); fase 2 (concepcao
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e andlise a priori das atividades); fase 3 (experimentacdo) e a fase 4 (andlise a
posteriori e validag&o).

Em sua analise a priori a autora acredita que o ambiente de geometria
dindmica, Cabri Geometre, podera contribuir com o trabalho desenvolvido por meio
de uma sequéncia didatica dividida em trés etapas: a primeira com uso do material
concreto, a segunda em ambiente informatizado e a terceira mescla atividades com
papel e lapis e em ambiente informatizado.

Hajnal (2007) conclui que a utilizacdo do software contribuiu de maneira
significativa para o avanc¢o dos alunos em relagédo ao entendimento do contetdo. Ao
associar o uso do software, a sequéncia didatica e uma situacdo contextualizada
produziu-se um efeito favoravel ao avanco dos alunos na producéo de provas.

Outros recursos sdo apontados pela autora, um exemplo € o uso do
computador, tais ferramentas sdo muito bem-vindas no processo de ensino e
aprendizagem. Os ambientes informatizados tém papel importante nesse processo e
podem proporcionar o trabalho eficaz, rapido e prazeroso.

Softwares de geometria dindmica sdo de facil manuseio e existem Varios
gratuitos, isto facilita muito a sua utilizagcdo. Além de serem novidade, atraem a
atencdo dos alunos. Outro ponto a ser levado em consideracédo é o fato de o tempo
ser reduzido. Nao ha muitas aulas no decorrer do ano letivo para um trabalho
prolongado com cada tematica e a utilizacdo desse tipo de recurso auxilia na obtencéo

de resultados mais rapidos.

Os desenhos em movimento ajudaram os alunos a construirem suas proprias
conjecturas sendo assim, o ambiente favoreceu a construcdo de
argumentacbes e provas, jA& que os fatos observados durante a
movimentacao exigem explicacdes que devem ser justificadas e provadas |[...]
O dinamismo do software e a facilidade que ele oferece ao usuario, de
experimentar, visualizar, simular e validar foi Gtil para que os alunos
apresentassem solucdes variadas o que indica uma aquisicdo de autonomia
para argumentar e provar. (HAJNAL, 2007, p. 200).

Fica claro no trabalho de Hajnal (2007) que o uso da tecnologia traz muitos
beneficios e pode mudar a pratica desenvolvida em sala de aula para melhor
qualidade e eficiéncia. Outro aspecto importante a ser levado em consideracéo € o
fato do computador estar presente na vida dos alunos, sendo assim deve ser inserido

no contexto educacional de maneira gradativa.
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Os objetos matematicos muitas vezes ndo possuem representacao cotidiana
para serem utilizada como exemplo, essas representacdes sao por vezes dificeis de
serem construidas com lapis, papel e régua, entdo perde-se tempo com construgoes.
Este problema pode ser totalmente eliminado com a utilizacdo do computador. Dessa
forma passa a ser uma ferramenta eficaz no auxilio do processo de ensino e
aprendizagem, pois permite que o real foco, as andlises a respeito de determinado
objeto matematico, seja trabalhado mais intensamente sem perdas.

Andrade (2007) apresenta em sua dissertacdo de mestrado uma reflexdo sobre
0 ensino de geometria analitica e constata que muitas vezes hé perda de tempo em
relacdo a repeticdo de conceitos referentes ao objeto matemético. A partir dai propde
uma sequéncia de ensino a contemplar os assuntos da geometria analitica plana e
também a integracdo com vetores, objeto de estudo do ensino superior.

Sua pesquisa foi qualitativa de natureza etnografical® nos termos de Marli
André (2005). Como referencial tedrico utilizou a TAD de Chevallard (1991) e a
aprendizagem significativa proposta por David Ausubel (1968).

Chevallard (1991), na TAD, propde ao professor estar ciente do conhecimento
prévio do aluno, a partir dai sera possivel realizar as intervencfes e ajustes
necessarios para que a aprendizagem ocorra. Para isso é preciso que o aluno faca
descobertas a respeito da hierarquia dos conceitos.

Ainda de acordo com a teoria utilizada por Andrade (2007) o novo
conhecimento dar-se-a ancorado em conhecimentos prévios na existentes estrutura
cognitiva do aluno. Ha uma hierarquia conceitual chamada de estrutura cognitiva. Sem
conhecimento prévio faz-se necessario o uso de organizadores prévios que podem
ser qualquer fonte de informacédo atuando como fornecedor para a continuidade de
estudos.

O autor faz algumas consideragbes relevantes em torno do papel
desempenhado pelo professor. Afirma que a simples transmissao de conhecimento
ainda esta muito presente nas escolas devido a ma formacao dos profissionais e
também ao fato de normalmente novos professores inspirarem-se em exemplos tidos

ao longo de suas vidas. Ressalta a importancia da autorreflexdo dos educadores e

10 Segundo André (1995) a metodologia de natureza etnogréafica € muito utilizada por sociélogos e antropélogos,
no qual o pesquisador se insere no meio, de modo a ndo interferir, e analisa todas as situa¢des ocorridas a fim
de observar e relatar posteriormente todas as caracteristicas do comportamento social de um grupo.
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também da busca por conhecimento de teorias e praticas que possam mudar essa
atitude.

Para fundamentar essas reflexdes, cita o trabalho de Zeichner (1993) que
aponta trés aspectos essenciais para a melhoria da qualidade do ensino: como o aluno
compreende e interpreta as informacgdes recebidas, a interacdo entre professor e
aluno e a administragcdo do professor a respeito da relacédo interpessoal e das
condicbes de trabalho com a escola.

A organizacdo didatica proposta por Andrade (2007) foi aplicada em uma
escola de ensino fundamental e médio na cidade de Belém do Para.

Em sua organizacdo didatica utilizou elementos da histéria da geometria
analitica plana e o fez para expor o assunto aos alunos. A partir da apresentacao
histérica, os estudantes produziram um relato sobre o que foi mostrado tentando
estabelecer conexdes com temas estudados previamente. Em seguida foi
apresentado e justificado o plano de coordenadas cartesianas. Para isto foi proposto
um problema denominado: Como localizar um tesouro?

Foram propostas outras atividades, dentre elas algumas envolviam
determinacao de angulos de inclinagéo, distancia entre dois pontos, equacao da reta
etc. A Ultima atividade tinha por objetivo o tratamento do conceito de vetores, apesar
de néo ser objeto de estudo do EM.

Andrade (2007) constata que ha estreita relacdo entre a geometria analitica
plana e vetores e este trabalho foi motivador, além de propiciar a integracao entre o a
geometria analitica plana e o conceito de vetores, assunto estudado no ensino

superior.

[...] Esta era uma relacdo de interesse e muita motivacdo por parte dos
discentes e dos docentes, pois as praxeologias matematicas construidas nos
permitiram evidenciar a importancia dos objetos matematicos trabalhados,
para a vida pratica do aluno, no contexto de seu cotidiano escolar, no que diz
respeito a continuidade de seus estudos e a interpretacdo de problemas do
dia a dia que necessitem do conhecimento dos objetos mateméticos
envolvidos. (ANDRADE, 2007, p.110)

7

Com base nos resultados é possivel observar a utilizacdo de elementos
interessantes para o estudo da geometria analitica e também a consideracdo da
importancia do tema para a continuidade dos estudos daqueles alunos ingressantes

€em Cursos superiores na area das ciéncias exatas.
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Contar a histéria da matematica é uma maneira interessante de trabalhar
conceitos. Por vezes mostrar como deu-se evolucdo e origem, a fim de justificar
mudancas ocorridas até o presente momento pode auxiliar na compreensao. Além
de revelar a necessidade da divisdo em etapas durante o processo de aprendizagem,
0 que explica 0 ndo entendimento imediato e sim aos poucos com muito estudo e
dedicacao.

Castro (2001), em sua dissertacdo de mestrado, optou pelo tema “os vetores
do plano e do espaco e os registros de representagéo” devido a sua experiéncia no
ensino superior e a grande dificuldade de compreenséo desse assunto pelos alunos
ingressantes na universidade. O trabalho baseia-se na tese de Pavlopoulou (1994)
gue investigou o fracasso dos alunos em relacdo ao estudo de algebra linear no
primeiro ano dos cursos de ciéncias exatas nas universidades francesas. Em sua tese
0 objeto mateméatico de estudo é o vetor.

A teoria utilizada pela autora para dar suporte a sua pesquisa foi a teoria dos
Registros de Representacdo Semidtica de Raymond Duval. Nesta teoria Duval
propde a distin¢cdo entre o0 objeto e suas representacfes para ndo serem confundidos.

Engenharia Didatica de Michéle Artigue (1988) foi utilizada como metodologia
por Castro (2001) e baseia-se em concepcao, realizacao, observagdo e andlise de
sequéncias de ensino.

Para investigar as dificuldades de seus alunos referente a conversao entre
registros de vetores do plano e do espaco, a autora, preparou um teste e o aplicou a
70 alunos de cursos de engenharia e de matematica em faculdades diferentes. Os
testes foram realizados em duplas. ApGs a aplicacdo percebeu alguns erros tipicos
como visualizacdo espacial e dificuldade de representacdo no registro grafico,
dificuldade nos subregistros do registro simbdélico, igualdade entre vetor e nimero real
e erro de dimensé&o.

Com base nos resultados obtidos no teste, foi construida uma sequéncia

didatica sobre vetores no espaco. O objetivo da sequéncia foi transcrito a seguir.

Nosso objetivo era verificar a possibilidade de realizar um aprendizado nas
conversdes entre os registros gréafico e das n-uplas, de vetores no espaco.
Queriamos também descaracterizar a ideia de que um representante de um
vetor precisa ter origem O (origem do sistema de coordenadas). Para isto, o
aluno trabalhou (nas dltimas atividades) no registro grafico, com
representantes distintos de um mesmo vetor. (CASTRO, 2001, p. 53).
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A sequéncia foi aplicada em duas sess0es para novos participantes diferentes
daqueles do teste. Estes eram do primeiro e segundo anos do curso de engenharia,
na primeira sessao participaram 21 duplas e na segunda sesséo 17 duplas. Apés a
aplicacao considerou uma evolucédo em relacédo a conversao do registro das n-uplas
para o registro gréfico ja na primeira sessdo. ApGs a segunda sessao todos os alunos
foram capazes de realizar as atividades, e isto mostrou a obtencdo dos objetivos
propostos para a sequéncia.

A leitura das pesquisas apresentadas foi importante, possibilitou perceber as
vérias complica¢Bes do trabalho com geometria analitica, tanto para alunos quanto
para professores. Enfrentar a dificuldade de compreenséo de nog¢des tao importantes
como a equacao da reta, as posicoes relativas entre as retas etc. € uma tarefa dificil.

Recursos de informatica, como os softwares de geometria dindmica, sdo muitas
vezes opgbOes que podem trazer bons resultados. A facilidade de utilizagdo e
manipulacdo desses softwares faz com que, acompanhado por uma aula bem
planejada, seja possivel gerar maior motivacao para os alunos.

Outro aspecto importante do emprego desse tipo de software é a possibilidade
de observar e perceber situagdes nao perceptiveis em figuras construidas com o uso
de lapis e papel, e isto pode levar a melhor compreensédo dos objetos matematicos
estudados, no caso especifico, a reta.

Vérias dificuldades apontadas pelas pesquisas também ja haviam sido
percebidas na experiéncia pessoal, e esta situacao faz crer que o tipo de sequéncia
criada pode auxiliar na tentativa de melhorar tais problemas.

Na sequéncia, a andlise dos documentos oficiais complementara as

impressoes ja verificadas durante a leitura das pesquisas.

2.2 Analise dos Documentos Oficiais

2.2.1 Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio (PCNEM)

ApOs tomada a decisdo sobre o tema, o estudo da reta, mostra-se
extremamente importante buscar informag¢des nos documentos oficiais sobre o que
espera-se com o estudo deste tema para os alunos do EM. Essa analise iniciou-se

com a leitura dos Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (PCNEM),
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Parte Ill — Ciéncias da Natureza, Matematica e suas tecnologias e as Orientacdes
Educacionais Complementares aos Parametros Curriculares Nacionais (PCNEM+).

De acordo com os PCNEM (2000) o sentido do ensino desse campo para o EM
visa a producdo de um conhecimento especifico da area em busca da
interdisciplinaridade e contextualizacao, a fim de desenvolver varias competéncias e
habilidades nos campos cientifico e tecnoldgico.

Acrescenta ainda que o tipo de conhecimento a ser adquirido nesta fase do
aprendizado ndo deve ter carater profissionalizante, mas necessita pautar-se na
utilidade para a vida e o trabalho a fim de desenvolver varias caracteristicas auxiliares

neste objetivo.

[...] este documento procura apresentar [...] uma proposta para o Ensino
Médio que, sem ser profissionalizante, efetivamente propicie um aprendizado
util a vida e ao trabalho, no qual as informacdes, o conhecimento, as
competéncias, as habilidades e os valores desenvolvidos sejam instrumentos
reais de percepgdo, satisfacdo, interpretacdo, julgamento, atuacdo,
desenvolvimento pessoal ou de aprendizado permanente, evitando topicos
cujos sentidos sé possam ser compreendidos em outra etapa de
escolaridade. (BRASIL, 2000b, p. 4)

Faz uma referéncia ao fato de buscar-se a interdisciplinaridade, principalmente
em relacdo as disciplinas do campo das ciéncias da natureza, matematica e suas
tecnologias, porém também afirma a preocupacdo com a nao nulidade do aprendizado

dos conhecimentos especificos de cada disciplina.

Note-se que a interdisciplinaridade do aprendizado cientifico e matematico
nao dissolve nem cancela a indiscutivel disciplinaridade do conhecimento. O
grau de especificidade efetivamente presente nas distintas ciéncias, em parte
também nas tecnologias associadas, seria dificil de se aprender no Ensino
Fundamental, estando naturalmente reservado ao Ensino Médio. Além disso,
o conhecimento cientifico disciplinar é parte tdo essencial da cultura
contempordnea que sua presenca na Educacdo Bésica e,
consequentemente, no Ensino Médio, é indiscutivel. (BRASIL, 2000b, p. 6)

A Matematica é definida como uma area que possui caracteristicas préprias e
por esse motivo precisa ser tratada com o tal. Sdo apresentadas varias razdes pelas
guais a Matematica pode ser abordada com muita atencdo e destaca-se o fato de

Seus conceitos estarem presentes em todas as atividades humanas.
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Possivelmente, ndo existe nenhuma atividade da vida contemporénea, da
musica a informatica, do comércio a meteorologia, da medicina a cartografia,
das engenharias as comunicacdes, em que a Matematica ndo compareca de
maneira insubstituivel para codificar, ordenar, quantificar e interpretar
compassos, taxas, dosagens, coordenadas, tensées, frequéncias e quantas
outras variaveis houver. A Matematica ciéncia, com seus processos de
construcdo e validacao de conceitos e argumentacdes e os procedimentos
de generalizar, relacionar e concluir que Ihe sdo caracteristicos, permite
estabelecer relagbes e interpretar fendbmenos e informagdes. As formas de
pensar dessa ciéncia possibilitam ir além da descricdo da realidade e da
elaboracdo de modelos. (BRASIL, 2000b, p. 9)

O trabalho com a Matematica deve contemplar todos os aspectos referentes a
formacé&o do cidad&o para sua vida de modo geral. E também apresentada com uma
série de objetivos comuns as demais disciplinas pertencentes ao campo das ciéncias
da natureza.

Todas as disciplinas devem ser trabalhadas norteadas pelo desenvolvimento
de trés eixos referentes as competéncias e habilidades: Representacdo e
comunicacao que visam desenvolver a capacidade de comunicacéo; Investigacéao e
compreensao que pretendem desenvolver a capacidade de questionar, além do
raciocinio e a capacidade de aprender; e a Contextualizacdo sociocultural para
compreender e utilizar a ciéncia como meio de interpretacdo e intervencdo e a
tecnologia como conhecimento pratico.

Fica evidente que a matematica tem uma linguagem propria, esta deve ser

conhecida pelo aluno para aplicar e entender os conceitos pertinentes a ela.

Nesse sentido, é preciso que o aluno perceba a Matematica como um sistema
de cddigos e regras que a tornam uma linguagem de comunicac¢do de ideias
e permite modelar a realidade e interpreta-la. Assim, os nimeros e a algebra
como sistemas de codigos, a geometria na leitura e interpretacdo do espaco,
a estatistica e a probabilidade na compreensédo de fenbmenos em universos
finitos sdo subareas da Matematica especialmente ligadas as aplicacdes.
(BRASIL, 2000b, p. 40)

No EM, a matematica também carece ser vista como uma ciéncia. O aluno deve
perceber que definicbes, demonstracdes e conceitos tém como fungéo a construgcao
de novos conhecimentos. Espera-se que no EF os alunos ja tenham tido contato com
varios campos do saber matematico e no EM tenham condi¢gfes de usa-los e amplia-
-los.

A questéao referente a tecnologia deve estar presente como uma preocupacao
real no ensino da matematica, o aluno necessita de incentivo para além de

desenvolver as habilidades propostas, saber buscar novas habilidades. Com a
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rapidez da evolucdo da tecnologia as habilidades ja desenvolvidas passam a ser
insuficientes rapidamente.

O impacto da tecnologia na vida de cada individuo vai exigir competéncias
que vao além do simples lidar com as maquinas. A velocidade do surgimento
e renovagdo de saberes e de formas de fazer em todas as atividades
humanas tornardo rapidamente ultrapassadas a maior parte das
competéncias adquiridas por uma pessoa ao inicio de sua vida profissional.
(BRASIL, 2000b, p. 41)

Outro ponto a destacar-se no que refere-se a tecnologia é o fato de incorpora-
-la ao cotidiano da sala de aula. O computador € hoje um objeto de dominio publico e
esta presente na vida de boa parte dos alunos. Se bem utilizado pode ser um recurso
indispensavel ao aprendizado.

Com base em todos esses aspectos o documento apresenta as principais
habilidades propostas para o ensino da matemética no EM:

As finalidades do ensino de Matematica no nivel médio indicam como
objetivos levar o aluno a:

« compreender 0s conceitos, procedimentos e estratégias matematicas que
permitam a ele desenvolver estudos posteriores e adquirir uma formacao
cientifica geral,

+ aplicar seus conhecimentos matematicos a situagdes diversas, utilizando-
0s na interpretacdo da ciéncia, na atividade tecnoldgica e nas atividades
cotidianas;

« analisar e valorizar informagdes provenientes de diferentes fontes, utilizando
ferramentas matematicas para formar uma opinido prépria que lhe permita
expressar-se criticamente sobre problemas da Matematica, das outras areas
do conhecimento e da atualidade;

» desenvolver as capacidades de raciocinio e resolugéo de problemas, de
comunicagao, bem como o espirito critico e criativo;

« utilizar com confianga procedimentos de resolugdo de problemas para
desenvolver a compreensao dos conceitos matematicos;

» expressar-se oral, escrita e graficamente em situacdes matematicas e
valorizar a precisao da linguagem e as demonstracdes em Matemética;

+ estabelecer conexdes entre diferentes temas matematicos e entre esses
temas e o conhecimento de outras areas do curriculo;

* reconhecer representacbes equivalentes de um mesmo conceito,
relacionando procedimentos associados as diferentes representacoes;

* promover a realizagdo pessoal mediante o sentimento de seguranga em
relacdo as suas capacidades matematicas, o desenvolvimento de atitudes de
autonomia e cooperacédo. (BRASIL, 2000b, p.42)

Tais habilidades representam o que deve ser desenvolvido em relacdo a
Matematica, mas nao € bom esquecer que as relacdes interpessoais e as atitudes nao

podem ser deixadas de lado durante esse processo.
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Estabelecidas as habilidades a serem desenvolvidas, a tematica trabalhada
deve obedecer uma selecao de conteddos minimos enquanto outra parte do curriculo

pode ter certa flexibilidade de acordo com as necessidades e interesses da escola.

Também por isso, o curriculo a ser elaborado deve corresponder a uma boa
selegdo, deve contemplar aspectos dos contelidos e praticas que precisam
ser enfatizados. Outros aspectos merecem menor énfase e devem mesmo
ser abandonados por parte dos organizadores de curriculos e professores.
Essa organizacao tera de cuidar dos contetidos minimos da Base Nacional
Comum, assim como fazer algumas indicacdes sobre possiveis temas que
podem compor a parte do curriculo flexivel, a ser organizado em cada
unidade escolar, podendo ser de aprofundamento ou direcionar-se para as
necessidades e interesses da escola e da comunidade em que ela esta
inserida. (BRASIL, 2000b, p. 43)

O PCNEM (2000) traz orientagbes sobre como desenvolver o trabalho com
algebra e geometria em separado. Para a algebra o documento propde uma
abordagem de modo a desenvolver habilidades ligadas a resolucdo de problemas,
conhecimento e utilizacdo da linguagem simbdlica, validacdo de argumentos,
descricdo de modelos e capacidade de utilizar a &lgebra na interpretacdo e na
interferéncia em situacdes reais.

A propdsito da geometria direciona o trabalho no sentido de ampliar habilidades
de visualizacdo, desenho e argumentacdo logica, bem como a aplicacdo dos
conhecimentos adquiridos como formas e propriedades geométricas na busca de
solucBes para problemas de situagdes reais do dia a dia.

Nota-se que geometria e algebra sao apresentadas com objetivos comuns e

com certeza deverao ser desenvolvidas pela geometria analitica na 32 série do EM.

2.2.2 Orientagbes Curriculares Educacionais Complementares aos

Parametros Curriculares Nacionais — Ensino Médio (PCNEM+)

Este documento foi redigido para complementar as orienta¢des ja contidas nos
PCNEM (2000). Nele pode ser encontrada uma descricdo mais detalhada das
habilidades e dos contetdos a serem desenvolvidos pelo ensino das disciplinas

ligadas a area das ciéncias da natureza, matematica e suas tecnologias.
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O foco desta pesquisa € o ensino da matemética, mais especificamente a
geometria analitica, portanto serdo apresentadas as orientacdes referentes a este
tema.

Para o ensino da Mateméatica no EM o PCNEM+ (2002) traz a divisdo em trés
grandes temas: Algebra: nimeros e fun¢bes, Geometria e medidas e Andlise de
dados. A geometria analitica esta inserida no segundo tema Geometria e medidas.

Para o ensino de Geometria e medidas propde-se o tratamento das formas
planas e tridimensionais e suas representacdes em desenhos, planificacbes, modelos
e objetos do mundo concreto. Para isto ficam divididas quatro unidades teméticas:
geometrias plana, espacial, métrica e analitica.

Geometria analitica é tratada conforme transcrito a seguir.

A unidade Geometria analitica tem como fun¢éo tratar algebricamente as
propriedades e os elementos geométricos. O aluno do ensino médio tera a
oportunidade de conhecer essa forma de pensar que transforma problemas
geométricos na resolucao de equacdes, sistemas ou inequagfes. (BRASIL,
2002a, p.124)

Com essa abordagem espera-se proporcionar para o aluno a percepcao do uso
de diferentes instrumentos matematicos para representar o mesmo problema. Um
exemplo para este tipo de trabalho é a construcdo de uma reta por uma resolucéo
algébrica (equacédo) ou uma solucéo gréafica (grafico).

O PCNEM+(2002) prop&e como foco do estudo desse tema o proprio objetivo
da geometria analitica que consiste em estabelecer a relacdo existente entre
geometria e algebra.

Ressalta ainda a importancia da analise de situacdes propostas a partir do
conhecimento conjunto de geometria e algebra contraria a simples memorizacao de
equacdes e férmulas. Um caminho indicado € a resolucédo de problemas.

Trabalhar a historia da geometria analitica é outro caminho a ser utilizado. Esse
percurso pode levar o aluno a entender o desenvolvimento do assunto e perceber os
conceitos, como parte de um processo e 0 seu ndo surgimento do dia para a noite,
mas a construcéo ao longo de muitos anos de estudo e o desenvolvimento diante das
necessidades humanas. Assim a matematica apresenta-se com carater de ciéncia e

nao somente de ferramenta.



39

As habilidades que devem ser desenvolvidas pelo estudo da geometria

analitica séo apresentadas a seguir.

4. Geometria analitica: representacdes no plano cartesiano e equagdes;
interseccéo e posicdes relativas de figuras.

* Interpretar e fazer uso de modelos para a resolucdo de problemas
geomeétricos.

* Reconhecer que uma mesma situagdo pode ser tratada com diferentes
instrumentais matematicos, de acordo com suas caracteristicas.

» Associar situagdes e problemas geométricos a suas correspondentes
formas algébricas e representacdes graficas e vice-versa.

» Construir uma visédo sistematica das diferentes linguagens e campos de
estudo da Matemaética, estabelecendo conexdes entre eles. (BRASIL, 2002a,
p.125)

Na figura a seguir é apresentada a organizacado dos temas por série do Ensino
Médio. Destaca-se em vermelho o contelddo de geometria analitica a fim de identificar

0 que foi apontado como essencial para o estudo deste assunto.

Figura 1 - Organizacao dos temas por série do EM

1% série

2? série

3* série

1.

1.

Mocdo de funcdo;
fungdes analiticas e
nao-analiticas; andlise
grafica; seqgiléncias
numeéricas; funcio
exponencial ou
logaritmica.
Trigonometria do
tridngulo retdngulo.

. Fungdes seno, cosseno

e tangente.

. Trigonometria do

tridngulo gqualguer & da
primeira volta.

1. Taxas de variacdo de

grandezas.

. Geometria plana:

semelhanca e
congruéncia;
representacdes de
figuras.

. Geometria espacial:

poliedros; solidos
redondos; propriedade
relativas a posicdo;
inscrigdo e
circunscrigdo de
solidos.

. Métrica: areas e

volumes; estimativas.

. Geometria analitica:
representacoes no
plano cartesiano e
equacdes; interseccdo
e posicdes relativas de
figuras.

. Estatistica: descrigdo de
dados; representacdes
graficas.

3.

3.

Estatistica: analise de
dados.
Contagem.

3. Probabilidade.

Fonte: BRASIL, 2002a, p.128
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A apresentacéo dos conteudos feita pela tabela nos d& a ideia clara do que é
importante para cada série e pode-se destacar os topicos referentes a geometria
analitica a serem trabalhados na terceira série.

O PCNEM+ (2002, p. 129) sugere esta organizacdo para a condi¢cdo de haver
4 aulas semanais de matematica e aponta que “Se o numero de aulas semanais for
inferior a quatro, o professor deve elaborar seu planejamento tendo como foco as
ideias centrais de cada tema.”

A organizacédo foi feita com o intuito de, na primeira série, os alunos serem
levados a tomar contato com procedimentos basicos de maneira mais
contextualizada, levando-se em consideragao situacdes presentes no dia a dia dos
alunos. Na segunda série ha uma mudanca no tratamento e 0s conceitos sdo mais
amplos com o objetivo de mostrar o lado cientifico da matematica. Na terceira série
uma ampliacdo e aprofundamento, em relagdo aos procedimentos como maneira de
aplicacdo dos conceitos ja adquiridos nas séries anteriores é proposta. Nesta série 0s
alunos ja devem ser capazes de fazer intervencdes em situacdes reais.

Com relacéo a tematica para a terceira série indica trés aspectos essenciais: o
primeiro deve enfatizar fungbes, o segundo necessita focar na compreensao da
matematica como ciéncia e no terceiro precisa dar maior importancia a estatistica
descritiva e as medidas de tendéncia central, bem como o entendimento das
probabilidades e suas aplicacdes simples.

Como estratégias sdo sugeridos o trabalho com resolucdo de problemas, o
trabalho em grupo e os projetos. A comunicagcao também deve ser um ponto a levar-
-se em consideracgdo, carece ser incentivada pedindo aos alunos a produc¢éao de varios
tipos de textos como relatérios, sinteses e descricbes de conclusdes.

Avaliacdo é outro aspecto a ser destacado. Varias maneiras podem ser
consideradas, ndo somente aquelas tradicionais nas quais verifica-se apenas 0
contelldo em questdo corrigidas como certas ou erradas para a atribuicdo de um
conceito. A avaliacdo € uma forma de nortear o trabalho e verificar se os objetivos
foram alcancados ou ndo a fim de ter informacbes para o planejamento ou
replanejamento das aulas.

Os dois documentos apresentados, PCNEM e PCNEM+, complementam-se.
Todos os direcionamentos sugeridos no PCNEM séo acrescentados de maneira mais
especifica enfatizando a matematica e seu conceitos no PCNEM+. E perceptivel a

preocupacdo com o ensino voltado para a vida do aluno. Em todos os momentos
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sdo apresentadas situacdes de modo a proporcionar um aprendizado voltado ao
desenvolvimento humano e ndo simplesmente ao desenvolvimento cientifico.
Independentemente de ndo apresentarem um curriculo com conteddos
estabelecidos, sédo oferecidas habilidades a serem desenvolvidas ao longo do EM.
Vérios aspectos sdo abordados e fica claro que a matematica deve servir como
ferramenta e como subsidio para a formacéao de um cidad&o critico com condicfes de
intervir em situacbes do mundo em que vive e tomar decisbes pautadas em

conhecimento.

2.2.3 Curriculo do estado de Sao Paulo

A Secretaria de Estado da Educacao de Sao Paulo (SEE-SP) iniciou, no ano
de 2008, um conjunto de a¢Bes com o0 objetivo de estabelecer um curriculo basico
para as escolas da rede estadual, nos niveis fundamental e médio. Este curriculo foi
desenvolvido a partir de documentos existentes como PCN, PCN+ etc. e da consulta
as escolas sobre préaticas bem sucedidas.

Em 2008 foi divulgada uma Proposta Curricular que apontava conteudos e
habilidades a serem desenvolvidos tanto no EF — ciclo I, quanto no EM. Apdés dois
anos de analises e consultas, em 2010, foi estabelecido o Curriculo oficial para toda
a rede de escolas estaduais de Sdo Paulo. Durante o ano de 2010, foi feita uma
reformulagéo e em 2011, o Curriculo foi consolidado.

O Curriculo é composto por uma série de materiais para orientar o trabalho
pedagogico em cada série. Os materiais sdo direcionados a equipe gestora com o
Caderno do Gestor, aos professores com o Curriculo e o Caderno do Professor, com
disciplinas em separado e também aos alunos com o Caderno do Aluno.

O Caderno do Gestor apresenta direcionamentos para a equipe gestora da
escola, com o intuito de auxiliar na implementacao do curriculo e traz direcionamentos
para a escola criar e colocar em pratica sua Proposta Pedagogica.

O Curriculo apresenta os conteudos e habilidades béasicas a serem
desenvolvidas durante as aulas no decorrer do ano letivo, para cada disciplina e série

dos ensinos fundamental e médio.
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O Caderno do Professor e o Caderno do Aluno sdo materiais complementares,
ambos sdo compostos por SituacOes de Aprendizagem a serem trabalhadas para o
desenvolvimento das habilidades. No Caderno do Professor existem orientacdes de
como conduzir estas atividades e no Caderno do Aluno sdo apresentadas as proprias
atividades. Estes materiais sé@o divididos por disciplina, série e bimestre.

Um ponto a observar neste documento é o fato de propor o ensino centrado

nas competéncias. Esta proposta € justificada pelo documento da seguinte forma:

Uma das razfes para se optar por uma educacéo centrada em competéncias
diz respeito a democratizacdo da escola. Com a universalizacado do Ensino
Fundamental, a educacéo incorpora toda a heterogeneidade que caracteriza
0 povo brasileiro; nesse contexto, para ser democratica, a escola tem de ser
igualmente acessivel a todos, diversa no tratamento a cada de um e unitaria
nos resultados.

Optou-se por construir a unidade com énfase no que e indispensavel que
todos tenham aprendido ao final do processo, considerando-se a diversidade.
Todos tem direito de construir, ao longo de sua escolaridade, um conjunto
basico de competéncias, definido pela lei. Esse é o direito basico, mas a
escola devera ser tdo diversa quanto sdo os pontos de partida das criangas
que recebe. Assim, serd possivel garantir igualdade de oportunidades,
diversidade de tratamento e unidade de resultados. Quando os pontos de
partida sdo diferentes, é preciso tratar diferentemente os desiguais para
garantir a todos uma base comum. (SAO PAULO, 2011c, p. 13)

Devido a toda diversidade encontrada em relacédo ao aprendizado dos alunos,
justifica-se a necessidade da realizacdo do trabalho diferenciado centrado em
competéncias e habilidades. Esta maneira é diferente daquela em que a memorizacao
e o0 conhecimento da maior quantidade de contetdos possivel eram a prioridade.

Com base nesta abordagem diferenciada verifica-se a possibilidade do trabalho
com a matematica a fim de contemplar o desenvolvimento das habilidades e
competéncias.

A matematica é considerada uma area a parte pelo Curriculo do estado de Séo
Paulo totalmente distinta das areas: Linguagens e Cddigos e Ciéncias da Natureza,
apontadas pelo PCNEM (2000).

Existem razBes para a matematica ser considerada distinta de outras areas,
uma delas é o tipo de linguagem apresentada, com caracteristicas muito préprias que
poderia facilmente confundi-la com uma lingua, porém ao mesmo tempo existem
aspectos para caracteriza-la a uma ciéncia da natureza. Motivo pelo qual inclui-la em
alguma das duas areas pode resultar na perda de atributos tanto de linguagem quanto
de ciéncia da natureza. Outra razao € a incorporacao dos recursos tecnoldgicos tendo

em vista sua grande proximidade com a matematica.
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Ao respeitar a rica histéria da disciplina e alca-la a uma éarea do
conhecimento, busca-se apenas criar as condicBes para uma exploracdo
mais adequada das possibilidades de a Matematica servir as outras areas,
na grande tarefa de transformacdo da informacdo em conhecimento em
sentido amplo, em todas as suas formas de manifestacéo. (SAO PAULO,
2011c, p. 28)

Em relacao aos recursos tecnoldgicos o Curriculo (2011) apresenta, conforme

transcrito a seguir.

Os computadores atualmente séo considerados instrumentos absolutamente
imprescindiveis para jornalistas e escritores, mas € no terreno da Matematica
gue se abrem as mais naturais e promissoras possibilidades de assimilacao
consciente dos inimeros recursos que as tecnologias informaticas podem
oferecer no terreno da Educacgdo. Ainda que as tais tecnologias estejam
presentes e representem papel importante em todas as areas do
conhecimento, a natureza algoritmica dos computadores aproxima-os
especialmente dos contedos matematicos. (SAO PAULO, 2011c, p. 27-28)

Neste documento sdo apresentados subsidios para o ensino da matematica
nos niveis fundamental (ciclo 1) e médio. O seu ensino esta centrado em
competéncias e habilidades. Um dos primeiros subsidios € a unido entre matematica
e lingua materna em busca do conhecimento. Outra situa¢éo apontada € a busca pela
contextualizacdo de modo a tentar estabelecer uma conexdo minima com elementos
da realidade.

Ficam fixados trés eixos. Segundo o Curriculo do estado de S&do Paulo (2011c,
p. 31) o primeiro deles é expressdo/compreensdo que visa desenvolver “[...] a
capacidade de expressao a partir de diversas linguagens|...]". Em seguida o Curriculo
do estado de S&o Paulo (2011c, p. 31) indica 0 eixo argumentacdo/decisao que
pretende desenvolver a “[...] capacidade de argumentacao, de andlise e de articulacdo
das informagdes e relagdes disponiveis|...]”. E o terceiro eixo apontado é o da
contextualizacdo/abstracdo com o objetivo de cultivar “[...]a capacidade de
contextualizacdo dos conteudos estudados na escolal...]".

Para o desenvolvimento desses trés eixos o trabalho foi dividido em trés
grandes blocos teméticos: Numeros, Geometria e Rela¢des, conforme indica a figura

a sequir.
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Figura 2 - Blocos tematicos para o ensino de Matematica apresentados no Curriculo
do estado de Sao Paulo

{  RELACOES \‘|

TN XN

| NOMEROS |

~ | GEOMETRIA |

N X

e

e

e

: . equivaléncia’ordem
NUMEROS { simbolizacao/operacoes

METRIA [pﬂtepg'aﬂ:’mmepgéo
GEOME ] CONSIMICA0/TEpresentacao

medidas/aproximaces
RELACOES proporcionalidade/
interdependéncia

Fonte: Curriculo do estado de Séo Paulo (2011c, p. 39)

De acordo com a figura percebem-se os trés blocos tematicos interligados de
modo a ndo serem trabalhados isoladamente. Sempre existird uma integracdo entre
eles e mesmo com 0s objetivos proprios de cada um para sua concepgao, Sao
necessarios elementos dos outros blocos para o desenvolvimento ocorrer de fato.

O trabalho com a geometria analitica esta presente no Ensino Médio, mais
especificamente no primeiro bimestre da 32 série. Todo o desenvolvimento realizado
nos blocos da Geometria, Niumeros e Relacdes, nos ensinos fundamental e médio
servem de apoio para o seu estudo.

A geometria analitica esta inserida tanto no bloco da Geometria como no bloco
das Relagcbes, com o0 seu estudo pretende-se favorecer a possibilidade do aluno
conseguir estabelecer relagcdes entre as figuras estudadas em geometria, as
equacdes estudadas em algebra, as medidas estudadas no bloco dos nameros etc.

Ha, ainda, no Ensino Médio, um rico leque de possibilidades para o
cruzamento das Rela¢g8es como um bloco de contelidos com os demais, tanto
os Numeros quanto a Geometria. Na geometria analitica, por exemplo,
fundem-se as perspectivas das relac6es de interdependéncia, da linguagem
algébrica e dos objetos geométricos, numa verdadeira comunhdo de

interesses entre as trés vertentes de temas disciplinares. (SAO PAULO,
2011c, p. 44)
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Na figura a seguir é possivel observar os conteudos e habilidades a serem

desenvolvidos na 32 série do ensino médio em relacdo & geometria analitica.

Figura 3 - Conteudos e habilidades de Geometria Analitica apresentados pelo
Curriculo do estado de Séao Paulo

32 série do Ensino Médio

| Comeidos | Habidades

Geometria/Relacoes * |Saber usar de modo sistematico sistemas
de coordenadas cartesianas para
_ N representar pontos, figuras, relacdes,
Geometria analitica equacses
* Poptos: distancia, ponto médio e
alinhamento de trés pontos * |Saber reconhecer a equacao da reta,
0 significado de seus coeficientes, as
| Reta: equacao e estudo dos coeficientes; condicOes que garantem o paralelismo e
g problemas lineares a perpendicularidade entre retas
¢ o ] _
£  Ponto e reta: distancia » Compreender a representacao de regioes
[ do plano por meio de inequacoes lineares
+~ * Circunferéncia: equacao
* Saber resolver problemas praticos
* Reta e circunferéncia: posicoes relativas associados a equacOes e inequacdes
lineares

» (Conicas: nocoes, equacoes, aplicacoes
* Saber identificar as equacdes da
circunferéncia e das conicas na forma
reduzida e conhecer as propriedades
caracteristicas das conicas

Fonte: Curriculo do estado de S&o Paulo (2011c, p. 69)

O estudo da geometria analitica pode ser realizado a partir das diferentes
formas de representar um mesmo objeto matematico. O trabalho com pontos, retas,
circunferéncias e conicas é indicado para a 32 série.

A reta e sua equacgdo é o objeto de estudo para a pesquisa, por iSSo convém
destacar, na figura 3, os contetdos e habilidades a serem trabalhados em relacéo ao
assunto.

Para o estudo da reta a condi¢céo de alinhamento entre dois pontos, a equagao
da reta e o estudo dos seus coeficientes sao os conteudos utilizados para alcancar as
habilidades indicadas. Saber usar o sistema de coordenadas cartesianas para

representar pontos e figuras, saber reconhecer a equacéo da reta, o significado de
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seus coeficientes e as posi¢cles relativas entre as retas também sdo conceitos
essenciais para este trabalho.

Geometria analitica é parte fundamental do estudo da matematica, pois a partir
do seu conhecimento espera-se dos estudantes a identificacdo das relacbes
existentes entre outros conceitos matematicos, ou mesmo a relagdo entre conceitos
matematicos e de outras disciplinas.

Analisar os trés documentos oficiais trouxe alguns apontamentos sobre a
importancia do trabalho com a geometria analitica. Este € um assunto interessante
para o desenvolvimento de certas habilidades necessarias a formagéo dos alunos,
ndo sé em matematica mas em outras areas também.

Com exploracdo da geometria analitica espera-se que o0 aprendiz consiga
estabelecer relacdes entre a geometria e a algebra, porém tomando como base esse
tipo de conexao poder fazer vérias relagdes entre diversos contetdos.

Relacionar conteudos aprendidos em matematica com outras areas do
conhecimento € uma competéncia desejada no decorrer da vida escolar.

Um aspecto a destacar em relacdo a analise dos documentos é o uso do
computador como uma ferramenta que pode proporcionar facilidades para o estudo
de maneira mais dinamica.

Todos os documentos apontam 0s mesmos conceitos para o desenvolvimento
da geometria analitica. O trabalho com a representacéo gréfica, as equacbes e as
posicdes relativas entre figuras sdo unanimidade para o seu estudo. Logo, a equacéao
da reta é apontada como parte indissociavel deste trabalho.

Percebe-se a Unica direcdo de todos os documentos analisados e tentar

associar esse caminho ao estudo de uma teoria € um desafio a ser encarado.
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CAPITULO 3

3.1 Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica

A teoria dos Registros de Representacdo Semidtica foi desenvolvida por
Raymond Duval, filésofo e psicélogo, que empenha-se, desde a década de 70, a
pesquisa em Educacdo Matematica. Trabalhou durante 25 anos no Instituto de
Pesquisa em Educacdo Matematica de Estrasburgo, na Franca. Durante esse periodo
publicou varios trabalhos importantes sobre o desenvolvimento cognitivo em
Matemética. Hoje, como professor emérito da Universidade du Litoral Céte d’Opale na
Franca continua contribuindo muito para as pesquisas em Educacdo Matemética.

O livro Sémiosis et penseé humaine: Registres Sémiotiques et Apprentissages
Intellectuels!l, foi publicado em 1995, e sua importancia foi significativa para o
desenvolvimento dessa teoria. A partir de entdo a teoria dos Registros de
Representacdo Semidtica tem influenciado muitas pesquisas na area da Educacédo
Matemética no Brasil.

Estudo dos fenbmenos relativos ao conhecimento esta ligado de maneira muito
particular & nocdo de representacdo. Um objeto matematico pode ser representado
de véarias maneiras. O conhecimento e a coordenacdo das varias maneiras de
representa-lo é parte da teoria dos Registros de Representacdo Semidtica.

Para Duval (2011) a representacdo é a maneira como uma informacao pode
ser descrita. A descri¢cdo pode ser feita de diversas formas e a diversidade deve ser
perceptivel pelos receptores. Existem trés tipos de representacdes: representacdes
subjetivas e mentais, representacdes internas ou computacionais e representacoes

semioticas.

11 Sémiosis et penseé humaine: Registres Sémiotiques et Apprentissages Intellectuels — Semidsis do
pensamento humano: Registros Semiodticos e Aprendizagem Intelectual. Traducdo do francés feita
pela autora.
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Representagdes subjetivas e mentais podem ser encaradas como “fantasias”,
ou seja, sdo as concepcgdes que as pessoas fazem em relacao a fendmenos fisicos e
naturais. As representacdes internas e computacionais sdo aquelas nas quais o
sujeito realiza tarefas sem pensar em todas as etapas necessarias para tal. E possivel
exemplificar com os algoritmos de computador, ao utiliza-los, o sujeito ndo percebe a
realizacdo da acdo pela maquina e nao por ele mesmo.

Um sistema particular de signos com suas dificuldades proprias de significado
e funcionamento, é denominado representacéo semiética. E possivel resumir este tipo
de representacdo em dois aspectos: forma e conteddo. A forma refere-se ao
representante e o contetdo ao representado.

Sem as representacbes semidticas seria impossivel a construcdo do
conhecimento. A “semidsis” é a apreensao ou a produgao de uma representacao e a
“‘noésis” é a apreensao conceitual de um objeto, ou seja, a conceitualizagéo.

Duval (2009, p. 17) afirma “[..] Nao ha noésis sem semiosis, € a semiosis que
determina as condi¢des de possibilidade e de exercicio da noésis.” Conclui-se entao:
a conceitualizacdo s6 ocorrera ap0s a representacdo, a apreensdo dos objetos
matematicos s6 sera possivel apos o sujeito ter coordenado varios tipos de
representagoes.

As representacBes semidticas consideram a existéncia de varios sistemas
semidticos e a conversao de um sistema para o outro é uma operacao cognitiva
possivel. Essa conversao pode ser descrita como “mudanca de forma”.

Matematica, devido a sua especificidade encaixa-se nas representacdes
semibdticas. O conhecimento em matematica pode ser desenvolvido com o auxilio
desse tipo de representacao.

Duval (2011) utilizou as ideias de Sausurre!?, Peirce!® e Frege!* para fazer a
associacdo entre representacbes semidticas e matematical®>. Um ponto muito
importante da relacéo entre representacdes semidticas e matematica € nao confundir

0 representante com o representado.

12 Segundo Duval (2011) Saussure publicou em 1916 a obra fundadora do método da andlise estrutural de
fundamental importancia para a fundacao da semiotica como disciplina.

13 Duval (2011) conta que Peirce elaborou no periodo de 1890 a 1910, trabalho visando descrever o papel de todas
as formas e signos na atividade cognitiva.

14 Duval (2011) afirma que Frege preocupou-se com a producdo semidtica de modo a ter valor de prova e

descoberta matematica.

15 Ainda segundo Duval (2011) Saussure, Peirce e Frege sédo considerados os “pais” da semidtica todos os
trabalhos a partir de entdo tem como base ideias descritas por eles.
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[...] ndo se pode ter compreensédo em matematicas, se nos ndo distinguimos
um objeto de sua representacdo. E essencial jamais confundir os objetos
matematicos, [...] com suas representacdes [...] porque um mesmo objeto
matematico pode ser dado através de representacfes muito diferentes.
(DUVAL, 2009, p. 14)

Confundir representante e representado € uma situacao verificada diversas
vezes durante as aulas de matematica. Um exemplo muito claro € o estudo de
funcBes. Normalmente o conceito de funcédo € confundido com a sua representacao,
muito trabalhada em sala de aula. Ao perguntar-se sobre o que é funcéo, a resposta
mais frequente é: “O grafico é a fungdo!”, esta situacéo pode exemplificar tal confuséo.

Duval (2011) assegura que o trabalho com a matematica consiste em
transformar representacées semibticas e isso distingue-a de outras areas do
conhecimento. Em matematica uma representacdo semiotica so sera interessante se
houver a possibilidade de ser transformada em outra representacédo semiética.

As representacfes semidticas podem ser transformadas em outros tipos de
representacdes também semidticas. Servem como “referéncia a um objeto” no caso
da falta de acessibilidade ao proprio objeto matematico ou como “transformacéo em
outras representagdes semioticas”, esse problema € de ordem cognitiva e pode
auxiliar no entendimento de objetos matematicos mais complexos.

O conteudo constituinte depende do tipo de representacédo semiodtica utilizado,
as diferentes representacdes ndo mostram 0s mesmos aspectos de um Unico obijeto.
Quando o tipo de representacdo € associado ao seu conteudo é possivel atingir o

objeto desejado, como observa Duval a sequir.

A coordenacdo entre representacfes ressaltando sistemas semioticos
diferentes ndo tem nada de espontaneo. [...] Um trabalho de aprendizagem
especifico centrado sobre a diversidade de sistemas de representacéo, sobre
a utilizacdo de suas possibilidades préprias, sobre sua comparagdo por
colocar em correspondéncia e sobre suas “tradugdes” mutuas uma dentro da
outra parece necessario para favorecé-la. Porém, quando um tal tipo de
trabalho é proposto, constata-se uma modificacdo completa nas iniciativas e
nas atitudes dos alunos para efetuar os tratamentos matematicos, para os
controlar, para a rapidez de execucéo e também para o interesse colocado
na tarefa.[...] Esse salto qualitativo no desenvolvimento das competéncias e
das performances aparece ligado a coordenacao de sistemas semidticos dos
alunos. (DUVAL, 2009, p.19)

Para Duval (2009) objetos matematicos inacessiveis podem ser entendidos ao
colocar-se os diferentes tipos de representacdo possiveis para 0 mesmo em

correspondéncia. Esta acdo permite o entendimento do objeto mais facilmente.
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Nesse aspecto a utilizacdo de softwares computacionais, apresenta-se como
um recurso bastante interessante para o trabalho com os diferentes registros de

representacado semiotica.

[...] as representacdes semidticas ndo discursivas tornam-se manipulaveis
como objetos reais. Podemos desloca-las, fazé-las rodar, ou estendé-las a
partir de um ponto. Esse aspecto “dinamico” € apenas uma consequéncia da
poténcia ilimitada do tratamento. Mas ele permite desempenhar uma fungéo
gue nenhum dos outros modos fenomenolégicos permite: a funcdo de
simulacdo. (DUVAL, 2011, p. 137)

As transformacfes de representacfes semidticas podem ser feitas de duas
formas: aquelas que produzem representacdes semibticas do mesmo tipo chamadas
de tratamentos e aquelas que produzem representacdes de tipos diferentes
chamadas conversoes.

Essas transformacfes s6 podem ser feitas a partir de seus registros. Duval

define registro a seguir.

Os registros sdo sistemas cognitivamente produtores, ou mesmo
<<criadores>>, de representacbes sempre novas. E a produgcdo de novas
representacdes permite descobrir novos objetos. (DUVAL, 2011, p. 72)

Registros sao sistemas semioticos, assim como signos e codigos, mas cada
um deles representa papéis muito diferentes. O principal papel dos registros é

especificado por Duval a seguir.

Um registro é, evidentemente, um sistema semidtico, mas um sistema
semiético particular que ndo funciona nem como cédigo, nem como sistema
formal. Ele se caracteriza, essencialmente, pelas opera¢gBes cognitivas

especificas que ele permite efetuar. (DUVAL, 2011, p. 70)
O conteudo da representacdo produzida por um registro deve referir-se ao
objeto matematico e também possibilitar a discriminacédo entre diferentes unidades de
sentido. Tais fatores autorizam a passagem de uma forma de representacdo para

outra, como estabelece Duval a seguir.

Mudar de registro de representacdo nao é s6 mudar o conteddo da
representacao de um objeto, € mudar as operacgdes semidticas a realizar para
transformar o contedido da nova representacao. (DUVAL, 2011, p. 73)
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Dentre os diferentes registros, Duval (2011) declara o papel fundamental da
lingua natural para o desenvolvimento do pensamento e certifica ser o primeiro
registro de representacdo semiotica ao qual o aluno tem contato. Sem a lingua natural
nao seria possivel o entendimento, nem mesmo o conhecimento de outros tipos de
registro. Os enunciados, as explicagcdes orais, conversas sobre 0s conceitos sao
realizadas sempre em lingua natural.

Conversofes entre a representacao no registro da lingua natural para qualquer
outra podem ser feitas com a utilizacdo de representacdes de transicdo, pois ndo é
possivel converté-la de forma direta. O abandono da lingua natural no ensino da
matematica foi substituido pela criacdo de uma lingua formal, prépria da matemaética.

Duval (2011) apresenta a representacéo por meio de figuras como um registro
de representacdo semiotica. Esse tipo de registro caracteriza-se pelo fato de
proporcionar diferentes olhares em relacdo a mesma figura sem altera-la. Ao observar
uma figura geométrica a percepcdo a respeito dela poderd acontecer de varias
maneiras e iSso é caracteristica da atividade matematica. As dimensdes podem ser
transformadas dependendo do que pretende-se analisar.

Para modelar uma situagc&o concreta geometricamente aparece a necessidade
de uma representacdo mista composta pela superposicao de duas representacdes
semidticas diferentes. Normalmente faz-se um esquema correspondente a
representacdo geomeétrica.

Escritas simbdlicas, representacdes graficas e linguagem formal sdo outros
tipos de registros de representacéo semidtica. A linguagem formal consiste em uma
linguagem prépria de cada tipo de ciéncia ou conhecimento.

Sobre os diferentes registros de representacdo semidtica Duval afirma

conforme transcricdo a seguir.

Assim, os enunciados, as configuracbes geométricas, 0s esquemas, as
férmulas s@o produgdes cujo conteddo chama a atencdo sobre um objeto,
mesmo que elas parecam explicita-lo, ndo devem ser confundidas com o
objeto representado. (DUVAL, 2011, p. 72)

Operacdes proprias de cada registro sdo cognitivas e devem cumprir as
funcdes de producéo de representacédo de qualquer coisa, objetivacédo (o pensamento
dos objetos representados precede a representacdo) e transformacédo de

representa(;(”)es por tratamentos e conversoes.
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Duval (2009) afirma ser necessario, para o entendimento em matematica, a
coordenacao entre pelo menos dois registros. A conversdo é condi¢do primordial para

esse entendimento.

Para compreender o que uma representagdo semiotica representa e como
ela o representa, é preciso considerar uma segunda representacdo que é
associada a primeira por uma variacdo que podemos produzir de maneira
sistematica. (DUVAL, 2011, p. 103,104)

Coordenar diferentes registros de representacéo semiotica deve ocorrer a partir
de duas operacdes: a primeira é converter a representacdo em outro registro e a
segunda é gerar todas as modificagfes possiveis dessa representacao até converté-
-la nesse outro registro.

Baseado na teoria de Registros de Representacdo Semidtica, Duval (2011)
alega que a conversdo entre os diferentes registros de um mesmo objeto matemético
apresenta-se como uma das atividades com mais dificuldades para os alunos e afirma
gue o ensino centrado nas conversdes apresentara resultados melhores, contrario ao
ensino centrado apenas em atividades de tratamento ou de formacao.

A conversdo entre dois registros pode apresentar congruéncia ou nao-
-congruéncia. A congruéncia ocorre quando ha uma correspondéncia termo a termo e
as informacgfes estdo explicitas, neste caso a conversdo € quase imediata. A ndo
existéncia dessa correspondéncia implica na ndo-congruéncia.

Os registros podem ser discursivos como por exemplo a lingua natural, a
linguagem formal, a linguagem simbdlica etc. e n&o-discursivos dentre eles as
imagens, figuras geométricas, os graficos cartesianos entre outros. Também podem
ser monofuncionais quando sao referentes a propria mateméatica ou multifuncionais,
caso contrario.

Diante de todas as classificacfes possiveis para os diferentes tipos de registros
€ possivel verificar a viabilidade de ocorrer a converséo entre dois tipos de registros
de forma direta ou inversa. Para o entendimento do objeto matematico é necessario

gue o aluno seja capaz de realizar tanto uma quanto a outra.
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Figura 4 - Questado que traz a tona o fenbmeno de ndo congruéncia semantica por
conta da abordagem ponto a ponto

Posi¢ao
4 B
A " : — i ain
No instante t = 2 segundos,
2 a velocidade do objeto A ¢ maior,
menor ou igual a velocidade
. do objeto B?"
0 1 2 Tempoem segundos

Fonte: Clement, 1985 apud Duval, 2011, p. 109

Na figura 4, € possivel observar um exemplo de conversdo ndo congruente
apresentado em um artigo escrito por Duval (2011) o qual expbe uma situacao descrita
no registro da lingua natural e representada no registro grafico. Duval (2011)
menciona muitos erros cometidos pelos alunos para essa questédo e analisa 0 motivo

de tantos erros.

[...] Se retomarmos a nossa analise das variaveis visuais, observamos que a
altura de um ponto em relacdo ao eixo vertical ndo € um valor figural
pertinente: a altura resulta de valores tomados por duas variaveis visuais
diferentes: o angulo e a posic¢ao do tragado. E sobre o grafico apresentado,
a comparacdo dos angulos dos tragcados A e B ndo podera ser feita se
n&o forem neutralizados os valores diferentes de posicéo. Isto revela que
este tipo de erro ndo esta relacionado a dificuldade do conceito de inclinacéo,
mas a auséncia de discriminacao das variaveis visuais pertinentes no registro
das representacgdes gréficas. (Duval, 2011b, p. 109)

Segundo Duval (2011, p. 121) “A variagdo de congruéncia e ndo congruéncia é
uma das maiores causas da incompreensdo ou dos erros de interpretacdo dos
enunciados do problema para os alunos.” O registro da lingua natural tem uma
distancia cognitiva consideravel em relacéo a outros registros, o funcionamento desse
tipo de registro discursivo ndo assemelha-se em nada ao funcionamento de outros
registros. Por ser um registro multifuncional ndo é possivel fazer correspondéncias
termo a termo de forma direta e dai surge a necessidade de uma representacao
auxiliar de transicgéo.

Duval (2011) conclui que a analise do funcionamento cognitivo do pensamento

em Matematica pode ser resumido:
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- existe um funcionamento semiético especifico para cada registro de
representacéao.

- a passagem de um registro a outro exige que comecemos a desenvolver
uma coordenacdo sinérgica entre pelo menos dois registros. Esse
desenvolvimento exige atividades e tarefas especificas, diferentes daquelas
privilegiadas para a aquisicdo de “conceitos”.

- a compreensao dos “conceitos matematicos”, diferentemente da
compreensdao dos conceitos nas outras disciplinas, pressupde a coordenacao
sinérgica de pelo menos dois registros de representacédo. (DUVAL, 2011, p.
124)

Trabalhar com base nesta teoria deve ter elaboracéo de sequéncias criteriosa.
Essas sequéncias precisam proporcionar um esquema didatico de progressédo, das
atividades praticas as atividades mais teoricas. Esse conjunto de atividades também

deve contemplar pelo menos dois registros de representacdo semiotica.

No método de andlise fundamentado nos registros de representacdo, a
escolha do segundo registro, que servird de registro revelador, é essencial.
Para as representacdes gréficas, essa escolha é evidente. Ele foi especifica
e intencionalmente desenvolvido em relacdo com a escrita algébrica das
relagbes. E para analisar esse registro, a escolha inversa se imp6e
naturalmente, mesmo que isso ndo seja frequentemente colocado em pratica
no ensino e que nos contentemos com uma Unica regra de codificacéo para
converter as equacgdes ou inequagtes em representagfes graficas. (DUVAL,
2011, p. 115)

Duval (2011) aponta a importancia do uso do computador para a realizacao
desse trabalho. O computador € apresentado como uma ferramenta poderosa e afirma
gue o seu surgimento facilitou a substituicdo de papel e lapis. Menciona ainda a
gualidade dos softwares e a contribuicdo trazida por eles em relacdo a rapidez e
eficiéncia para o trabalho cada vez mais preciso.

De acordo com as ideias de Duval (2011) os computadores ndo produzem
novos registros de representacdo, as representacdes apresentadas por eles sao
exatamente as mesmas feitas com lapis e papel, mas sdo uma maneira nova de
produzir registros capaz de acelerar os tratamentos. As representacfes nao-
-discursivas tornam-se manipulaveis como se fossem objetos reais e isso proporciona
maior dinamismo impossivel antes.

A utilizacédo de softwares exige uma atividade cognitiva mais alta por parte do
aluno diferente de situacdes nas quais ndo € utilizado. Além do trabalho com a
matemaética, a manipulagdo dos menus também é extremamente importante. Assim o
estudante precisa desenvolver varias habilidades para realizar a coordenacéo

esperada entre os diferentes registros.
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3.2 Ateoria dos Registros de Representacdo Semibtica e o estudo da reta

A sequéncia de atividades foi proposta para estudantes da 32 série do EM da
rede publica de ensino do estado de S&o Paulo. Assim, com base no Curriculo do
estado de S&do Paulo (2011) os alunos necessitam estudar esse contetdo no primeiro
bimestre desta série e a eles devem ser apresentados 0s seguintes tdpicos referentes
ao estudo da reta: alinhamento de trés pontos, equacao da reta e estudo dos seus
coeficientes e posicdes relativas entre duas retas.

Em continuacdo apresenta-se a analise dos diferentes tipos de registros

estudados de acordo com essa teoria.

3.2.1 Sistema cartesiano ortogonal plano

Segundo Dante (2005) € possivel adotar como forma de estabelecer
correspondéncias biunivocas?® entre os pontos em um plano e os pares ordenados de
nameros reais, dois eixos ortogonais, chamados eixo x e eixo y, que formam o sistema
cartesiano ortogonal. A interseccao entre 0s eixos x ey é o ponto O denominado
origem do sistema. Na figura a seguir sdo apresentadas algumas caracteristicas do
sistema cartesiano ortogonal.

Figura 5 - Observacdes sobre o sistema cartesiano ortogonal

Observacgoes: :

y

1%) Os eixos x e y chamam-se eixos coordenados e dividem o plano em {
quatro regides chamadas quadrantes, cuja identificacdo € feita confor- !

2° quadrante {12 quadrante

me a figura. %) | 8
O sinal positivo ou negativo da abscissa e da ordenada varia de acordo i
com o quadrante. Zoifaamemedcenee man abns eda i e nnit S
(o}
28 onto P pertence ao eixo x, suas coorden a , 0), com {
JSeop P 2 2 oordenadas séo (a, 0}, co 3% quadrante ! 4 quadrante

a € R. =) ?, +-)
3%) Se o ponto P pertence ao eixo y, suas coordenadas sado (0, b), com :
b € R.

Fonte: Dante (2005, p. 8)

16 “Existe uma correspondéncia biunivoca entre os pontos de um plano e o conjunto de pares ordenados de
ndmeros reais, isto é, a cada ponto do plano corresponde um Unico par ordenado (x,y) e a cada par ordenado
(x,y) esta associado um unico ponto do plano.”(DANTE, 2005, p. 7)
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Observa-se que o sistema cartesiano ortogonal € plano, ou seja, existem
apenas duas dimensfes, os pontos sdo definidos por um par ordenado e assim o

conjunto a ser considerado € o conjunto dos numeros reais. Como trata-se da

correspondéncia de dois valores representa-se por RZ.

3.2.2 Condigao de alinhamento de trés pontos

Diz-se que trés pontos estéo alinhados quando existe uma reta que passa pelos
trés ao mesmo tempo.

Figura 6 - Trés pontos alinhados

Fonte: Figura criada pela pesquisadora.

Na figura 5 pode-se observar dois triangulos retangulos: AABB, e ABCC; e é

possivel afirmar que:

|AABB; = ABCC, |

Dados os pontos A(x;,y,), B(x,,y,) e C(x3,y3), pode-se dizer que A, B e C
estdo alinhados. Se AABB, = ABCC(,, logo:

C,B (G

i — s V)
B,C BB,

CiB  x;—x cC Y2—Y1
Se GB_mh () o La_%n g
81C X3—X1 ( ) ’ BBl Y3—Y1 ( )

Comparando (1) e (2), tem-se:

X2—X1 Y2—Y1

= = (X2 —x1).(y3 = y1) = (x3 —x1). (V2 = ¥1)

X3—X1 Y3—=Y1

17 Adotou-se a notacéo C, B para a medida do segmento de reta que tem como extremidades os pontos
C, e B. A notacéo C,B é utilizada para indicar o segmento de reta.
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(x2 =x1). (Y3 = Y1) — (X3 —x1). (¥2—¥1) =0
Xp.Y3— X2.¥1— X1.Y3+ X1.Y1— X3.Y2+ X3. Y1+ X1.Y, — X1.Y1 =0

X2.Y3— X2.Y1— X1.Y3— X3.Y2 + X3.¥1+ X1.¥, =0

x; y1 1
O primeiro termo da igualdade corresponde ao determinante: [x, y, 1
x3 y3 1

Entao diz-se:

Sejam os trés pontos A (x1,v1), B (x3,¥,) e C (x3,y3), afirma-se que eles estédo

alinhados se:
X1 y1 1
D = xZ yz 1 = 0
X3 y3 1

Neste caso é possivel perceber a presenca de quatro registros de
representacdo semidtica diferentes: registro da lingua natural, registro simbdlico,
registro algébrico e registro grafico. Conforme apresentado na tabela a seguir.

Tabela 1 - A condicéo de alinhamento de trés pontos e 0s Registros de
Representacdo Semidtica

Registro da lingua natural Registro simbdlico

Trés pontos estdo alinhados quando existe
umapreta que passa pelos trgs ao mesmo AABB, ABCC,
, CiB Xy, — X

empo.
A, B e C sdo colineares. B,C X3 — X1
CCy e Y2 =M1
BBy  y3—n
Registro algébrico Registro grafico

C]_B _ X2—X1

B.C X3—X1

CCqy — Y2V
BB, V3—V1
X2 —=X1 _ Y2— 0N
X3 — X1 V3 — V1
X1 )N
D = x2 yz 1 = 0
X3 y3 1
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E possivel observar que houve algumas conversées, do registro da lingua
natural para o registro grafico, do registro grafico para o registro algébrico, com o
registro simbdlico servindo como registro auxiliar de transicdo. Partindo das
proposicdes (1) e (2) até chegar ao determinante foi realizado um tratamento dentro
do registro algébrico. Neste caso foram utilizados quatro registros de representacao
semibtica, o que atende as consideracdes da Teoria dos Registros de Representacdo

Semidtica.
3.2.3 Equacéo da reta

Quando trés pontos estdo alinhados significa a existéncia de uma reta que
contém os trés pontos. Porém estes pontos ndo sdo 0s Unicos pertencentes a esta
reta, ela possui infinitos pontos de coordenadas x e y. Se conhecermos dois pontos
A (x1,y1) e B (x5, y,) pertencentes a reta é possivel dizer que existirao infinitos outros
pontos e poderemos representa-los de forma genérica por C (x, y). Usando a condicao

de alinhamento de trés pontos temos:

Dados A (x1,¥1), B (x2,¥2) e C (x, y):

x1 y1 1
X2 Y2 1| =0
x y 1

Ao resolver o determinante, vem:

V1= ¥2).x+ (X3 —x1).y + (X1.y2 — x2.72) =0

Considera-se: a= (y;—y,), b= (x;—x1)ec= (x1.y, — X3.5)

Ent&o substituindo tem-se:  |ax + by + ¢ = 0|

Toda reta pode ser escrita algebricamente pela equacéo ax + by + ¢ = 0. Esta
equacao é chamada de equacao da reta na forma geral.

Neste caso € possivel perceber a utlizacdo de dois Registros de

Representacdo Semibtica: registro da lingua natural e o registro algébrico.
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Tabela 2 - A equacéo da reta na forma geral e os Registros de Representacao

Semidtica
Registro da lingua natural Registro algébrico
Quando trés pontos estdo
alinhados isto significa que existe x1 y1 1
uma reta que contém os trés pontos. X, Yy, 1[{=0
Porém estes pontos ndo sao os x y 1
tinicos pertencentes a esta reta, ela
possui infinitos pontos de Dy =y2) x4+ (x —x).y+ (x1.y2 — x2.7,) =0
coordenadas x e y. Se conhecermos
dois pontos A (x;,v1) € B (x3,¥,) a= 1—y2).b=(x,—x) e
pertencentes a reta é possivel dizer
que existirdo infinitos outros pontos ¢ = (X1.y2 = %2.¥2)
e poderemos‘ r_epresentd—los de ax+by+c=0
forma genérica por C (x,y).

Houve a conversado do registro da lingua natural para o registro algébrico.
Dentro do registro algébrico foram feitos varios tratamentos a partir do determinante

até chegar na equacéo da reta na forma geral.

3.2.4 Coeficiente angular

Dado um sistema de coordenadas cartesianas e uma reta r, pode-se dizer que

a reta r forma um angulo a com o eixo x. O angulo a« varia de acordo com a inclinacao
da reta.

Observa-se:

Figura 7 - A inclinacdo da reta em relacao ao eixo x - parte 1

v v A

|

(1) 1@

Fonte: Figura criada pela pesquisadora
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Figura 8 - A inclinacdo da reta em relacao ao eixo x - parte 2

v A v A

N

Fonte: Figura criada pela pesquisadora
Q) a=0°
(2)0°<a<90°
(3) 90° < a < 180°
(4) a =90°

Figura 9 - O coeficiente angular da reta

¥ ¥y

v,

Fonte: Figura criada pela pesquisadora.

(5) O triangulo ABC é um triangulo retangulo, pois C é reto (90°). Entdo, pela
trigonometria tem-se:

Seja BC18 o cateto oposto em relagéo a a, entio:

BC=y,—y

8 BC é o segmento de reta de origem B e extremidade C. BC é a medida desse segmento. Critério
adotado pela pesquisadora.
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Seja AC'? o cateto adjacente em relagédo a a, entdo:
AC = xz - xl

Y2— V1
X2— X1

tana = B—C:>tana =
AC
(6) O triangulo ABC é um triangulo retangulo, pois C é reto (90°). Entdo, pela
trigonometria tem-se:

Seja BC o cateto oposto em relacdo a a, ent&o:

BC=y,—»n
Seja AC o cateto adjacente em relacgéo a a, entio:
tan(1800 — a) = % = tan(1800 _ a) — %
1= A2
Como:
tan(1800 — (X) = —tana = —tanag = Ya= V1
X1— X2

Ao multiplicar os dois membros da equacao tem-se:
Ya— W1
X2 — X1

tana =

Conclui-se que:
Se a € o0 angulo de inclinacdo da reta r em relacdo ao eixo x, e ao chamar a tg a de
m, tem-se:

se o0 angulo a é conhecido

ou

m = Y2—Y1
X2— X1

se sao conhecidos dois pontos A (x;,y,) € B (x5, y,) pertencentes a reta.
O valor de m é denominado coeficiente angular ou declividade da reta e
representa a posicao da reta em relacéo aos eixos x e y, no sistema de coordenadas

cartesianas.

19 AC é o segmento de reta de origem A e extremidade C. AC é a medida desse segmento. Critério
adotado pela pesquisadora.
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3.2.4.1 Equacao da reta conhecidos: o coeficiente angular e um ponto
P(x9,¥0)

Sabe-se que a partir do angulo a que uma reta r forma com o eixo x € possivel

determinar o coeficiente angular desta reta por meio da expresséao:

Também é possivel determinar o coeficiente angular da reta utilizando a

expressao:

V2= N
X2 — X1

Conhecendo o ponto P(x,,Yy,), considerando a existéncia de varios outros

pontos pertencentes a reta do tipo P, (x,y) e ao substituir na expressao: =¥ N

xz—x1'

tem-se:

Ao isolar (y — y,), tem-se:

|(y — yo) = m(x — x)|

Assim conhecendo o coeficiente angular da reta e um ponto pertencente a ela,
pode-se determinar a equacédo da reta usando esta expressao.

Neste caso é verificada a presenca de quatro registros de representacao
semidtica: o registro da lingua natural, o registro simbdlico, o registro da escrita

algébrica e o registro gréfico.



Tabela 3 - O coeficiente angular e 0s Registros de Representacdo Semiotica

Registro da lingua natural

Dado um eixo de coordenadas cartesianas e uma reta r, pode-se dizer que a reta r forma
um angulo a com o eixo x. O angulo a varia de acordo com a inclinacao da reta.

Assim conhecendo o coeficiente angular da reta e um ponto pertencente a ela, é possivel
determinar a equacao da reta usando esta expressao.

Registro Simbdlico

Registro Algébrico

1) a=0°
(2) 0° < a < 90°
(3) 90° < a < 180°
(4) a=90°
A (x1,y1) € B (x2,52)
P(x0,y0) € P1(x,y)

Y2— V1

BC
tana = — tana =
AC X2— X1

Y2— W1
X2 — X

—tana =

m=tga
Ya—01
X2 — X
Yy— Yo
m="——
x_xo

m =

& —yo) =m(x — xp)

Registro grafico

ik

Foram feitas varias conversdes entre os registros de representacao semidtica

apresentados. Foi feita a conversao do registro da lingua natural para o registro

gréfico, do registro grafico para o registro algébrico, do registro grafico para o registro

simbdlico e finalmente do registro simbodlico para o registro algébrico. Aléem das

conversodes foram feitos varios tratamentos nos registros algebrico e gréfico.
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3.2.5 Equacéo da reta na forma reduzida

Dada a equacdo daretar, ax + by + ¢ = 0,coma,be c € R, e b+0 é possivel
isolar y e tem-se:
by = —ax —c
c

—(—E) +(—5) considera-se =—Zen=—-
Y=\"3)* b/’ m==yen=-y

Logo conclui-se:

Sabe-se que o coeficiente m da equacgao representa o coeficiente angular da
reta r e o coeficiente n da equacado representa o coeficiente linear da reta. O
coeficiente angular indica a posicéo da reta em relacdo ao eixo x e o coeficiente linear
representa a ordenada do ponto em que a reta r cruza o eixo y.

E possivel perceber dois registros de representacédo semidtica: o registro da

lingua natural e o registro algébrico.

Tabela 4 - A equacéo da reta na forma reduzida e os Registros de Representacao

Semidtica

Registro da lingua natural Registro algébrico

O coeficiente m da equacgdo representa o ax+by+c=0

coeficiente angular da reta r e o coeficiente n
by = —ax —c
da equacdo representa o coeficiente linear
a Cc

da reta. O coeficiente angular indica a y = (— E) X+ (— E)
posic¢do da reta em relagdo ao eixo x € o a c
coeficiente linear representa a ordenada do m=- b en=-— b

ponto que a reta r cruza o eixo y. y=mx+n

No registro algébrico € possivel perceber um tratamento para a mudanca na
forma da equacdo. Houve uma conversdo do registro algébrico para o registro da

lingua natural na explicacéo sobre os coeficientes da equacéao.
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3.2.6 Posigoes relativas entre duas retas

Dadas duas retas r e s, com m, e m, denominados coeficientes angulares e n,
e n, denominados coeficientes lineares das suas equacdes, tem-se:
rry=mx+n
S: Yy =myx +n,
Elas podem ocupar trés posicoes relativas no plano cartesiano.
e I e s sdo concorrentes, entdo existe um Unico ponto em comum
rxse3iP(x,y)/PErePEs
e e s sao paralelas e distintas, entdo n&o existe nenhum ponto em comum
r//serns=0
e re ssao paralelas e coincidentes, entédo existem infinitos pontos em comum
r//ser=s

Figura 10 - Posicdes relativas entre duas retas

v A v v

p /?s s

3

M @ 3)

Fonte: Figura criada pela pesquisadora
Q) rxs
2)r//s
B)r//ser=s
Assim conclui-se:
e asretas sao concorrentes: r X s ©m, #m,
e asretas sdo paralelas distintas: r//s&em; =m, en; #n,

e asretas sao paralelas coincidentes: r//ser=s& m; =m,en; =n,
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Neste caso é possivel observar varios tipos de registros de representacao
semibtica: registro da lingua natural, registro da linguagem formal, registro simbalico,
registro algébrico e registro gréfico.

Tabela 5 - As posicdes relativas entre duas retas e os Registros de Representacéo
Semibtica
Registro da lingua natural
r e s sdo concorrentes, entdo existe um tnico ponto em comum

r e s sdo paralelas e distintas, entdo ndo existe nenhum ponto em comum

r e s sdo paralelas e coincidentes, entdo existem infinitos pontos em comum

Registro simbdlico Registro algébrico
rXs
/s ry=mx+n
)/ Sty =myx +n,
r=s

Registro da linguagem formal29
rxse3IP(x,y)/PErePEs

r//serns=90
r//ser=s
rxXs&mgFEm,
r//sem =m,en #n,

r//s er=se m =my,en, =n,

Registro grafico

v v A v

p ? |

\

o\

1 (2) 3)

Foram realizadas algumas conversdes. Do registro da lingua natural para o
registro algébrico e para o registro simbélico, em seguida para a linguagem formal. O
préximo passo foi a conversédo do registro em linguagem formal para o registro grafico.
ApoOs essa conversao foi realizada uma converséo do registro grafico para o registro
simbalico. Para finalizar a conversao do registro em linguagem formal associado ao

registro em lingua natural. Nesta situag&o ndo houve tratamento.

20 De acordo com Duval (2011) a linguagem formal é aquela prépria da matematica, ou seja, so € utilizada dentro
da prépria matematica.
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A teoria dos Registros de Representacdo Semibtica de Duval pode
perfeitamente ser associada ao estudo da geometria analitica e mais precisamente,
como foi descritoo neste capitulo, para o estudo da equacéo da reta.

O estudo da reta tem como objetivo combinar diferentes tipos de
representacfes semidticas de modo a fazer com que o aluno identifique estes
registros, cada um com suas particularidades, e utiliza-los da melhor maneira possivel
nas diferentes situacdes que possam ser propostas.

Integracdo entre os diferentes registros da-se de maneira que conceitos ja
estudados anteriormente possam ser apreendidos pelos alunos em busca do
entendimento do objeto matemético.

[...] os diferentes termos de uma equacgdo permitem codificar as
caracteristicas de todas as unidades figurais [...] gragas a um sistema de
eixos orientados e graduados. Dai sua articulagdo <<objetiva>>,
aparentemente simples que possibilita o pensamento funcionar
simultaneamente nos dois tipos de representacdes muito diferentes [...]
(DUVAL, 2011, p. 25)

Neste caso o foco é o proprio objeto matematico e ndo suas representacoes,
esse intuito tem que ser claro para o aluno durante as aulas. Os diferentes registros
de representacdo semidtica que sdo estudados e explorados funcionam como um
meio de atingir o objeto matemaético.

Utilizar o registro da lingua natural sera o ponto de partida e em seguida as
conversdes para outros registros como 0s registros grafico, da linguagem simbdlica,
da linguagem formal e da escrita algébrica serdo parte importante do processo
utilizado para alcancar o entendimento do objeto.

Os tratamentos dentro do mesmo registro sdo também condi¢cbes necessarias
para que o objetivo seja alcancado. Saber construir um gréfico, realizar operacdes
algébricas, trabalhar com simbolos etc. sdo condi¢cdes para realizar as conversoes,
portanto os tratamentos tém a mesma importancia das conversdes neste processo.

Baseada em todos esses conceitos foi construida uma sequéncia de atividades
gue visam explorar tanto as conversdes quanto os tratamentos com a utilizagéo de
um novo recurso, o computador. A utilizacdo de um software de geometria dinamica,
0 GeoGebra, sera um diferencial e espera-se colaborar para a associacao entre 0s

diferentes registros.
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3.2.7 O estudo da reta no ensino superior

Como ja fora mencionado anteriormente, existe grande interesse por parte dos
alunos do EM em carreiras ligadas a area das ciéncias exatas, por este motivo julga-
-se interessante observar como o0 assunto € tratado neste nivel de ensino. E dessa
forma verificar como estabelecer uma ponte entre o que foi estudado no ensino médio
€ 0 que sera estudado no ensino superior.

O tratamento dado ao estudo da geometria analitica no ensino superior € um
tratamento vetorial e espacial diferente do tratamento dado no EM. Segundo Camargo
e Boulos (2005) um vetor é um segmento orientado que possui um comprimento, uma
direcdo e um sentido que esta compreendido entre um par ordenado de pontos no
espaco. Seja (A,B) um vetor em que A é a sua origem e B sua extremidade e (C, D)
outro vetor em que C é sua origem e D sua extremidade. E possivel dizer que (A,B) e
(C,D) ttm o mesmo comprimento se 0s segmentos geométricos AB e CD tém o
mesmo comprimento.

De acordo com Camargo e Boulos (2005) os vetores (A,B) e (C,D) tém a
mesma direcdo se AB // CD (o segmento orientado AB é paralelo ao segmento
orientado CD). Sao as definicbes de origem e extremidade que determinam o sentido
dos vetores.

Figura 11 - Vetores no plano

() 2) c @) ()

Fonte: Figura criada pela pesquisadora.

(1) (A,B) e (C,D) ttm mesmo comprimento, mesma dire¢do e mesmo sentido.
(2) (A,B) e (D,C) ttm mesmo comprimento, mesma direcdo e sentidos diferentes.
(3) (A,B) e (C,D) tém comprimentos diferentes, mesma direcdo e mesmo sentido.

(4) (A,B) e (C,D) tém comprimento, direcdo e sentido diferentes.
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Para Camargo e Boulos (2005) a possibilidade dos vetores serem
representados pelos pares ordenados de pontos no espago indicados por (A,B) ou
ainda por AB e também por uma letra latina minGiscula com uma seta logo acima, por
exemplo, v.

Os vetores estdo estabelecidos para o espaco, Camargo e Boulos (2005)
definem um sistema de coordenadas para a possibilidade de localizar os pontos no
espaco. Seja O um ponto do espaco e uma base composta pelos vetores e; , e, € e,
em que O é a origem do sistema e A, B e C sédo as extremidades dos vetores
respectivamente.

De acordo com Camargo e Boulos (2005, p. 119) “As retas AO, OB e OC sé&o
chamadas eixos coordenados, respectivamente eixo dos X, eixo dos y, eixo dos z, ou
ainda eixo das abscissas, eixo das ordenadas, eixo das cotas; s&o indicadas

respectivamente por Ox, Oy e Oz.”

Figura 12 - Eixos coordenados Ox, Oy e Oz

Ox

Oy

Fonte: Figura criada pela pesquisadora.
Assim fica estabelecida a tripla ordenada (x,y,z) de niameros reais como as
coordenadas de um ponto qualquer do espaco, P. Logo P = (x,y,z). O conjunto de

triplas ordenadas de nimeros reais no espago é denominado R3.



70

3.2.7.1 Estudo da reta no espaco

Dada uma reta r contida no espaco, escolhe-se um ponto A pertencente a esta

reta e um vetor v ndo nulo e paralelo a reta r. Entdo um ponto X pertencente ao espaco
pertence a r se e somente se AX e © satisfazem a condicao de que existe 1 € R, tal
que 4X = A%.

Camargo e Boulos (2005, p. 126) definem “Em outras palavras, dado A real,
nos da um ponto X de r, e dado X € r, existe A € R tal que se verifica. A reta r é, pois,

o lugar geométrico dos pontos X do espaco tais que vale X = A + Av.

Esta equacdo chama-se equacao vetorial da reta r e escreve-se:

rX=A+13, (A€R)|

Obs. O vetor v é chamado vetor diretor da reta r e A € denominado parametro.

Figura 13 - A reta no espaco R3

=4

[#]

Fonte: Figura criada pela pesquisadora.

Ao observar como o estudo da reta é apresentado no ensino superior, verifica-
se a importancia do assunto estudado no EM para o seu entendimento. Desse modo

se o aluno tiver um bom conhecimento sobre a reta no
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plano pode ser mais facil o entendimento da reta no espago. Convém destacar a
relacdo entre geometria e &lgebra tem papel fundamental para a apreensao do

conceito de reta no espaco.

Este autor (Duval), quando tratou da funcéo linear/afim, partiu do pressuposto
gue tais funcdes produzem retas no plano cartesiano e estudou o papel dos
coeficientes da equacéo da reta. [...] a representacdo simbdlica da funcao
gera um conjunto de caracteristicas algébricas [...] cujos elementos estao
relacionados aos elementos de um conjunto de caracteristicas graficas [...].
(Moretti, Ferraz e Ferreira, 2008, p.113)

Apesar de ser apresentado um elemento novo, o vetor, verificam-se as
semelhancas entre as ideias de coeficiente angular e coeficiente linear. Outro aspecto
a ser levado em consideracao é o fato de um ponto ser representado por uma tripla
ordenada o que pode ser relacionado diretamente com o par ordenado no sistema
cartesiano ortogonal plano.

O uso do computador pode ser um aliado para o entendimento, a existéncia de
softwares com o plano (2D) e o espacial (3D) associados facilita o aprendizado.
Moretti, Ferraz e Ferreira (2008, p. 113) afirmam que “[...] a partir de certo momento
No ensino superior e mesmo No ensino secundario a conversao entre a representacao
simbdlica para a grafica é efetuada por programas computacionais.” Assim o estudo
ganha um novo enfoque no qual o aluno deve ser critico em relacdo a imagem
observada na tela do computador. Moretti, Ferraz e Ferreira (2008, p. 114)
complementam “[...] esta critica pode ser feita por meio do reconhecimento das
unidades basicas graficas associadas as unidades basicas simbdlicas pertinentes.”

Para aqueles alunos que pretendem dar continuidade aos estudos em carreiras
ligadas a &rea das ciéncias exatas como engenharia, matematica, fisica etc. é
importante terem o conhecimento da geometria analitica plana para possibilitar o
aprofundamento na geometria analitica espacial. Este fato motiva a pensar melhor a

respeito de como trabalhar de maneira mais eficiente com a geometria analitica plana.
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3.3 O uso da tecnologia nas aulas de matematica

3.3.1 O computador como ferramenta de ensino

A introducgéo de novas tecnologias no ensino tem sido um grande desafio para
todos, porém cada vez mais € preciso lidar com ela para maior eficacia e atratividade
do trabalho. Sua utilizacdo € recomendada por varios documentos oficiais. Sobre a
utilizacdo do computador e o ensino de matematica no EM os Parametros Curriculares

Nacionais apontam conforme transcrigdo a seguir.

E preciso ainda uma rapida reflexdo sobre a relacdo entre Matematica e
tecnologia. [...] O trabalho ganha entdo uma nova exigéncia, que é a de
aprender continuamente em um processo nao mais solitario. O individuo,
imerso em um mar de informacgdes, se liga a outras pessoas, que, juntas,
complementar-se-80 em um exercicio coletivo de memoria, imaginacao,
percepc¢do, raciocinios e competéncias para a produgdo e transmissédo de
conhecimentos. Esse impacto da tecnologia, cujo instrumento mais relevante
€ hoje o computador, exigird do ensino de Matematica um redirecionamento
sob uma perspectiva curricular que favoreca o desenvolvimento de
habilidades e procedimentos com os quais o individuo possa se reconhecer
e se orientar nesse mundo do conhecimento em constante movimento.
(BRASIL, 2000b, p. 41)

Portanto o conhecimento sobre a tecnologia de modo geral pode ser inserido
na pratica em sala de aula. A utilizacdo do computador € uma opcado com a
possibilidade de trazer varios beneficios para o processo de ensino e aprendizagem.
As facilidades trazidas pelos softwares para o estudo da matematica sdo muitas, uma
delas é em relacdo ao tempo, pois é possivel realizar diversas operacfes com um
simples clique, fato que possibilita o trabalho mais centrado nas andlises ao invés de
priorizar construcdes e resolugdes. Sobre isso 0 PCNEM+(2002) traz sugestdes de

como seria possivel fazé-lo, conforme a transcri¢cdo a seguir.

Compreender formas pelas quais a Matematica influencia nossa
interpretacdo do mundo atual, condicionando formas de pensar e interagir.
Por exemplo, comparando os calculos feitos pelas maquinas com aqueles
feitos “com lapis e papel”, e identificando a funcéo, especificidades e valores
de cada um desses meios na construcdo do conhecimento. (BRASIL, 2002a,
p. 118)

Dessa maneira pode apresentar bons resultados de aprendizagem, além de
trazer uma motivacdo a mais para os alunos, pois € um recurso mais atrativo. As

orientacdes curriculares para o Ensino Médio — OCEM-EM (2006, p. 87) apontam a
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tecnologia a ser trabalhada na escola em dois aspectos “[...] a Matematica como
ferramenta para entender a tecnologia, e a tecnologia como ferramenta para entender
a Matematica.” Ao considerar a matematica para a tecnologia, o trabalho deve
contemplar a capacitacdo para o uso de ferramentas como a calculadora e planilhas
eletronicas.

Ao considerar-se a Tecnologia para Matematica o uso dos softwares apresenta-

-se de maneira muito interessante.

Ja4 se pensando na Tecnologia para a Matematica, ha programas de
computador (softwares) nos quais os alunos podem explorar e construir
diferentes conceitos matematicos, referidos a seguir como programas de
expresséo. Os programas de expressao apresentam recursos que provocam,
de forma muito natural, o processo que caracteriza o “pensar
matematicamente”, ou seja, os alunos fazem experimentos, testam
hipéteses, esbogam conjecturas, criam estratégias para resolver problemas.
S&o caracteristicas desses programas: a) conter um certo dominio de saber
matemético — a sua base de conhecimento; b) oferecer diferentes
representacdes para um mesmo objeto matematico — numérica, algébrica,
geomeétrica; c) possibilitar a expanséo de sua base de conhecimento por meio
de macroconstrucdes; d) permitir a manipulacdo dos objetos que estdo na
tela. (BRASIL, 2006c, p. 88)

Nessa linha, pretende-se usar um software a fim proporcionar o “pensar
matematicamente”, as OCEM-EM (2006, p. 88-89) citam os softwares de geometria
dindmica como recursos interessantes, para sua manipulacdo exigem “[...] além de
conhecimento em geometria, uma escolha de estratégia de resolucédo do problema,
com a elaboracdo de um cronograma de ataque aos diferentes subproblemas que
compdem o problema maior.” E consideram ainda a importancia de trabalhar dessa
maneira pois “E uma atividade que coloca em funcionamento diferentes habilidades
cognitivas — o pensar geométrico, o pensar estratégico, o pensar hierarquico.”

Para o estudo da geometria analitica é importante salientar a existéncia de

varios programas e o trabalho com eles permite varias maneiras de explora-lo.

Para o estudo das fun¢des, das equacdes e das desigualdades da geometria
analitica (retas, circulos, conicas, superficies), tem-se uma grande variedade
de programa de expressao. Em muitos desses programas, pode-se trabalhar
tanto com coordenadas cartesianas como com coordenadas polares. Os
recursos neles disponibilizados facilitam a exploragéo algébrica e gréafica, de
forma simulténea, e isso ajuda o aluno a entender o conceito de fungéo, e 0
significado geométrico do conjunto-solu¢do de uma equagdo — inequacao.
(BRASIL, 2006, p. 89)
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O Curriculo do estado de S&o Paulo (2011) aponta a utilizagdo de recursos
tecnoldgicos de maneira muito positiva. O trabalho em matemética deve tirar proveito

desses recursos.

Por um lado, certamente os numerosos recursos tecnoldgicos disponiveis
para utilizagdo em atividades de ensino encontram um ambiente propicio para
acolhimento no terreno da Matematica: maquinas de calcular, computadores,
softwares para a construcdo de graficos, para as construgdes em Geometria
e para a realizacao de calculos estatisticos sdo muito bem-vindos, bem como
0 Seu uso sera crescente, inevitavel e desejavel, salvo em condi¢cbes
extraordinarias, em razéo de extremo mau uso. (SAO PAULO, 2011, p. 33-
34)

A escolha de um software deve ser realizada de forma criteriosa a fim de
contemplar objetivos preestabelecidos. Esse papel fica a cargo do professor que
decidira ap6s analise de varios aspectos em relacdo aos alunos, contetdos, recursos

disponiveis etc.

3.3.2 O GeoGebra

Diante das potencialidades apresentadas para o0 uso de recursos tecnologicos
e da escolha da geometria analitica, mais precisamente o estudo da reta, para tanto
inicia-se a busca pela ferramenta ideal para o desenvolvimento pretendido. Optou-se
pelo trabalho com um software. Dentre os diversos softwares existentes para 0 uso
nas aulas de matematica existem varios tipos, os estatisticos, os geométricos, 0s
algébricos, os de programacao etc.

A ideia era trabalhar com a manipulagéo e a articulacdo entre a geometria e a
algebra. Assim foi concedida especial atencéo para aqueles denominados softwares
de geometria dinamica. E preciso planejar o desenvolvimento pretendido.

Um software para o aprendizado em matematica, diferente de um software
para “fazer” matematica, precisa levar em consideragdo o crescimento
cognitivo, que pode diferenciar significativamente a estrutura ldgica e formal
de como se aprende. Vale a pena considerar 0os aspectos cognitivos
relevantes para o uso da tecnologia computacional antes da principal tarefa
de focar no ambiente computacional e o seu papel no aprendizado da
matematica. (TALL, 2002, p. 189)

Entre os softwares mais conhecidos encontram-se o Cabri Geométre, o
GeoGebra, o Geometer’'s Sketchpad etc. Os trés mencionados possuem uma
caracteristica em comum, associam a geometria e a algebra, ou seja, é possivel

realizar manipulagdes, fazer construcdes de figuras geométricas e entdo observar a
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relacdo com a algebra. Poréem o GeoGebra chamou a atencdo por ser um software
livre, 0 que facilita o acesso a ele.

O software GeoGebra foi criado por Markus Hohenwarter como parte de sua
tese de doutorado, na Universidade de Salzburg em 2002. Foi desenvolvido de modo
a integrar a geometria interativa e os sistemas algébricos computacionais.

Nos ultimos 10 anos o software GeoGebra tem sido aprimorado com a
colaboracdo de um grupo de 15 desenvolvedores e mais de 100 tradutores pelo
mundo em um projeto open-source. Neste projeto, ao baixar o software, a pessoa tem
acesso a todas as suas informacdes e pode altera-lo de modo a colaborar com sua
evolugao.

A versdao em portugués, do software GeoGebra pode ser obtida no site
www.geogebra.org no qual também podem ser encontradas informacdes, tutoriais,
além de uma comunidade com féruns nos quais € possivel ter contato com seus

usuarios de qualquer lugar do mundo.

[...] proporciona uma conexdo muito préxima entre a manipulagéo simbdlica
e as possibilidades de visualizacéo [...] proporciona duas janelas em que cada
objeto na janela de algebra corresponde a um objeto na janela de
visualizagéo, e vice versa.[...] Como, GeoGebra proporciona a facilidade de
lidar com as janelas de algebra e visualizacdo significa que é possivel para o
usuério, investigar, dizer sobre o0s parametros da equacdo de uma
circunferéncia movimentando-a com 0 mouse e observando as mudangas em
sua equacdao, ou o usuario pode mudar a equacao e observar a maneira como
0s objetos mudam najanela de visualizagdo.(HONHEWARTER, 2007, p. 127)

As possibilidades de uso desse software sao inUmeras e podem ser exploradas
de diversas maneiras. Outro aspecto relevante para a pesquisa € a possibilidade de
trabalhar com diferentes registros de representacdo semidtica, nesta pesquisa 0s
registros grafico e algébrico, essenciais para o trabalho com a reta em geometria

analitica.

No entanto, a constante presenca de dois registos importantes faz uma
grande diferengca no potencial de acessibilidade ao objeto matemético da
geometria analitica, em relacdo a "competéncia representacional" que o
trabalho exige e, portanto, (talvez sé hipoteticamente) a relevancia do tema
como um motor para promover a compreensdo. O motivo pelo qual o software
GeoGebra é Unico reside na sua habilidade semiodtica, por exemplo, na
representacdo simultdnea e dinamica de varios registos.(MISFELDT, 2010,

p. 5)
Na tela do GeoGebra observa-se a facilidade de entendimento de suas
ferramentas. Ao aproximar o cursor de cada ferramenta sua fungdo e como proceder

€ mostrado. Além disso € possivel personalizar a barra de ferramentas, de modo a
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utilizar apenas as ferramentas importantes para a realizacdo da tarefa. Ao abrir 0
programa a tela inicial aparece conforme a figura a seguir.

Figura 14 - Tela do software GeoGebra e suas ferramentas
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Fonte: A pesquisadora

Outro aspecto interessante apresentado pelo software é mencionado por Neto
(2010, p. 76) “Um recurso diferente deste software € a possibilidade de gravar a
construcao feita pelo usuéario e depois ver todos os passos feitos por ele.” Esse tipo
de recurso é muito interessante, a partir dessas informacdes € possivel fazer a anélise
de como foi construida aquela figura, ou como a equacao foi obtida. E Neto (2010, p.
76) ainda acrescenta ser “[...] possivel observar cada um dos passos da sua
construcdo, ndo somente o seu fim.”

A utilizacdo de uma ferramenta como o GeoGebra deve ocorrer de maneira a
proporcionar o conhecimento do assunto a ser estudado, porém o papel do professor
ndo pode ser substituido por essa ferramenta, é ele quem direciona e planeja as
estratégias para o aluno avancar. Em muitas situacdes existem varios obstaculos que
podem provocar a desisténcia ou falta de estimulo, mas este é um desafio a ser

superado.

Integrar a tecnologia informatica no dia a dia da sala de aula n&do é tarefa
simples: concepcbes e habitos constituidos na tecnologia do lapis e papel, do
giz e do quadro-negro, e nas préprias vivéncias dos professores enquanto
alunos (o que tendem a replicar) erigem-se em obstaculos. (GRAVINA, 2001,
p. 194)
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Diante deste desafio, foi elaborada uma proposta de atividade para alunos da
32 série do EM com o objetivo de verificar como lidam com o objeto matematico reta
em uma perspectiva diferente daquela que ja havia sido utilizada durante as aulas, ou
seja o uso de lapis e papel.

A escolha do software aconteceu de maneira a seguir na direcao da apreensao
e ndo da simples constatacdo. Pretende-se trabalhar com diferentes registros de
representacado semiotica. Tendo em vista a exposicao de duas representacdes na tela
do software GeoGebra, gréfica e algébrica, de maneira coordenada houve a intencéo
de explora-lo.

Outro aspecto observado foi o fato de ser possivel utilizar uma representacao
simbdlica de maneira a manipular as demais representacfes. Isto €, trés
representacbes podem ser contempladas com o0 seu uso. Se levarmos em
consideracao que Duval (2011) afirma ser necessaria a coordenacéo de pelo menos
duas representacdes diferentes para a apreensdo do objeto matematico, verifica-se a
possibilidade interessante de utilizar o software GeoGebra para o estudo com base
na teoria dos Registros de Representacdo Semiotica.

Vale ressaltar outros dois aspectos determinantes para a escolha, o fato de ser
um software gratuito e de facil manipulacdo. Devido a facilidade ndo significa um
obstaculo para o aluno no momento da realizacédo da sequéncia de atividades e sua
gratuidade proporciona acesso para aqueles interessados em explora-lo em suas

casas. A sequéncia de atividades sera mostrada de maneira detalhada no capitulo 4.
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CAPITULO 4

Esta € uma pesquisa qualitativa, pois os aspectos observados nao foram
generalizados e dados quantitativos ndo foram o foco de analise. Este tipo de pesquisa
é definido por André a seguir.

[...] chamada de “naturalistica” por alguns ou de “qualitativa® por outros.
Naturalistica ou naturalista porque ndo envolve manipulacédo de variaveis,
nem tratamento experimental; € o estudo do fenbmeno em acontecer natural.
Qualitativa porque se contrapde ao esquema quantitivista de pesquisa que
divide a realidade em unidades passiveis de mensuragdo, estudando-as
isoladamente), defendendo uma viséo holistica dos fendbmenos, isto é, que
leve em conta todos 0s componentes de uma situacdo em suas interagdes e
influéncias reciprocas. (ANDRE, 1995, p. 17)

A seguir a metodologia utilizada, a Engenharia Didatica, é descrita em relacao

a pesquisa.

4.1 Metodologia de Pesquisa - Engenharia Didatica

A engenharia didatica € uma metodologia utilizada para a concepcao,
realizacdo, observacdo e andlise de situacBes de ensino, quando ha uma parte
experimental. Esta metodologia foi desenvolvida na Franca na década de 80 por

Michéle Artigue.

A expressao “engenharia didatica” [...] emergiu dentro da didatica da
matemética na Franga no inicio dos anos 1980 a fim de rotular a forma de
trabalho didatico que € comparavel ao trabalho de um engenheiro.[...] Esse
rétulo foi visto como uma maneira de aproximar questfes que eram cruciais
naquele momento:

1.a questéo do relacionamento entre pesquisa e agdo no sistema de ensino,
2.a questdo do lugar atribuido a “performance didatica” da aula dentro das
metodologias de pesquisa. (ARTIGUE,2002, p.29-30)

Nesse trabalho sdo empregados aspectos da Engenharia Didatica como
metodologia de pesquisa, para descrever a maneira como a sequéncia de atividades
foi elaborada, aplicada e seus resultados analisados. A engenharia didatica divide-se
em microengenharia, restringe-se a um assunto e aos fendmenos de sala de aula e a
macroengenharia, reine pesquisas de microengenharia para o estudo de fenbmenos

ligados a duracao nas relacdes de ensino e aprendizagem.
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Esta metodologia de pesquisa caracteriza-se validagao da pesquisa feita com
a confrontacdo entre uma analise a priori baseada no quadro teorico e a analise a
posteriori feita com os resultados verificados a luz da teoria. A validacdo na
engenharia didatica € interna, ou seja, ndo ha comparacdo com elementos externos
aqueles pertinentes a pesquisa. Isso difere a engenharia didatica de outras
metodologias de pesquisa. Artigue (1995, p. 38) menciona “[...] a engenharia didatica
€ singular ndo pelos objetivos das suas investigacdes internas aos seus limites, e sim
pelas caracteristicas de seu funcionamento metodoldgico.”

Quatro fases séo determinadas para a engenharia didatica:

e Andlises preliminares;

e Concepcéo e andlise a priori das situacdes didaticas;

e Experimentacéo;

e Andlise a posteriori e validacéo;

O primeiro passo sdo as analises preliminares feitas com base no referencial
tedrico e nos conhecimentos didaticos ja adquiridos sobre o assunto estudado. Na
fase da concepcado e analise a priori o pesquisador determina com base em suas
analises preliminares as variaveis pertinentes ao seu estudo. Artigue (1995) diferencia
essas variaveis em dois tipos:

1. Variaveis macrodidaticas ou globais, aquelas em relacdo a organizacao

geral da engenharia.

2. Variaveis microdidaticas ou locais, referem-se a organizacdo de uma

sessdo ou de uma fase da engenharia.

Com a definicdo das variaveis € possivel comecar a estabelecer a analise a
priori, parte importante da validacdo. Nesse momento é feita a descricdo e a previsao
dos resultados a serem observados durante a experimentacdo. A analise a priori
privilegia situacdes adidaticas?® nas quais o ator principal é o aluno e o professor
aparece apenas como coadjuvante.

Nessa fase, a experimentacdo, o pesquisador/professor entra em contato com
o grupo de alunos para a realizacdo da situacdo didatica. E fundamental, neste
momento, os registros do pesquisador/professor a respeito das observacdes. Estes

apontamentos serédo utilizados para a préxima fase, a analise a posteriori.

21 Uma situagéo adidatica, segundo Brousseau (1986) é aquela em que o aluno atua de forma independente em
determinado momento do processo sem o controle ou interferéncia do professor transferindo assim a
responsabilidade pela busca da solugao do problema para o aluno. Porém vale ressaltar que toda essa situagao
foi preparada pelo professor que tem papel fundamental nesse processo.
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Ultima fase, analise a posteriori e validac&o, todo material coletado durante a
fase de experimentacdo, dado o tratamento das informacdes, € analisado para em
seguida os dados da analise a priori e a posteriori serem confrontados a fim de validar

ou refutar as hipoteses levantadas a principio.

O trabalho realizado até agora certamente € Util para um melhor
entendimento dos problemas ligados a preparacédo dos contelidos a serem
ensinados, para identificar os pontos nos quais os esforcos deveriam ser
concentrados, e também permitir a criagdo de um conjunto de produtos
funcionais que sdo compativeis com os quadros tedricos. (ARTIGUE, 2002,
p. 38-39)

Para realizar esse trabalho foram utilizados aspectos da engenharia didatica,
de maneira a ser possivel criar uma sequéncia de atividades, aplica-la a um grupo de
alunos e analisar os resultados obtidos. A maneira como esses aspectos foram

utilizados seré apresentada a seguir.

4.2 Etapas da engenharia didatica na pesquisa

4.2.1 Andlises preliminares

A primeira fase da engenharia didatica consiste na escolha do tema e no
levantamento de dados a respeito dele. O tema escolhido para pesquisa, a equacao
da reta, foi definido a partir de questdes observadas durante as aulas e também da
analise de materiais pedago6gicos como os livros didaticos, documentos oficiais, além
de pesquisas realizadas relacionadas ao assunto.

No Brasil de acordo com o PCNEM (2000) a equacéo da reta € um assunto
estudado na 32 série do EM dentro do conteudo de geometria analitica. Apesar de
equacao da reta ser um tema apresentado no EF e abordado em todo o EM, na 32
série seu estudo intensifica-se. Nesta etapa o aluno € levado a uma reflexdo maior
sobre a importancia da relacdo entre geometria e algebra.

Diferentes representacfes de uma mesma reta séo parte fundamental desse

estudo de modo que o aluno entenda o objeto matematico, a reta.
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O Curriculo do estado de Séao Paulo (2011) sinaliza o trabalho com a reta
focando objetivos bem especificos e mostra-se importante para o desenvolvimento do

estudo da geometria analitica plana.

Mas consideramos que a parte correspondente as retas, suas equacoes,
suas propriedades e suas aplicacdes pode ser especialmente representativa
do significado da Geometria Analitica como um método de abordagem dos
problemas geométricos que contempla o ideal cartesiano — ou o “plano” de
Descartes, que buscava uma aproximacao efetiva entre a Geometria e a
Algebra. (SAO PAULO, 2011b, p. 9)

A despeito da importancia do assunto ser evidente, em relagdo ao estudo da
Matematica, alguns alunos ndo conseguem percebé-la e mostram muita dificuldade
em realizar as conexdes entre conteddos ja explorados e 0s novos.

Hajnal (2007) aponta as dificuldades dos alunos em justificar suas respostas
além de apresentar problemas para compreender topicos como o coeficiente angular
da reta e as propriedades do paralelismo de duas retas.

Andrade (2007) revela uma inquietacéo por parte dos alunos sobre o fato de
ndo conseguirem ver sentido nos conceitos estudados relacdo com aspectos ja
conhecidos. Segundo Varela (2010) existem problemas no trabalho com geometria
analitica devido a falta de coordenacdo de mais de um registro de representacéo
semidtica acerca de provas e demonstracdes e também afirma ser um aspecto pouco
explorado tanto pelos professores quanto pelos materiais didaticos.

Castro (2001, p. 24) aponta as dificuldades quanto ao conceito de vetor pois
nao conseguem “[...] transitar pelos diversos registros que representam vetor|...]". Este
fato mostra que no sistema de ensino brasileiro as conversdes de diferentes registros
nao sao prioridade.

Tantas dificuldades apontadas pelas pesquisas correlatas e a experiéncia como
professora considerando-se a quantidade crescente de alunos que tém a intencéo de
dar continuidade nos estudos, na area das ciéncias exatas, decidiu-se explorar a
geometria analitica e mais precisamente o estudo da reta.

Em seguida realizou-se breve analise de como o livro didatico apresenta o
assunto. Entao foi possivel observar o tipo de atividade apresentada e quais conceitos
estao presentes para o estudo desse tema.

Posteriormente a breve exploracdo dos livros didaticos fez-se uma analise dos
documentos oficiais como o Curriculo do Estado de S&o Paulo, o Caderno do

Professor e do Aluno (materiais fornecidos pela SEE-SP), os Parametros Curriculares
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Nacionais do Ensino Médio (PCNEM e PCNEM+) e as Orientagc6es Curriculares para
o Ensino Médio (OCEM) com o objetivo de investigar quais séo as orientacdes dadas
por eles para o estudo desse assunto. Em todas as consultas aos documentos oficiais
pode-se observar a equacao da reta presente como parte importante do trabalho com
a geometria analitica na 32 série do EM.

O assunto, equacéo da reta, esta presente em todos os documentos como pré-
-requisito para o trabalho com outros objetos matematicos como o estudo da
circunferéncia e das conicas. A ideia € que o aluno possa estabelecer as relacdes
entre geometria e &lgebra no inicio para a reta, em seguida para circunferéncia e

cOnicas e entdo possa realiz-las para qualquer figura.

O aluno deve perceber que um mesmo problema pode entdo ser abordado
com diferentes instrumentos mateméticos de acordo com suas
caracteristicas.[...] mais importante do que memorizar diferentes equacdes
para um mesmo ente geomeétrico, € necessario investir para garantir a
compreensdo do que a geometria analitica propde. (BRASIL, 2002, p. 124)

Em seguida a breve investigacdo do tratamento dado ao assunto por alguns
livros didaticos e a analise dos documentos oficiais, optou-se por examinar as
pesquisas em relacdo ao assunto. Na procura por pesquisas houve uma surpresa,
ndo existem muitos trabalhos referentes a equacao da reta na geometria analitica. A
maioria das pesquisas refere-se ao contetdo no estudo de func¢des.

Logo decidiu-se deter aquelas que abordassem essencialmente a geometria
analitica, mesmo quando o tema nao fosse o estudo da reta. Mesmo assim nao foram
encontradas muitas pesquisas. Pouco mais de 10 dissertacdes e teses que referiam-
-se a geometria analitica foram localizadas. No primeiro momento a pesquisa foi feita
pelo site da Capes e em seguida foram consultados os sites das Universidades
apontadas no site da Capes inicialmente. O periodo pesquisado foi de 2000 até 2013.

Ao término do estudo dessas pesquisas foi possivel constatar varias
dificuldades apontadas pelos autores em acordo com as observacdes sobre o fato de
0 assunto ser importante e dos problemas para realizar a conexao entre geometria e

algebra, por parte dos alunos.

[...] escutamos dos alunos, inclusive daqueles que tinham desempenho
satisfatorio, 0 comentario de que esta era a parte da Matematica mais
complicada e dificil, ocasionando, como consequéncia, baixo rendimento por
parte destes do ponto de vista da avaliagdo[...] (ANDRADE, 2007, p. 22)
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A dissertacdo de Castro (2001, p. 86) traz a afirmacéo de que “[...] a maior
dificuldade dos alunos, esta na conversdo em que um dos registros envolvidos é o
registro grafico.” De posse de todas essas informacgbes foi possivel comegar a
estabelecer uma ligacéo entre as teorias apresentadas durante as aulas do curso de
Mestrado Profissional em Educacdo Matematica da PUC-SP e todas as observacdes
feitas durante as leituras.

Dentre as teorias destacadas durante o curso, uma delas pareceu mais
adequada ao assunto a ser trabalhado, a teoria dos Registros de Representacéo
Semiodtica de Raymond Duval.

Como o objetivo do trabalho com o estudo da reta € usar as diferentes
representacfes para o entendimento do objeto mateméatico, tornou-se possivel
estabelecer a relacdo entre teoria e pratica.

Para construir a conexdo entre teoria e pratica fez-se necessério o
aprofundamento do conhecimento da teoria, para tal, a leitura de livros e trabalhos
gue a utilizaram foi fundamental. Ao aprofundar no conhecimento da teoria foi possivel
perceber muitas relagdes com o assunto. A principal delas, para o objeto matematico
ser entendido sdo necessarias pelo menos duas representacdes complementares

entre si.

Pensar em matematica mobiliza sempre pelo menos dois registros. Mesmo
se, de um ponto de vista matemético, o trabalho parece utilizar apenas um
Unico registro, a compreensao necessaria para conduzir o trabalho exige a
mobilizacdo pelo menos implicita de um segundo registro assim como sua
coordenacdo. Existe, além disso, dominios da matemética, em que
mobilizamos explicitamente pelo menos dois registros. (DUVAL, 2011, p. 100)

Relacionar duas representacdes complementares pode levar a estabelecer a
representacdo geométrica e a representacdo algébrica como exemplos de
possibilidade para desempenhar esse papel. Pois existe a tendéncia de sempre tratar
a reta a partir de “grafico” e “equacgao”.

Foram muitas as informacOes coletadas durante todas as observacoes.
Propiciando subsidios para pensar em uma sequéncia de atividades com o intuito de
abordar o estudo da reta, privilegiando o trabalho com os registros de representagao
semiodtica. Para a realizacdo desta sequéncia de atividades foi usado um contexto

diferente do ja utilizado na sala de aula, o computador.



84

O uso do computador é recomendado por todos os documentos oficiais e
também é mencionado por muitas pesquisas. O que justifica a escolha em utiliza-lo

como ponto importante do desenvolvimento da sequéncia.

O crescente uso dos computadores constitui um importante capitulo a parte,
pois, além de sua capacidade de edicdo de textos e organizacédo de dados,
abre portas para um universo de informacfes, com o aprendizado da
“navegacao” na Internet, permitindo consultar inlmeros bancos de dados e
sites informativos e formativos, para néo falar dos estimulantes intercambios
individuais e institucionais. (BRASIL, 2002, p. 136)

Durante as aulas do curso de Mestrado, o contato com softwares interessantes
para o trabalho pedagdgico foi grande.

Como fora idealizado um trabalho que envolvesse diferentes representacoes,
uma opcdo é o software de geometria dindmica GeoGebra. Com ele € possivel
trabalhar as diferentes representacfes além de ser um software livre, sem custo, 0

gue o torna acessivel para todos.

[...] Markus Hohenwarter cria 0 GeoGebra durante suas pesquisas ao longo
do seu mestrado. Ele é um software gratuito de matemética dindmica que
redne recursos de geometria, algebra e calculo. [...] Sua ideia ao desenvolvé-
lo era unir as facilidades dos softwares de geometria dindmica (DGS) e o
poder e os recursos dos softwares computacionais algébricos (CAS), ou seja,
juntar as principais caracteristicas de outros pacotes que tratam de
geometria, célculo e algebra separadamente]...] (NETO, 2010, p. 71)

Experimentar o software GeoGebra durante as aulas do curso de mestrado foi
muito proveitoso e a ideia de emprega-lo para o desenvolvimento da sequéncia de
atividades deve-se ao fato de os alunos participantes da pesquisa serem da 32 série
do EM e no momento de sua realizacdo ja terem estudado o assunto com uso de
papel e lapis, por isso a ideia de proporcionar um ambiente diferente.

O uso do software pode funcionar como fator motivador para o estudo do
assunto ja visto anteriormente. Além de ser uma ferramenta com muitas
possibilidades, que pode auxiliar na compreensao dos conceitos. De acordo com
Hajnal (2007) “Tais softwares permitem a manipulacdo dinamica de figuras sem que
elas percam suas propriedades e por propiciar aos alunos momento de acao,
conjecturas, validagao e formalizagcéo.”

Como o assunto ja fora estudado no contexto tradicional, sem o uso de recursos
diferentes como o computador, verifica-se a necessidade da abordagem diferente
daquela dada anteriormente.



85

4.2.2 Concepcéao da sequéncia de atividades

A segunda fase da engenharia didatica é da concepcdo da sequéncia de
atividades e da analise a priori das situacfes didaticas, nesta fase descreve-se como
ocorreu a concepgao.

Informagfes obtidas na revisdo bibliografica, na analise dos documentos
oficiais e no estudo da teoria forma a base para o inicio do processo de concepcéo da
sequéncia de atividades a serem desenvolvidas pelos alunos.

Nesse processo 0 primeiro passo foi buscar exemplos de atividades com a
possibilidade de adaptacao ou utilizagédo para a sequéncia.

Essa busca foi feita em sites que continham atividades de matematica, em
livros didaticos e no material fornecido pela SEE-SP, o Caderno do Professor (2011).
O assunto equacéo da reta € trabalhado, na 32 série do EM, a partir das no¢cdes de
condi¢céo de alinhamento de trés pontos, equacgao da reta na forma geral, coeficiente
angular, equacdo da reta na forma reduzida e posicdo relativa entre duas retas.
Conforme indica o quadro a seguir.

Figura 15 - Quadro geral de contetudos de Geometria Analitica para a 32 série do EM

Unidade 1 — O plano cartesiano,. Distin-
cia entre dois pontos. Ponto meédio de
um segmento. [Condigio de alinhamento|

de trés pontos|

Unidade 2 | A equagio da reta. Signifi-|
[cado dos coelicientes. Heias paralelas,

Unidade 3—|Retas perpendiculares. Regides|

Unidade 4 — Problemas lineares.

Unidade 5 — A equagdo da circunferéncia.

Unidade & — Distincia de ponto a reta.
Posigoes relativas entre reta e circunferéncia.

Unidade 7 — Conicas. Apresentagio e
propriedades da elipse, da hipérbole e da
parabola.

Unidade 8 — Equagdes da elipse, da hipér-
bole e da parabola.

Fonte: Caderno do Professor — Matemética — 32 série — Volume 1 (p. 11)
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Como o tema equacdo da reta € trabalhado com base nessas nocodes é
interessante que estejam presentes na sequéncia de atividades. A principio a ideia
era haver pelo menos uma atividade envolvendo cada uma delas.

ApoOs cogitar todos esses aspectos, foi elaborada uma sequéncia com quatro
atividades. A primeira propde o estudo da nogéo de condi¢cédo de alinhamento de trés
pontos. A segunda atividade explora os tipos de equacao da reta e a analise dos seus
coeficientes.

A terceira atividade composta de duas partes tem como propdsito a analise da
posicéao relativa entre duas retas. Na primeira parte a intencéo era o paralelismo entre
duas retas e na segunda a concorréncia. A atividade quatro foi retirada do livro
Fundamentos da Matematica Elementar — volume 7 de Gelson lezzi e adaptada para
adequar-se ao objetivo de apresentar uma situacdo mais préxima da realidade, que
pudesse ser resolvida com base nas noc¢odes discutidas nas atividades anteriores.

Quando as quatro atividades ficaram prontas realizou-se o “piloto” com uma
dupla de alunas voluntéarias, a intencéo era perceber possiveis erros e problemas nos
enunciados. ApoOs esse teste realizado com a ajuda das duas adolescentes, as
guestdes foram apresentadas ao GPEA, grupo de pesquisa, para que seus
integrantes também opinassem a respeito delas.

As atividades foram apresentadas e discutidas uma a uma, durante
aproximadamente duas horas e meia. Apds a discussdo, com as contribuicdes feitas
pelos colegas do grupo, além das observadas pelas alunas, chegou-se ao resultado
final, a sequéncia composta por quatro atividades a ser apresentada em seguida.

Como etapa importante para a realizagdo da pesquisa, o0 projeto foi
apresentado e aprovado ao Comité de Etica da PUC-SP e cadastrado na Plataforma
Brasil, para justificar o fato de ndo haver risco para os participantes. Apds o
cumprimento dessas duas etapas foi dada continuidade aos préximos passos da

pesquisa.

4.2.3 Analise a priori da sequéncia de atividades

Esta sequéncia de atividades foi elaborada com a intencao de investigar se 0s
alunos participantes tinham apreendido o objeto matematico reta. Eles ja tinham

conhecimento sobre o contetdo abordado na sequéncia. A deciséo pela utilizacdo do
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software GeoGebra teve o propdsito apresentar o contetdo, visto anteriormente, de
maneira diferente daquela usada no primeiro contato com o assunto.

Os resultados obtidos durante a realizacdo da sequéncia de atividades serdo
analisados a partir de dois aspectos: o0 ponto vista matematico e também o ponto de
vista cognitivo. Esses dois pontos de vista serdo verificados a partir da teoria dos
Registros de Representagcdo Semidtica.

Do ponto de vista matematico, o que analisamos é sempre a resolucéo de um
problema dado e, para isso partimos de sua solucdo para explicitar os
diferentes conhecimentos que permitem resolvé-lo. A analise é, portanto
retroativa e propria do problema dado, sem que estejamos seguros de que
ela seja transferida para um problema aparentemente préximo. Do ponto de
vista cognitivo, 0 que analisamos s&0 0s processos que permitem reconhecer
por si sGs os conhecimentos matematicos a serem empregados no quadro do
problema dado, qualquer que ele seja. Pois, ndo serve de nada se lhe
explicarmos a solugéo, se vocé ndo vé como poderia pensar sobre ele. Em
outros termos a questao cognitiva é considerada sobre 0s gestos intelectuais
desenvolvidos no trabalho matematico, antes mesmo que tenhamos a minima
ideia da solucéo procurada. (DUVAL, 2011, p. 41)

Um aspecto diferente levado em consideracdo na elaboracéo da sequéncia de
atividades € a utilizacdo do registro da lingua natural. Apesar de ser um registro
importante para a compreensao e manipulacao dos conceitos em matematica, existe
grande dificuldade por parte dos alunos em realizar conversées que envolvam esse
tipo de registro como apontam varias pesquisas. Duval (2011, p. 125) afirma que
“‘Existe entre a lingua natural e os outros registros uma distancia cognitiva
consideravel [...] E o que torna dificil a conversdo dos enunciados da lingua natural
para representa¢des em outro registro.”

Isso deve-se ao fato de que a conversdo de um registro em lingua natural para
outro tipo de registro qualquer ou vice versa, € um fendmeno de ndo congruéncia, ou
seja, ndo € possivel fazer a conversdo de forma direta, sdo necessarias
representacdes auxiliares de transicédo. Essa dificuldade deve-se ao fato de, no estudo

da matematica, o registro em lingua natural ndo ser bem trabalhado.

E, pode ser, porque tudo foi feito para reduzir o lugar e o papel da lingua
natural no pensamento matematico. O desenvolvimento da I6gica matematica
e das linguagens formais [...] testemunha a pesquisa de uma semiosis que
suprimiria a linguagem natural em favor da linguagem formal. (DUVAL, 2011,
p. 131)
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A escolha do uso de um software para auxilio na aplicacdo da sequéncia de
atividades deve-se ao fato de ser um ambiente novo, tendo em vista o contato anterior
dos alunos com o assunto abordado. O segundo aspecto é de acordo com Duval
(2011, p.137) que os objetos matematicos “[...] tornam-se manipulaveis como objetos
reais.” por meio dos recursos do software, fato impossivel no ambiente de lapis e
papel.

O que deve ser observado nestas atividades néo é fato de o aluno realizar ou
nao os tratamentos e conversdes, por este motivo optou-se pelo uso de um software
gue realizara os tratamentos de maneira instantanea®? e as conversdées de maneira
automatica®®. O que se quer observar é a capacidade dos alunos de manipular o
software e chegar a conclusdes a partir das informacdes apresentadas na tela.

Podemos, entdo, observar que a interface real entre o computador e o
individuo ndo é o que se exibe no monitor, mas o que permite comandar uma
exibicdo, isto €, 0 menu de comando para as instru¢gées. Podemos, entéo,

analisar as tarefas cognitivas requeridas pela utilizac&do de cada software em
funcéo das a¢Bes que seu menu autoriza ou exclui. (DUVAL, 2011, p. 137)

Segundo Duval (2011) as produgbes dos alunos sdo sempre producdes
semidticas e para analise de tais producdes € preciso que sejam levados em
consideracdo no minimo dois registros. Para esta pesquisa, o registro produzido pelos
estudantes para a analise foi em lingua natural, porém dois aspectos desse tipo de
registro foram observados, o escrito e o oral. O registro escrito foi analisado com base
nos protocolos e o registro oral com base nas gravacfes dos didlogos e entrevistas
feitas apds a realizacdo das atividades.

A seguir sdo apresentadas as atividades que compuseram a sequéncia criada,
foram elaboradas pela pesquisadora com a colaboracéo dos colegas do GPEA.

22 Tratamentos instantaneos s&o aqueles comandados pelo aluno mas realizado pelo computador. Critério adotado
pela pesquisadora.

23 Conversdes automaticas sdo aquelas comandadas pelo aluno mas realizada pelo computador. Critério adotado
pela pesquisadora.
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4.2.3.1 Analise a priori da Atividade 1

O primeiro passo antes de iniciar a apresentacéo das atividades € mostra a tela

do GeoGebra.
Figura 16 - Tela do software GeoGebra

Arquive Editar Exibir Opples Femamentas Janela Ajuda -
BARRA DE - .. .- - - — - .- - .- - —

m Al Al sl il -C: x aoc|s=2l 3+ @] _
rERRAMENTAS (I [0l [P et O [L0[LEH [N o (e 02 |
+ Janela de Algetra (& | ¥ Janela de Visualizagho & |

= Ponty 8
4 A=(-244,142)

4 B=(38 28)
= Reta .
4 By = 0.65% %046

0 JANELA DE
JANELA DE ALGEBRA VISUALIZACEO

Rela a Reta AB

Entrada;

CAMPO DE ENTRADA

Fonte: a pesquisadora?*

A primeira atividade foi idealizada para proporcionar aos alunos o
reconhecimento de situacGes nas quais trés pontos estdo alinhados?®. Com o software
GeoGebra aberto foram testados trés pontos alinhados e trés nao alinhados.

Os pontos alinhados e ndo alinhados foram escolhidos aleatoriamente, o Unico
cuidado tomado foi para os numeros representantes das suas coordenadas nao terem
ordem de grandeza elevada.

Desse modo ao digitarem as coordenadas os pontos nao ficariam “escondidos”.
Em seguida os alunos foram instigados a responder algumas questdes com o objetivo
de identificar o significado das informacfes na janela de &lgebra e estabelecer a

relacdo entre essas informacdes observadas e aquelas ja estudadas anteriormente.

24 A figura foi obtida com a abertura do software GeoGebra e a transformagdo em um arquivo de imagem
25 Para designar que trés pontos estdo contidos em uma reta serdo adotadas as notagdes: trés pontos estdo
alinhados e trés pontos séo colineares.
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Em seguida foram realizados uma conversdo e um tratamento por parte dos
alunos para continuarem estabelecendo as relagbes entre o conhecido e 0 novo
observado na tela do computador.

Figura 17 - Atividade 1
ATIVIDADE 1

1 - Abra o software GeoGebra. No campo de 2 - Agora, também no campo de entrada
entrada na parte inferior da tela digite os digite os pontos D=(-2,-1), E=(4,-3) e F=(0,5).

pontos A=(-1,1), B=(1,3) e C=(2,4). Em Em seguida ligue os pontos com o auxilio da

seguida, ligue os pontos com o auxilio da

[N

|
o
1)

localizado na

ferramenta “reta definida por dois pontos” - ferramenta *poligono”-

‘/‘ , localizada na barra de ferramentas.

Os trés pontos que vocé digitou, A, B e C Os pontos D, E e F séo colineares? Por qué?
sdo colineares? Por qué?

barra de ferramentas.

3 - O que aparece na janela de algebra?
4 - De acordo com o que vocé estudou, qual € o método para verificar se trés pontos sao
colineares?

5 - No espaco abaixo use o método que vocé ja estudou para verificar se os trés pontos
estdo alinhados, no caso dos pontos A, B e C. Em seguida use o mesmo processo para D, E
eF.

6 - Compare o método utilizado acima com os elementos que vocé ja observou na janela de
algebra. Qual a sua conclusdo?

Complete:

7 - Trés pontos estéo alinhados se: 8 - Quando trés pontos ndo estéo alinhados:

Para a aquisicao dos objetivos, na questéo 1, foi proposto aos alunos digitarem
os pontos A, B e C fornecidos, em seguida solicitou-se que ligassem os pontos e
observassem as janelas de visualizacdo e de algebra do software GeoGebra. Ao
observa-las espera-se dos alunos a resposta que os trés pontos estdo alinhados, pois
ao liga-los acredita-se ser perceptivel a existéncia de uma reta contendo-os.

Sdo0 esperadas respostas tais como: 0s pontos sdo colineares, 0s pontos
formam uma reta, existe uma reta que passa pelos trés pontos etc. Qualquer uma
dessas respostas é valida para a proposta.

Na questdo 2 pede-se para digitarem novos pontos, D, E e F, também
fornecidos. Ao observarem a janela de visualizagdo verifiguem se estes ndo séo
colineares e confirmem essa percepcao ao liga-los. Quando ligarem os pontos

aparecera natela do computador um triangulo e por isso 0s pontos néo sdo colineares.
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Frases como: os pontos ndo sao colineares, pois ndo formam uma reta; pois
formam um tridngulo; pois ndo existe uma reta que passe pelos trés pontos etc, podem
aparecer nas respostas dadas para a questao 2.

Segundo Duval (2011) representar uma acao que permite substituir uma marca
sem dimenséao pelo continuo visual de uma unidade figural com uma dimensao e
assumir as qualidades visuais de forma é importante e propde-se esse tipo de acéo
nas questdes 1 e 2. Automaticamente ao digitarem as coordenadas dos pontos e
realizarem as acdes o registro grafico servird como revelador em relacéo ao registro
algébrico.

Conseguir observar a coordenacdo existente entre os registros grafico e
algébrico, além de expressar-se com o uso do registro da lingua natural € o esperado
na questao 3.

Relacionar conhecimentos ja estudados anteriormente com as observacdes
feitas nas questbes 1 e 2 é a intencao para a questdo 4. Pretende-se instigar os alunos
a fazerem a relacdo entre as observacdes feitas a partir da tela e o conteudo ja
estudado anteriormente, conforme indica a figura a sequir.

Figura 18 - Tela do software GeoGebra - Atividade 1

eoGeb

Arquive Editar Exibir Opges Ferramentas Janela Ajuda

uuuuuumuumul °

\e / D i
Janela de Algebra b Janela de Visualizagdo
Ponto

@ A=(1,1)
3 B=(1,3)
C=(2,4)
D=172‘—1}

&3

Tridngulo
@ pol =20

Entrada

Fonte: a pesquisadora?é

26 A figura foi obtida pela pesquisadora com a abertura do software GeoGebra e a transformag&o em um arquivo
de imagem.
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Em seguida, na questdo 5, a resolucdo do determinante € esperada para a
verificac@o do resultado. Podem obter zero ou ndo como resposta. A partir dai almeja-
-se comparem os resultados obtidos com as observacdes feitas na etapa anterior.

A resposta esperada na questdo 4 é que para verificar se trés pontos séo
colineares ou ndo, é possivel utilizar o determinante de ordem 3, formado pelas
coordenadas dos trés pontos e uma coluna somente com nimero 1 e ao resolvé-lo,
se o resultado for O (zero) os pontos séo colineares e se for diferente de 0 (zero) néo
sdo colineares. Se responderem apenas enfatizando o uso do determinante € um
indicio que a conexdo esperada foi feita.

Na questéo 5 a utilizacao do determinante para conferir observagdes anteriores
€ a proposta. Neste caso espera-se 0 uso da regra de Sarrus e desse modo sejam
encontrados os resultados 0 (zero) e 40 (quarenta), para os pontos A, B, Ce D, E, F,
respectivamente.

O método para a resolucao do determinante pela regra de Sarrus é esperada,
pois de acordo com o Curriculo do estado de Sdo Paulo (2011) esta € a Unica regra

estudada por eles conforme mostra o quadro a seguir.

Figura 19 - Quadro geral de conteudos referentes a matrizes e determinantes da 22
série do Ensino Médio

Unidade 1 — Matrizes: apresentagio, tipos,
igualdade ¢ operagoes: adigio, subtragio e
multiplicagio por uma constante.

Unidade 2 — Matrizes: diferentes significa-
dos; multiplicagio entre duas matrizes.

Unidade ¥ — Matrizes: operagdes e equagdes
matriciais.

Unidade 4 — Determinantes: wm nimerd
associadoa uma matriz quadrada; método

Unidade 5 — Sistemas Nnears: resolugio
por escalonamen to.

Unidade 6 — Sistemnas lineams: resolugio
por escalonamen to.

Unidade T — Sisternas lincares: discussio de
parimetros.

Unidade ¥ — Problemas resolviveis por in-
termedio de sisternas lincares,

Fonte: Caderno do professor — 22 série do EM — Volume 2 (2013, p. 11)

Apés a resolucdo do determinante, na questdo 6, deseja-se concluirem: se o
resultado do determinante é zero, 0s pontos pertencem a mesma reta e se é diferente

de zero, 0s pontos nao pertencem a mesma reta ou formam um triangulo.
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Para responderem a essa questdo os alunos terdo que estabelecer a relacao
entre os registros grafico e algébrico e ainda terdo que expressar suas conclusdes por
meio do registro da lingua natural. Nesta situacéo a resolucédo do determinante tem
um carater de representacdo auxiliar de transicdo entre as informacdes na tela do
computador, os resultados obtidos no papel e a concluséo expressa no registro da
lingua natural.

O auxilio do software em algumas conversfes e tratamentos sera usado para
os alunos chegarem a conclusdo esperada no decorrer da atividade. Quando a
conversao for realizada pelo computador, adota-se a denominacdo de converséo
automatica e quando o tratamento for realizado pelo computador, adota-se tratamento
instantdneo. Quando a conversao ou tratamento for realizado pelo préprio aluno,
assume-se simplesmente as designacdes conversao e tratamento.

Realizac&o de tratamentos e conversdes nao sao o principal objetivo, para isso
usa-se o recurso do software. A prioridade € a coordenacédo entre os diferentes tipos
de registros de representacdo semiédtica visando a apreensédo do objeto matematico
reta.

A figura a seguir apresenta as conversdes e tratamentos a serem realizadas

com o uso ou nao do software durante a efetivacdo da atividade.

Figura 20 - Possiveis conversdes e tratamentos a serem realizados na Atividade 1
ATIVIDADE 1

Abra o soffware GeoGebra. No Agora, também no campo de entrada

1 - Conversdo automética do registro campo de entrada na parte inferior da | digite os pontos D=(-2.-1), E={4.-3) &

simbélico para o registro grafico ela digite os pontos A=(-1,1), B=(1,3) | F=(D,5). Em seguida ligue os pontos

N

e C=(2 4), Em seguida, ligue os com o auxilic da ferramenta
pontos com o awdlio da ferramenta -
-
“rata dafinida por dois pontos” - “peilgono” - |.* =l localizado na
2 - Tratamenito instantaneo no registro grafico [ - barra de ferramentas.

. localizada na barra de
Os pontos D, E & F sdo colineares?

ferramentas.
Por que?

Os trés pontos que vocé digitou, A, B
e C =30 colineares? Por que?

3 - Conwversdo dos registro algébrico

. . . O gue aparece na janela de algebra?
grafico para o registro em lingua natural q P i 9

De acordo com o que vocé estudou, qual & o método para verificar se trés
pontos =30 colineares?

4 -Comversdo do registro simbalico para Mo espaco abaixo use o método que vocé ja estudou para verificar se os trés
registro algebrico & em seguida tratamento > pontes estiao alinhadoes, no caso dos pontos A B & C. Em seguida use o
no registro algébrico mesmo processo para D, Ee F.

N

Compare o metodo utilizado acima com os elementes que voce ja cbservou
na janela de algebra. Qual a sua conclusdo?

N

5 - Conversdao do registro algébrico para
registro da lingua natural

Complete:

Quando f#res ponfos naoc estiao

Trés pontos estdo alinhados se: :
P alinhados:

Fonte: Figura criada pela pesquisadora
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Em 1 e 2 o aluno néo realiza, porém coordena a acdo de modo que as
conversodes e tratamentos sejam feitos pelo computador. Em 3,4 e 5 o aluno realiza
as conversdes e tratamentos com o uso de papel e lapis.

Deseja-se estabelecerem as conexfes esperadas, pois a utlizacdo do
GeoGebra pode proporcionar o melhor entendimento por tornar visivel e manipulavel
0 objeto matematico reta.

Outro aspecto levado em consideracao é referente ao registro da lingua natural,
a conversao do registro grafico ou do registro algébrico para o registro da lingua
natural ndo é tdo simples, portanto associado ao registro da lingua natural escrito
observa-se também o registro da lingua natural oral, como forma de confirmar ou ndo
as impressdes sobre os escritos.

A sequéncia de atividades privilegia conversdes envolvendo o registro da lingua
natural visto que existe certa dificuldade para a maioria dos alunos. A andlise
matematica associada a analise cognitiva proporciona observar o nivel de apreenséo
dos alunos sobre objeto matematico.

Para os alunos chegarem a conclusdo de que para trés pontos serem
colineares: deve existir uma reta passando pelos trés ao mesmo tempo ou o
determinante de ordem trés formado por suas coordenadas deve ser igual a zero; e
se nao forem colineares: formam um triangulo e o determinante é diferente de zero,
espera-se haver a coordenacao de quatro registros de representacdo semiotica.

O registro da lingua natural € o primeiro a ser trabalhado por meio das
instrucdes e dos enunciados. O registro simbdlico € o segundo e funciona como um
registro de transi¢cao na converséao do registro da lingua natural para o registro grafico.
Deseja-se que a conversao entre esses dois registros seja realizada pelos alunos.

As conversdes do registro simbdlico para o registro grafico e do registro grafico
para o registro algébrico sdo conversdes automaticas, ou seja, realizadas pelo
GeoGebra. Os tratamentos tanto no registro grafico como no registro algébrico séo
tratamentos instantdneos também realizados pelo software. E por fim os alunos
realizam a conversao para o registro da lingua natural novamente. A figura a seguir

apresenta essas conversoes e tratamentos.
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Figura 21 - Conversdes e tratamentos realizados para a conclusao da Atividade 1

O 19;
S ﬁ simbélico ﬂ %

Complete:

1,_ Registro em Trés pontos estédo alinhados se:
lingua natural Quando trés pontos ndo estio alinhados:
"
CO&L 4 — Registro algébrico A ?\S{)\O

% . \\

3 — Registro grafico

Tratamento

instantineo®
Tratamento

instantdneo™

Fonte: Figura criada pela pesquisadora.

Observa-se a dificuldade em percorrer esse caminho, a coordenacdo entre
varios registros € requerida. Para realizar a atividade quatro registros diferentes sédo
utilizados. Paralelo a isso, varios conhecimentos mateméaticos séo necessarios como
alocalizacdo de pontos em um sistema cartesiano ortogonal, a ideia de area, o método
para resolucdo do determinante, a ideia de reta e de triangulo etc. Como o assunto ja
foi estudado, é esperado que o0s alunos consigam percorrer esse caminho e realizar a
atividade. Porém dificuldades de escrita, interpretacdo e pouco conhecimento
matematico podem ocorrer durante a realizacéo da atividade e representar obstaculos

para seu desenvolvimento.

4.2.3.2 Andlise a priori da Atividade 2

Na Atividade 2, o principal objetivo € o trabalho com os coeficientes angular e
linear da equacédo da reta na forma reduzida e o que eles representam. A maneira
como a equacado da reta pode ser escrita também € um aspecto abordado nesta
atividade. Os pontos sao fornecidos pela proposta e foram escolhidos de maneira que
os coeficientes da equacdo da reta que os contém ndo fossem representados por
dizimas periddicas para evitar aproximagoes.

A notacdo utilizada para a representacédo de pontos?’ e de retas foi apresentada
da mesma maneira exibida no software, a fim de n&o causar confusdes referentes a

essa questao.

27 No software GeoGebra os pontos sdo representados da seguinte forma: 4 = (x,y). Adotar-se-4 a mesma
notacéo do software.
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Figura 22 - Atividade 2

ATIVIDADE 2

1 - No campo de entrada, na parte inferior da
tela digite os pontos: A =(-2,5) e B =(2,-2).
Na barra de ferramentas cliqgue em “reta

definida por dois pontos” - |/—, em seguida

cligue sobre o ponto A e sobre o ponto B.

O que aparece na janela de algebra?

2 - Na janela de algebra clique com o botao
direito do mouse sobre a expresséo e
selecione a opgao “equagéo y=ax+b’.

O que aconteceu com a equacao da reta na

janela de algebra? Por qué?

3 - Na janela de visualizacado, o que
aconteceu com a reta que vocé construiu?

Por qué?

4 - Agora vamos variar o ponto B. Digite as
coordenadas dos pontos indicados abaixo no

campo de entrada, em seguida clique sobre a

ferramenta “reta definida por dois pontos” - |£
na barra de ferramentas e construa a reta que
passa pelo ponto A e 0s novos pontos.
Lembre-se de, na janela de algebra, clicar na
opcado “equagdo y=ax+b”. Entdo escreva as
equacdes das retas obtidas abaixo:
a) Digite B_1=(-3,2). Equacéo da reta b:
b) Digite B_2=(-2,-3). Equagéo da reta c:
c) Digite B_3=(0,-5). Equagao da reta d:

5 - As equacdes das retas sao iguais? Qual é

a diferenca entre elas? Por qué?

6 - Na barra de ferramentas selecione a

opgao “mover” - entdo clique sobre o
ponto B, na janela de visualizacéo e
movimente-o. Na janela de algebra, o que
acontece com as equacdes das retas? Por

gue vocé acha que isso acontece?

7 - Agora, na janela de visualizacéo, clique
sobre a reta que passapor AeBe
movimente-a. Na janela de algebra, o que
acontece com as equacgdes das retas? Por

qué?

A partir de suas observacdes, responda:

8 - Ao movimentar o ponto B apenas o0s
coeficientes a e b da primeira equacao da reta

mudaram. Por qué?

9 - Ao movimentar a reta que passa por A e
B os coeficientes a e b de todas as equagbes
das retas na janela de algebra mudaram
exceto em duas delas. Por que vocé acha

gue isso acontece?

10 - Comparando o que ja foi estudado com o
que vocé observou, o que vocé pode concluir
em relacdo aos coeficientes a e b da equacédo
da reta do tipo y=ax+b? O que o coeficiente a
representa na equacéo da reta? E o

coeficiente b?

11 - As equacg0es das retas poderiam ser

escritas de outra maneira? Qual?

12 - Escreva as equac0tes das retas dadas
de outra maneira:
a) Retaa:
b) Reta b:
c) Retac:
d) Retad:

13 - O que vocé pode concluir?
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Na questdo 1, solicita-se digitarem os pontos fornecidos e construirem a reta
gue os contém com o auxilio do software, para essa acao estdo substituindo uma

marca sem dimensao pelo continuo visual da unidade figural de uma dimenséo.

Entre a operacdo de construcdo de um grafico [...] e a operagdo nao
matematica que consiste em ligar os pontos consecutivos assim obtidos pelos
segmentos, existe um SALTO DIMENSIONAL NO CONTINUO VISUAL de
retas e curvas. E em virtude desse salto dimensional que os gréaficos
cartesianos tornam-se um sistema semiotico produtor, ou criador, de novas
representacdes [..] Ele possibilita efetuar sobre o continuo visual as
operacdes que ndo sdo possiveis com os pontos, tdo numerosos que eles
sdo. (DUVAL, 2011, p. 108)

Na questdo 2, pede-se para comandarem a acdo de modo a realizar um
tratamento instantdneo na equacdo da reta construida. Ao digitarem os pontos, a
equacao da reta aparece naforma ax + by = c e neste caso a intencao seria trabalhar
com a equacédo na forma y = ax + b.

A solicitacdo em alterar a forma como a equacao € apresentada da-se pelo fato
do interesse em relacdo ao estudo dos coeficientes angular e linear da equacéao, por
outro lado a outra forma como a equacao é apresentada ndo € a forma geral, também
adequada ao objetivo.

Na questdo 3 pede-se apenas para observarem a mudanca na forma como a
equacao é apresentada, e essa mudanca nao altera a reta representada graficamente.
Na questéo 4, sao fornecidos trés pontos e solicita-se a construcéo de trés novas retas
passando pelo ponto A e pelos novos pontos Bi, B2 e Bs. Ainda nessa questdo os
alunos devem comandar a ag&o para a realizacdo de um tratamento instantdneo nas
equacdes das retas apresentadas e em seguida copia-las da janela de algebra do
software para o papel.

E chamada a atenc&o, na questdo 5, para a distin¢éo entre os coeficientes das
equacdes e consequentemente a diferenca entre as posicdes em relacdo aos eixos x
e y. Respostas como: as retas sdo diferentes, pois os coeficientes de suas equacgdes
sao diferentes ou as retas séo diferentes, porque a posi¢céo dos pontos sao diferentes
podem aparecer.

Solicita-se, nas questdes 6 e 7, realizarem o movimento com o auxilio de uma
ferramenta do software e enquanto estejam realizando o movimento observem a
equacao da reta. Primeiro pede-se movimentarem seja somente do ponto B em

seguida o movimento deve ser da reta que passa pelos pontos A e B.
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Ao movimentar apenas o ponto B a posicao da reta em relacéo aos eixos x e y
muda, ou seja, o angulo de inclinacdo em relacdo ao eixo x, e a ordenada do ponto
onde a reta cruza o eixo y também se altera. Isso ocorre porque o ponto A permanece
fixo e o ponto B tem sua localizac&o alterada de modo a reta movimentar-se em torno
desse do ponto A. Ao movimentar a reta que passa A e B, ndo h4 mais um ponto fixo,
logo os dois pontos tém suas localiza¢gBes alteradas, porém a inclinacao da reta, passa
por eles, em relagdo ao eixo x permanece igual, porém a ordenada do ponto no qual

a reta cruza o eixo y muda. Conforme mostra a figura a seguir?.

Figura 23 - Tela do software GeoGebra - Atividade 2

7 GeoGebra » —— - ==

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

IDDB@DD 0%

» Janela de Algebra [x] | » Janela de Visualizagdo o %
= Ponto

J A=(-2.9,-2.56)

J B=(1.12,3.86)
o B,=(3,2)
3 B,=(2,3)

5 B,=(0,5

= Reta
J a:-6.42x +4.02y=8.33
J b:4.56x+0.1y=-13.48
s c:-0.44x -09y=3.58
J d:-244x-29y=145

Entrada:

Fonte: Figura feita pela pesquisadora com 0 uso do software GeoGebra

Coordenar os registros grafico e algébrico € o principal objetivo nessas
guestdes, a0 movimentar a reta ha uma alteracao nos coeficientes de sua equacao
conforme o movimento. Como o software apresenta as duas janelas, de visualizacao

e de algebra ao mesmo tempo é possivel verificar o acontecimento em uma ao
modificar a outra.

28 As marcagfes em azul claro indicam o movimento da reta AB, as marcagdes em azul escuro indicam o
movimento da reta AB, quando movimentado o ponto B. As marcagdes em vermelho indicam o movimento do
ponto B nas duas situagdes.
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Nas questbes 8,9,10 e 11 espera-se conseguirem coordenar os registro grafico
e algébrico para realizarem a conversdo para o registro da lingua natural de a
expressarem-se de maneira clara.

Espera-se responderem que o coeficiente a é denominado coeficiente angular
e representa a tangente trigpnométrica do angulo de inclinagédo da reta com o eixo x
e o coeficiente b representa a ordenada do ponto no qual a reta cruza o eixo y
denominado coeficiente linear.

Denominacgdes como coeficiente angular e linear podem néo estar explicitas no
registro por parte dos alunos. O registro feito por eles pode nao explicitar termos como
a tangente trigonométrica e a ordenada sejam ocultados e isso podera revelar o ndo
estabelecimento de alguns conceitos.

As questbes 12 e 13 chamam a atencéo para o fato de a equacao da reta poder
ser escrita de diversas formas, a intencdo é chamar a atencé@o e nao privilegiar um
determinado tipo de equac&o. Nos encaminhamentos para o ensino da geometria
analitica do Curriculo do estado de Sao Paulo (2011) o trabalho com a equacéo da
reta deve privilegiar o significado dos coeficientes e ndo as varias formas de equacao
da reta.

Todas as conversdes sdo automaticas e os tratamentos sdo instantaneos, ou
seja, nao foi solicitado aos alunos realizarem tais acdes. A pretensdo desta atividade
€ realmente a coordenacdo entre os diferentes registros e a Unica conversao solicitada
foi dos registros gréafico e algébrico para o registro da lingua natural, como forma de
expressar as observagoes feitas no desenvolvimento da atividade.

Independentemente de serem usados recursos do software para a efetivacao
desta atividade, o desenvolvimento cognitivo necessario para a sua realizacao € alto.
Quatro registros de representacédo estao presentes de modo a serem coordenados:

0s registros da lingua natural, simbdlico, grafico e algébrico.

4.2.3.3 Analise a priori da Atividade 3

A terceira atividade trata da posicdo relativa entre duas retas no plano
cartesiano e é constituida de duas partes.

Em sua primeira parte € constituida de seis questdes. A primeira delas

apresenta as equacdes de cinco retas todas escritas ha mesma forma exceto a ultima.
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Esta é proporcional a terceira e implica no fato de as retas serem paralelas
coincidentes. O fato de a Ultima equacdo estar escrita de maneira diferente foi
pensado de maneira a chamar a atencado dos alunos para as diferentes formas de
escrita de uma mesma equacéao e o fato de coeficiente angular s6 estar aparente em
equacdes na forma reduzida. A questdo seguinte sobre a posicao relativa entre as
retas visa chamar a atencao para o que ja fora observado na Atividade 2 a respeito
do coeficiente angular e consequentemente indicar a posi¢cao da reta em relacdo aos
eixos x e y.

O planejamento das questbes seguintes foi pensado para os alunos
observarem os registros grafico e algébrico e coordenarem-os de modo a perceber
gue quando as retas sao paralelas os coeficientes angulares séo iguais e os lineares
sédo diferentes e quando coeficientes angulares e lineares séo iguais as retas sao
paralelas e coincidentes. Outro aspecto a ser ressaltado é, as retas paralelas nao
possuirem nenhum ponto de interseccao.

A segunda parte da Atividade 3 foi idealizada de maneira a trabalhar a
concorréncia entre retas. Nesta atividade n&do serdo tratados casos particulares de
concorréncia como por exemplo o perpendicularismo entre duas retas.

Na questado 1 sdo fornecidas cinco equacdes de retas todas na forma reduzida,
esta foi a forma trabalhada nas atividades anteriores, e 0s alunos sdo orientados a
digitad-las, movimentar as retas, observar as alteracdes e chegar a conclusdo de que
duas retas sdo concorrentes se 0s coeficientes angulares séo diferentes.

Em seguida apresenta-se uma atividade de tratamento no registro algébrico,
pois duas retas concorrentes possuem um ponto de interseccéo, de modo que o ponto
seja encontrado sem o auxilio dos recursos do software. E a proposta é para os
alunos utilizarem o software apenas para conferir se as coordenadas do ponto
encontrado estdo corretas. Em seguida pede-se aos alunos descreverem como
fizeram para encontrar o ponto de interseccéo e suas coordenadas com a utilizacao

do software.



Figura 24 - Atividade 3
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ATIVIDADE 3

PARTE 1

PARTE 2

1 - No campo de entrada digite as equacdes

das retas abaixo:

a) y=2x+2
b) y =2x-2
C) y=2x+5
d y = 2x

e) 3y=6x+15

Qual é a posicéao relativa entre as retas? Por

qué?

1 - No campo de entrada digite as equacdes

das retas abaixo:

a) y =3x+2
b) y = -2x-2
c) y=x+1
d y = 2x

e) y=05x-1

Qual é a posicéao relativa entre as retas? Por

qué?

2 - Quantas equac0es de retas vocé observa
na janela de algebra? Quantas retas vocé

observa na janela de visualizacéo? Por qué?

2 - Na barra de ferramentas, clique sobre a

ferramenta “mover” - , a seguir clique
sobre cada uma das retas e movimente-as.

A posigéo relativa entre as retas se altera?

3 - Na barra de ferramentas, clique sobre a
ferramenta “mover” - em seguida clique
sobre cada uma das retas e movimente-as.

A posicéo relativa entre as retas altera-se?

3 - Existe alguma maneira de identificar a

posicdo relativa entre as retas apenas

observando suas equacdes? Qual?

4 - E na janela de éalgebra em relacdo as
equagOes das retas, ha alguma alteracdo em

seus coeficientes?

4 - O que vocé pode concluir?

5 - Existe alguma maneira de identificar a

posicdo relativa entre as retas apenas

observando suas equacdes? Qual?

5 - Complete:
As retas sdo paralelas distintas se:

As retas sdo paralelas coincidentes se:

As retas sdo concorrentes se:

6 - O que vocé pode concluir?

Vocé ja percebeu que quando duas retas sdo concorrentes existe um ponto em comum entre

elas. Dadas as equacgfes das retas:

a) y=x+1

b)y = 2x-1

Encontre o ponto em comum entre as retas no espaco abaixo sem o auxilio do software

GeoGebra. Depois, confira as coordenadas do ponto que vocé encontrou utilizando o

software.

Descreva como vocé fez para encontrar esse ponto utilizando o software GeoGebra.
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A Atividade 3 foi planejada de modo que as conversfes sejam automaticas e
0s tratamentos sejam instantaneos para focar apenas na observacéo e coordenacao
dos registros envolvidos. Nesta atividade as conversdes envolvendo o registro da
lingua natural séo o foco do trabalho. Somente na parte final da atividade os alunos
deveriam realizar um tratamento no registro algébrico ao resolverem o sistema de
equacdes formado pelas equacdes das duas retas concorrentes.

Resolver esse sistema podera ser feito de acordo com o método que os alunos
julgarem conveniente, método da adicdo, método da substituicdo ou escalonamento.
Em seguida séo orientados a descrever como utilizaram os recursos do software para
conferir o que foi feito com o uso de Iapis e papel.

Existem ferramentas do GeoGebra para a conferéncia de maneira mais
simples, sédo elas: digitar no campo de entrada as equacfes das duas retas e
selecionar na barra de ferramentas a opgao “intersecg¢ao entre dois objetos”, na janela
de algebra as coordenadas do ponto aparecerdo e devem ser exatamente iguais
aquelas encontradas por meio da resolucdo do sistema de equacdes. Outra opcéo
seria digitar no campo de entrada do software as coordenadas do ponto obtido e
verificar se esse ponto esta exatamente no encontro entre as retas.

As atividades 1, 2 e 3 prop6em uma abordagem diferente da tradicional para o
estudo da reta em geometria analitica, as atividades visam a coordenacdo entre
quatro registros de representacao semiética. O registro da lingua natural € o primeiro
apresentado nos enunciados. O registro simbodlico funciona aqui como uma
representacao auxiliar de transicéo devido ao fato de a converséo do registro da lingua
natural para qualquer outro registro ndo ocorre de forma direta. Ao digitarem
coordenadas de pontos ou equacdes ocorre a conversdo automatica para o registro
grafico e automaticamente o registro algébrico também é revelado.

Os registros grafico e algébrico complementam-se, devido a existéncia da
coordenacao entre eles de maneira que um pode ajudar a revelar aspectos do outro,
por isso sao solicitadas a¢cdes que permitem que os alunos comandem os tratamentos
instantaneos e conversdes automaticas para focar totalmente na analise dos dois
registros.

A partir das observagdes os alunos sao instigados a chegar a algumas
conclusbes para comprovar, ou ndo, se conseguiram realizar a coordenagao entre 0s

registros e essas conclusdes sdo expressas em lingua natural.
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Desse modo percebe-se a coordenacdo entre os registros de maneira ciclica,
ou seja, parte-se do registro da lingua natural em seguida os registros simbalico,
grafico e algébrico sao utilizados e volta-se ao registro da lingua natural, conforme

indicado na figura a seguir.

Figura 25 - Conversdes e tratamentos realizados nas atividades 1,2 e 3

o
‘o 2 — Registro /PPQ?
@Q ﬁ simbélico ﬂ 6:?‘0
1 — Registro em
lingua natural
Q L — Registro algébri A
QO\‘\

v
6&40

3 — Registro grafico

Tratamento

instantineo®
Tratamento

instantineo*

Fonte: Figura criada pela pesquisadora.

Esse ndo € um caminho simples a ser percorrido, pois em termos cognitivos
para o aluno chegar a conclusdo esperada varios conhecimentos devem estar bem
consolidados e a capacidade de estabelecer essas relacdes € condicdo necessaria
para isso.

Utilizar o software GeoGebra foi pensado propositalmente para o foco do
trabalho ser apenas na coordenacéo dos registros e néo na realizacéo de tratamentos
e conversoes.

Relacionar as atividades e o0 assunto, ja estudado, € a pretenséo e espera-se
dos alunos nao terem grandes dificuldades em estabelecer essa conexao. Apesar do
fato de os alunos ja terem tido contato com o assunto ndo é possivel garantir a
apreensao de tais nocdes. Assim existe um segundo objetivo para esta sequéncia de
atividades, caso os alunos ndo tenham apreendido essas nocdes, terdo a
possibilidade de fazé-lo durante o processo de resolucdo das atividades dessa

sequéncia.
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4.2.3.4 Analise a priori da Atividade 4

Atividade denominada 4 tem como objetivo utilizar os conceitos relembrados
ou apreendidos nas atividades 1,2 e 3 para uma aplicacéo pratica. Esse enunciado foi
retirado da colecdo Fundamentos da Matematica Elementar, mais precisamente do
volume 7 de Gelson lezzi (2005) e trata especificamente de geometria analitica. E
uma questdo de vestibular adaptada para ser resolvida com a utilizacéo do software
GeoGebra. A guestdo era de mdultipla escolha que foi alterada para uma questao
discursiva, na qual os alunos eram instigados a responder com base na analise e
comparacao das situacdes anteriores com a atual. Conforme indica a figura a seguir.

Figura 26 - Atividade 4
ATIVIDADE 4

Leia a questéo abaixo e utilize o software GeoGebra para resolvé-la.
A promocao de uma mercadoria em um supermercado esta representada, no gréafico
a seguir, por 6 pontos de uma mesma reta:

A valorde compra (em reais)

150 F---- -

50 - -

P Y S S,

20 30 quantidade de
unidades compradas

1 - Se uma pessoa comprar 20 unidades dessa mercadoria, na promogao, pagara
gquanto por unidade em reais?

2 - Qual é a equacéo da reta que contém os seis pontos representados?

3 - Se uma pessoa gastou R$ 70,00, quantas unidades dessa mercadoria, ha
promocao, essa pessoa comprou?

4 - Descreva como vocé utilizou o software GeoGebra para resolver a situacéo
proposta.
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Nesta atividade os alunos precisam utilizar o software GeoGebra para facilitar
a resolucéo da situacéo proposta. E apresentado um grafico no qual alguns pontos
estdo representados.

O primeiro passo para a resolucdo seria identificar as coordenadas de dois
pontos do grafico e digitd-las no campo de entrada do software GeoGebra. O segundo
passo seria construir uma reta pelos dois pontos. Apesar de a situagdo nao ser
representada por uma reta, é possivel utilizar o conceito de reta tanto no registro
grafico como no registro algébrico para encontrar o solicitado. A solucdo para a
atividade pode ser feita com a utilizagdo dos conhecimentos a respeito da reta apesar
de a reta ndo ser o objeto mateméatico para representa-la.

A primeira questdo pode ser respondida com o uso da equacdo da reta,
apresentada na janela de algebra, substituindo o valor 20 no lugar de x. Seria possivel
também digitar o ponto de coordenadas (20,0) e construir uma reta perpendicular ao
eixo x passando por esse ponto. O ponto de encontro entre essa reta e a primeira reta
gue passava pelos pontos digitados inicialmente tera a ordenada igual ao valor pago
por uma pessoa que comprar 20 unidades do produto.

Para responder a segunda questdo basta observar a equacdo da reta,
construida logo no inicio, na janela de algebra. A terceira questéo pode ser respondida
a partir de um processo muito parecido com o da primeira, ou o0 aluno utiliza a equacao
da reta e substitui o valor pago (R$ 70,00) no lugar de y. Ou ainda, utiliza a opcao da
construcdo de uma reta perpendicular a y, resultando no fato de o ponto de encontro
entre a primeira reta e a reta construida perpendicularmente ao eixo y ser o ponto
procurado.

Esta atividade € interessante, nela os alunos poderdo vivenciar uma situacao
na qual as nogdes estudadas podem ser aplicadas em uma situagéo que poderia ser
real. Espera-se com essa atividade que os alunos ndo tenham dificuldades para
resolvé-la, pois ja tiveram contato com o assunto equacéo da reta ou anteriormente

ou durante a resolucéo das atividades da sequéncia de atividades.
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CAPITULO 5

5.1 Caracterizacao dos sujeitos de pesquisa

A escola na qual a pesquisa foi realizada fica localizada na zona sul da cidade
de Sao Paulo. Pertence a rede estadual de ensino de S&o Paulo.

Seu espaco fisico compreende 12 salas de aula, uma biblioteca, além das salas
de video e informética. Funciona em trés periodos: manha, tarde e noite. Os periodos
da manha e da noite atendem a alunos das trés séries do EM. A noite séo seis salas
de EM Regular e cinco salas de EM na modalidade EJA (Educacdo de Jovens e
Adultos). Em 2013 ha uma sala ociosa neste periodo. Pela manha ha uma sala de 9°
ano do EF Il e as demais sdo ocupados pelo EM com 5 primeiras, 3 segundas e 3
terceiras séries. No periodo da tarde todas as salas sdo ocupadas pelo EF Il com trés
salas de cada ano.

Os alunos das salas das 32 séries do periodo da manhd, em sua maioria,
estudaram nesta escola desde o EF Il, portanto ja estdo bem familiarizados com a
mesma. O conteldo referente a esta série ndo foi iniciado de imediato no inicio do ano
letivo.

Foram realizadas algumas atividades nas quais o0s alunos deveriam reconhecer
e aplicar conceitos e conteudos de séries anteriores como: 0 conceito de funcéo,
conceitos referentes a geometria, probabilidades etc. Com estas atividades pretendia-
-se fazer um diagnostico de quais assuntos tinham conhecimento para iniciar o estudo
da geometria analitica.

Uma prova diagnostica com o mesmo objetivo de verificacdo de habilidades foi
enviada para a escola pela Secretaria de Estado da Educacdo (SEE-SP). Os
resultados dessa prova mostraram a dificuldade da maioria dos alunos em algumas
habilidades, a partir de entdo decidiu-se iniciar o primeiro bimestre com alguns
conceitos néo interiorizados pelos alunos e constatados na avaliagéo.

Notou-se grande dificuldade em conceitos como a localizacdo de pontos em

um sistema de coordenadas cartesianas, a resolucéo de equacgdes de primeiro grau,
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a construcdo de um grafico, enfim conceitos essenciais para o estudo da geometria
analitica.

Devido ao pouco tempo néo era possivel deter-se em uma longa revisao, entao
optou-se por antes de iniciar cada topico, uma retomada de conceitos necessarios
para o estudo daquele assunto novo seria feita.

No més de marco de 2013, iniciei o estudo da geometria analitica com a
localizac&o de pontos em sistema cartesiano ortogonal plano, em seguida distancia
entre dois pontos, coordenadas do ponto médio e condi¢cBes de alinhamento de trés
pontos. Com esses assuntos de maneira geral os alunos ndo tiveram muitos
problemas.

As aulas eram sempre expositivas, com explicacdo de conceitos e
demonstracdes das formulas. Apos as explicacdes os alunos eram orientados a fazer
alguns exercicios retirados do livro didatico adotado pela escola. O livro adotado é da
Colecao Novo Olhar, volume 3 de Joamir de Souza.

Em determinadas ocasies exercicios de vestibulares ou do ENEM?® também
eram trabalhados. Apds a resolucdo dos exercicios era feita a correcdo daqueles
exercicios que os alunos apresentassem maior dificuldade. O mesmo processo seguiu
para os conceitos de coeficiente angular e equacgao da reta.

A escola possui varios projetos desenvolvidos ao longo do ano. Até o fim do
primeiro semestre houve varias interrupcdes no contetdo para o desenvolvimento
desses projetos. Posso citar como exemplos: Projeto Leitura, Mostra Cientifica,
Olimpiada de Matemética etc. O fato de existirem tantos projetos, algumas vezes
contribui para reduzir a quantidade de aulas refletindo no desenvolvimento do
conteudo previsto no Curriculo (2011).

Devido a essas interrupcdes e a quantidade de aulas reduzida, o estudo da reta
foi iniciado pouco antes das férias escolares de julho, e esse fato tirou um pouco do
foco dos alunos em relagcédo a esse assunto. O estudo da reta foi retomado apds o
periodo de férias, durante aproximadamente quinze dias do més de agosto de 2013.

Avaliacoes realizadas nesse periodo consistiam em provas, atividades de casa

e em sala de aula. As atividades poderiam ser individuais ou em grupo.

29 ENEM -Exame Nacional do Ensino Médio. Criado em 1998 com o objetivo de avaliar o estudante ao fim da
escolaridade béasica. Podem participar os alunos concluintes e os alunos que ja concluiram o ensino médio. Hoje
este exame também é utilizado como critério de sele¢&o para ingresso no ensino superior e para aqueles alunos
que pretendem concorrer a uma bolsa de estudos oferecida pelo governo federal do Brasil. Disponivel em:
http://portal.inep.gov.br/web/enem/sobre-o-enem.
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Nao é muito facil identificar as dificuldades de cada aluno individualmente, pois
as salas tém em média 40 a 42 alunos. Porém é possivel identificar dificuldades mais
gerais em relacéo as turmas. Essas dificuldades séo apresentadas a seguir.

e Realizacdo de operagbes bésicas para a resolugcdo de equacgdes ou
simplificagdo das mesmas;

e Identificacdo de propriedades das figuras geométricas;

e Interpretacéo dos enunciados;

e Dificuldade com relac&o a descricdo e justificacdo de procedimentos adotados
de forma escrita;

e Dificuldade em relacionar diferentes formas de representacdo de um mesmo
objeto;

Todas dificuldades identificadas ndo sdo muito diferentes daquelas apontadas
pelas pesquisas como declara Hajnal (2007, p.17) “[...] a maioria dos alunos nao
conseguiu justificar suas respostas ou apresentaram respostas totalmente empiricas
sem nenhuma informacgao pertinente.”

Varella (2010, p. 27) afirma que os alunos apresentam “...] falhas no
reconhecimento e aplicacdo de propriedades das figuras planas, [...] interpretacéo
incorreta de um problema ou mesmo a falta de coordenagéo de mais de um registro
de representacgao [...]".

Ao refletir a respeito de todos esses aspectos levantados em conjunto com o0s
estudos sobre a teoria, analise dos documentos oficiais e revisdo bibliografica
construiu-se uma sequéncia de atividades e acredita-se poder auxiliar no diagndstico

de tais dificuldades.

5.2 Experimentacéo — A aplicacdo da sequéncia de atividades

Apés a elaboracdo da sequéncia de atividades partiu-se para a proxima fase
da engenharia didatica, a experimentagcdo. Nesta fase a sequéncia desenvolvida foi
aplicada aos alunos com a finalidade de verificar os possiveis resultados apontados
na analise a priori.

O publico alvo dessa sequéncia de atividades s&o os alunos da 32 série do EM.
O motivo para a escolha dos alunos desta série ocorreu pelo fato deles ja terem tido

contato com o assunto.
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O objetivo era verificar se a utilizacdo de um software como o GeoGebra
poderia auxiliar na apreensao do objeto matemaético.

Para a experimentacéo foram convidados dez alunos das trés salas do periodo
da manha da 32 série do EM. O dia marcado para a experimentacéao foi 27 de setembro
de 2013, uma sexta-feira, no periodo da manhd. Foram convidados dez alunos,
escolhidos de maneira aleatoria de acordo com o interesse apresentado por eles. Dos
dez alunos convidados apenas seis compareceram. Os seis alunos foram agrupados
em trés duplas para a realizacdo da sequéncia de atividades.

A primeira intencdo era utilizar os computadores da sala de informatica da
escola, porém alguns problemas apareceram. Esta escola faz parte do Programa
Acessa Escola®, por este motivo os computadores da sala de informatica sé podem
ser utilizados com o0 uso de uma senha e esta fica em posse apenas do aluno que
trabalha nesta sala como estagiario. O aluno que trabalhava na sala de informatica,
no periodo da manha, pediu o seu desligamento, logo ndo foi possivel utilizar os
computadores da sala de informatica, pois ndo tinhamos acesso, devido a falta da
senha.

Realizar as atividades s6 foi possivel pois como forma de solucionar o problema
utilizaram-se notebooks levados pela pesquisadora. No dia marcado foram levados
trés notebooks, como apenas seis alunos, dos dez convidados, compareceram a
guantidade foi suficiente, pois eram trés duplas. A primeira atitude foi encontrar uma
sala ociosa para a realizacdo das atividades, a melhor opcéo foi a prépria sala de
informatica apesar de ndo utilizar seus computadores.

Depois de estabelecer o local adequado, explicou-se o objetivo da pesquisa, e
como seria a participacao dos alunos. Esclareceu-se ndo haver nenhum risco para a
participacdo do projeto de pesquisa. O termo de consentimento livre e esclarecidos?,
gue permite a utilizacdo da producéo dos alunos para fins de pesquisa, devidamente
assinado pelos pais, foi recolhido.

30 AcessaEscola, um programa do Governo do Estado de S&o Paulo, desenvolvido pela Secretarias de Estado da
Educacéo, sob a coordenagdo da Fundacéo para o Desenvolvimento da Educacéo (FDE), tem por objetivo
promover a inclusao digital e social dos alunos, professores e funcionarios das escolas da rede publica estadual.
Por meio da Internet, ele possibilita aos usuarios o acesso as tecnologias da informacdo e comunicacgao para a
construgdo do conhecimento e o fortalecimento social da equipe escolar. Disponivel em:
http://acessaescola.fde.sp.gov.br/Public/Conteudo.aspx?idmenu=11.

31 O termo de consentimento livre e esclarecido (TCLE) é apresentado no Anexo |I.



110

Logo apoOs a explicacao introdutéria, iniciou-se a apresentacdo do software
GeoGebra aos alunos. Foram mostradas opc¢des de ferramentas contidas na barra de
ferramentas e como utiliza-las, foram mostradas praticamente todas, com énfase
naguelas mais utilizadas para a realizacdo da sequéncia de atividades. Em seguida
os alunos puderam explorar o software por mais ou menos vinte minutos.

Para o encontro da sala, explicacdo dos objetivos da pesquisa e a
familiarizagcdo com o software foi gasta aproximadamente uma hora e trinta minutos.

Assim a sequéncia de atividades foi iniciada as 8h30min. Para a realizacdo da
Atividade 1, foram gastos aproximadamente 40 minutos. Os alunos desenvolveram
esta atividade com relativa facilidade tanto no uso do software quanto as questdes
propostas.

Todas as duplas iniciaram a Atividade 2 aproximadamente as 9h10min, o
desenvolvimento dessa atividade também transcorreu sem maiores problemas. O
tempo gasto também foi de aproximadamente 40 minutos. Apés o término foi feito um
intervalo de aproximadamente 20 minutos.

Foram reiniciadas as atividades as 10h10min com a parte 1 da Atividade 3. Esta
proposta foi um pouco mais trabalhosa por ser composta de duas partes. Para a
realizacdo desta atividade gastou-se aproximadamente 1 hora e 10 minutos. Em
relacdo a parte 1 desta atividade os alunos conseguiram concluir o que foi pedido,
apesar de dedicarem um tempo maior as discussdes e observacdes sobre as retas e
suas equacoes.

Houve um pouco mais de demora para a segunda parte da Atividade 3, os
alunos conseguiram concluir rapidamente que as retas eram concorrentes, mas
chegar a conclusao de que o ponto de interseccao entre as retas pode ser encontrado
pela resolucdo do sistema formado pelas equacdes das retas concorrentes foi um
pouco mais trabalhoso. Algumas intervencdes foram feitas devido as duvidas surgidas
durante as discussoes.

As trés duplas conseguiram realizar as atividades 1, 2 e 3, duas mais
rapidamente e uma dupla com um pouco mais de dificuldade, porém todas
conseguiram.

A Atividade 4 foi iniciada por volta de 11h40min. Os alunos realizaram esta
proposta com a ajuda das ferramentas do software GeoGebra.



111

Esta atividade foi desenvolvida por mais ou menos 50 minutos. Portanto as
atividades encerraram-se aproximadamente as 12h30min.

Percebeu-se grande satisfacdo por parte dos alunos em relacdo as atividades
e ao software, foram feitos comentarios sobre o fato de poder movimentar as retas
construidas e com esse recurso as noc¢des ja vistas anteriormente ficararem mais
claras. De maneira geral, o encontro foi muito proveitoso e notou-se nos alunos maior

motivacao.

5.3 Analise a posteriori da sequéncia de atividades aplicada

A sequéncia de atividades foi aplicada para alunos da 32 série do EM. Os
participantes ja tiveram contato com o assunto no inicio do ano de 2013. Trés duplas
participaram do projeto e foram chamadas de dupla 1, dupla 2 e dupla 3. A dupla 1
era composta pelos alunos 1 e 2, a dupla 2 era composta pelos alunos 3 e 4 e a dupla
3 pelos alunos 5 e 6. As atividades foram desenvolvidas sem a interferéncia da
pesquisadora, caracterizando assim uma sequéncia de atividades adidatica®.

No decorrer da execucdo das questdes pertencentes a sequéncia, o audio foi
gravado apenas da dupla 3, porém foi feita entrevista com as duplas 1 e 2 para ter
uma ideia clara do que realmente queriam dizer com as respostas escritas no papel.
Esta foi a opg¢éo para existir mais de um registro em lingua natural, ou seja, o escrito
e o oral.

O assunto tratado na sequéncia € a reta enfatizando quatro registros de
representacdo semiotica. Para o seu desenvolvimento espera-se dos alunos
conseguir coordenar os diferentes registros. Os registros a serem coordenados sao:
registro da lingua natural, registro simbodlico, registro gréafico e registro algébrico. Aqui
o registro simbdlico funcionara como uma representacéo auxiliar de transicdo para

conversoes ndo realizadas de forma direta.

32 Segundo Brousseau (2008) uma situacdo adidatica é aquela que ndo tem a interferéncia do professor no
momento em que esta sendo realizada, é comandada exclusivamente pelo aluno.
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5.3.1 Analise das questdes respondidas antes da realizacdo da sequéncia

de atividades

Em complemento as atividades foram feitas a

desenvolvimento delas. Outro aspecto a destacar-se é a experiéncia dos alunos com

0 computador para estimar como sera a relacao deles
Na primeira questao perguntou-se se lembrava

e as respostas dadas sao apresentadas a seguir.

Quadro 1 - Protocolo das trés duplas para as questde
das Atividades - 1

lgumas perguntas relativas ao
conhecimento dos alunos sobre o assunto e as suas expectativas sobre o

com o software.

m do assunto equagéao da reta

S pessoais respondidas antes

Vocé ja teve contato com 0 assunto equacao da reta, nas aulas de matematica,

do sobre esse assunto?

neste ano de 2013. O que vocé lembra de ter estuda

—

Dupla 1

+

Dupla 2

AL

Dupla 3
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Quadro 2 - Protocolo das trés duplas para as questdes pessoais respondidas antes
das Atividades - 2

Quiais dificuldades vocé teve durante o estudo desse assunto?
\ :‘n’ i Loy (r { \ A A t
: ; .
..,_ \ £ k ot £ A
Dupla 1 N L i
=, d | 7 |
1 4 { ,:. - L LA e
A formocde dis Ssterms I..'rr-'. res £ o Verhopcog oo resduca
Dupla 2 o ! s 5. :
CE.SBE ! L €
} Y T-‘ 1 ! | X |
et o 1 Ock ¥ 1 £ ) -4 A
A 1(4 " XA Y £ ¥ A
Dupla 3 [ ¥ v oandhev edenduds Ne/  tmlaie Bl
( faco L Grnps vt O e’
's U A O !_ C i
i ) ol I L

Quadro 3 - Protocolo das trés duplas para as questdes pessoais respondidas antes
das Atividades - 3°3

Vocé usa o computador com muita frequéncia? Para qual finalidade?
o1 e Jonene  1thgiluna / 4
Dupla 1 - 1:_\_\ 0 A ket -.l b
e ol b~ B .
Dupla 2 Swm oot Uedulhos O CILMES | s oS oot ot mGRum e
upla . , J
P A e | Ly -‘_':!"I'J- EyTED -
|
"II.-'ll'I '].'.._ CA AL .;._x I-'«. £ LA I Ll = -
Dupla 3 LAhaaeh Ok O s L AL (LSRN =]
@ B I
A L '_LI;'. 4 1

Na primeira questdo observa-se que o0s alunos ja tiveram contato com o
assunto, mas nao recordam de tudo ja estudado. Foram mencionadas retas e
segmentos de reta, equacdes e também foi feita referéncia as posicdes relativas entre
as retas.

De acordo com as respostas dadas verifica-se que as duplas 1 e 3
mencionaram assuntos estudados e referem-se exclusivamente a reta, mas a dupla 2
apresentou varios outros topicos pertencentes a geometria analitica, porém ndo séo

especificamente sobre o estudo da reta.

33 A fonte dos quadros 1, 2 e 3 s&o os protocolos das trés duplas.
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Na segunda questdo apontam a maior dificuldade em relagdo aos
conhecimentos prévios, por exemplo resolucdo de equacgles, propriedades das
figuras geométricas etc.

A dupla 1 ndo explicitou de forma clara quais foram suas principais dificuldades,

por isso foram questionados e as respostas sdo apresentadas a seguir.

Aluno 1: “Acho que a dificuldade é quando a gente tem que usar tudo, a gente se confunde,
na hora de calcular, quando a gente tem que fazer muito cdlculo de uma vez, ai tem que
calcular por exemplo, sei ld, os pontos, o baricentro, as medianas, ai vocé tem que juntar
tudo de uma vez e calcular.”

Pesquisadora: “Mas é com o cdlculo ou com o conceito referente a geometria analitica?”
Aluno 2: “Com o cdlculo.”

Aluno 1: “Com o cdlculo, a gente entende o que tem que fazer mas na hora de misturar tudo

confunde.”

Na terceira questao os alunos mostram ter conhecimento em relacéo ao uso do
computador. Apontam usarem o computador com frequéncia tanto para o trabalho
guanto para estudo, além de utiliza-lo para o lazer.

Quando referiram-se a lazer, as trés duplas mencionaram a utilizacao de redes
sociais, jogos e musicas como principais atividades, porém as redes sociais sdo a
primeira atividade a ser lembrada por eles e é possivel comprovar ao observar o

dialogo da dupla 2 abaixo.

Pesquisadora: Que tipo de entretenimento?
Aluno 3: Bom, eu uso mais pra jogos, mesmo né!
Aluno 4: Eu é facebook essas coisas assim, de vez em quando jogos, mas a maioria das

vezes é facebook!

Todas as respostas dadas pelos alunos eram esperadas, ja que o assunto foi
estudado, logo imaginava-se que lembrariam de topicos da geometria analitica. As
dificuldades em relacdo a conhecimentos prévios também era algo esperado, pois
muitas vezes 0s alunos ndao conseguem resolver determinadas situacoes devido a

problemas referentes a assuntos ja vistos anteriormente, mas nédo apreendidos.
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Em relacdo ao uso do computador j& era esperado terem bastante experiéncia
e 0 usarem com bastante frequéncia.

Com base nessas informacdes pode-se considerar como perfil dos alunos
participantes da pesquisa: ja estudaram o assunto e lembram, mesmo
superficialmente, do contelddo estudado anteriormente, a maior dificuldade encontra-
-se no ato de relacionar conteudos ja vistos com aqueles estudados no momento e
utilizam o computador com frequéncia para as mais diversas atividades, portanto tém
experiéncia com o computador.

Ao final da Atividade 3 os alunos também responderam algumas questées com
o objetivo de verificar as opinides a respeito do uso do software e das atividades

realizadas.

5.3.2 Andlise a posteriori da Atividade 1

Na primeira questdo da Atividade 1 foi pedido que os alunos digitassem trés
pontos: A=(-1,1), B=(1,3) e C=(2,4)3*; usassem a ferramenta “reta definida por dois
pontos” e respondessem se A, B e C eram ou nao colineares. As repostas dadas pelas

trés duplas seguem abaixo.

Quadro 4 - Respostas das trés duplas para a questdo 1 da Atividade 13°
Dupla 1

Os trés pontos que vocé digitou, A, B e C sao colineares? Por que?

X - : _ '
oy =8 A e AL S ST

y K
10 LA

Dupla 3: Os trés pontos digitados s&o

Dupla 2: Sim, porque eles colineares, pois estdo alinhados e ao

formam uma reta. tracar uma reta, ela passa pelos trés
pontos.

Fonte: Protocolos das duplas 1, 2 e 3.

As duplas 2 e 3 responderam de acordo com o esperado, portanto conseguiram
visualizar os trés pontos contidos em uma reta. Ao realizarem a conversao para o

registro da lingua natural conseguiram expressar o observado na tela do computador.

34 Os pontos foram representados dessa forma, pois no software GeoGebra esta € a notacdo requerida.
35 As respostas das duplas 2 e 3 foram transcritas pela pesquisadora a partir dos protocolos.
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Certa dificuldade, foi mostrada pela dupla 1, na conversao dos registros
algébrico e grafico para o registro da lingua natural, observados na tela do
computador. Apenas observando os escritos ndo consegue-se ter uma ideia clara a
respeito do conhecimento deles portanto perguntou-se o que queriam dizer a respeito

da frase escrita. As respostas sdo apresentadas a seguir.

Aluno 1: “Porque olhando ld no programa, ele fazia uma reta, todos os pontos eram ligados
na mesma reta.”
Aluno 2: “Todos os pontos estavam na mesma reta.”

Aluno 1: “Todos estavam alinhados, é isso!”

Com base nas respostas € possivel dizer que apesar da dificuldade com o
registro da lingua natural na forma escrita, os alunos conseguiram visualizar o fato de
os trés pontos estarem alinhados, pois ao usarem o registro da lingua natural na forma
oral conseguiram explicitar o que pretendiam dizer ao escrever a frase para responder
a questao 1 da Atividade 1.

Na questdo 2 foram apresentados mais trés pontos D=(-2,-1), E=(4,-3) e F=(0,5)
e como na questdo 1, foi solicitado que respondessem se D, E e F eram ou néo

colineares. A seguir as respostas dadas pelas trés duplas.

Quadro 5 - Respostas das trés duplas para a questdo 2 da Atividade 136
Dupla 1

Os pontos D, E e F s&o colineares? Por que?

F g i __[ —_
T

'I L SN I} = ]

o Ppedlh (@ e iy o

-. |.z".l.--' By K .-.ll.- .

Dupla 3: Os pontos acima nédo séo
Dupla 2: Nao, porque eles colineares pois ndo se encontram

formam um triangulo. alinhados e tracando uma reta sobre os
pontos formaremaos um triangulo.
Fonte: Protocolos das duplas 1, 2 e 3.

A dupla 1 cometeu 0 mesmo equivoco observado na questéo 1 ao escrever que
0s pontos ndo passam pela mesma reta, por isso foram questionados a respeito do

gue queriam dizer com essa frase e responderam conforme € apresentado a seguir.

36 As respostas dadas pelas duplas 2 e 3 foram transcritas pela pesquisadora a partir dos protocolos.
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Aluno 1: “A localiza¢do dos pontos eram distantes uma da outra, tipo um era mais em cima,
outro era no canto direito, outro no canto esquerdo, ndo tinha como passar a linha...”
Aluno 2: “Uma mesma reta sobre eles!”

Aluno 1: “...passar pelos trés seguindo reto! [...] Fica a reta de um com o outro, mas pelos

trés ndao.”

Ao utilizarem o registro da lingua natural oral, nAo cometem o mesmo equivoco
e pode-se concluir que apesar do engano cometido no registro da lingua natural
escrito, conseguiram perceber ndo ser possivel tracar uma Unica reta passando pelos
trés pontos.

A resposta da dupla 2 foi direta e mostrou a ndo percepc¢ao desta dupla sobre
a impossibilidade de tracar uma reta passando pelos trés pontos e entdo esses trés
pontos formariam um triangulo.

A dupla 3, em sua resposta, também mostra que perceberam néo ser possivel
tracar uma reta contendo os trés pontos, porém ao escreverem “tragcando uma reta
sobre os pontos formaremos um triangulo”, percebe-se um equivoco, pois para obter
um triangulo € necessario tracar trés retas e ndo apenas uma. Isto leva a refletir sobre
0 que quiseram dizer com tal afirmacéao.

Nas questdes 1 e 2 o par de registros, gréafico e algébrico, mostra-se eficiente
para serem estabelecidas relacdes entre diferentes registros a respeito de um mesmo
objeto matematico. O registro grafico serve de registro revelador, por meio de sua
manipulacdo com o auxilio dos recursos do software € possivel verificar a percep¢ao
dos alunos sobre o fato de para trés pontos estarem alinhados, deve existir uma Unica
reta que os contenha e quando trés pontos ndo estédo alinhados esta reta nao existe
e tais pontos formam um tridngulo.

Solicitou-se aos alunos, na questdo 3, observarem e descreverem as
informacdes contidas na janela de algebra. A seguir sdo apresentadas as respostas

dadas pelas trés duplas.
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Quadro 6 - Respostas das trés duplas para a questdo 3 da Atividade 1

O que aparece na janela de aigebra?
\‘. . ( s C LK Al L !{- (AL - :‘-r" f’
Dupla 1 4 i v e Ay /
AC 1 Loy \ g
O que aparece na janela de algebra?
Dupla 2 lov e ¢ | rroshoek CEAC TR ’ ¢
Goan dov1elo ( o, 4
0 que aparece na janela de algebra?
Dup|a 3 } L L1 __|:-‘_r':l;_'-. i 4 [ Lk oy (b 2 et o N Il W
el A kB :
Fonte: Protocolos das duplas 1, 2 e 3.

As trés duplas deram respostas muito semelhantes, isso deve-se ao fato de, na

janela de algebra, os elementos serem identificados em ponto, reta, segmento e
triangulo, conforme indica a figura a seguir.

Figura 27 - Protocolo da constru¢cdo no GeoGebra para a Atividade 1, feita pela

dupla 2

Entrada

Arquivg Editar Exibir Opgies Ferramentas Janela Ajeds

s g - .
b 7 /'/-.-' — UL --'

r Janela de Algebra [x]

o | e {P
=) - Al

-

AN [0

i L il #
» Janela de VisvalizaGcio

LB

=

Fonte: Protocolo da dupla 2, feito no software GeoGebra.

A dupla 1 mencionou as coordenadas dos pontos, porém quando referiram-se

a reta, ao segmento e ao triangulo ndo mencionaram o que esta discriminado para

cada um dos elementos citados. Ao perguntar sobre o observado, responderam

conforme indicado a seguir.



119

Aluno 1: “Da reta seria a equagdo. Do segmento eram como se fossem os pontos que faziam
o angulo do triagngulo. Do tridngulo, a drea.”

Aluno 2: “A drea do triangulo.”

A dupla 2 citou as coordenadas dos pontos, a equacao da reta e os segmentos
do triangulo. Tanto a dupla 1 quanto a dupla 2 mencionaram 0s segmentos
apresentados na janela de algebra, mas ndo identificaram nenhuma caracteristica em
relacdo a eles. Pode-se dizer que as duas duplas ndo conseguiram identificar o
significado das informacdes a respeito dos segmentos.

A dupla 3 mencionou apenas as coordenadas dos pontos e ndo citou os demais
elementos. E possivel concluir que apesar de os alunos terem manipulado esses
elementos na janela de visualiza¢do, ainda ndo conseguiram estabelecer a conexao
esperada entre os registros algébrico e gréafico, pois ndo conseguiram relacionar o
manipulado com o que apareceu na janela de algebra.

A gquestdo 4 refere-se a relacdo entre o observado e manipulado com a ajuda
do software e o que ja foi estudado anteriormente. A seguir as respostas dadas pelas

trés duplas.

Quadro 7 - Respostas das trés duplas para a questdo 4 da Atividade 1

De acordo com o que vocé estudou, qual € o método para verificar se trés pontos
sdo colineares?

Dupla 1 At yedn st v 1 S LALAA e et L.

De acordo com o que vocé estudou, qual & o métado para verificar se trés pontos
sio colineares?

Dupla 2 : ozl oady -
TN NeNICOY MO ¥ L j =14 ARLS
e, (vde sy 2 orma 0 el Lretereghies ,lvﬁ

De acordo com o que vocé estudou, qual é o método para verificar se trés pontos
sdo colineares?
Dupla 3 Poua vnidivco 2 erd®S  Mou gl ol

LAY A UE” LA OAATZ & ALAL L T amALs

Sinsullacl s AlnTL

Fonte: Protocolos das duplas 1,2 e 3.
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As trés duplas mencionaram a utilizacdo do determinante para verificar se 0s
trés pontos estdo alinhados, porém somente a dupla 2 especificou que este
determinante é formado pelas coordenadas dos pontos, embora nédo tenha registrado
o fato de o resultado do determinante ser zero quando os pontos formam uma reta.

A dupla 1 citou a ordem do determinante, mas ndo disse que ordem é essa. Ao
serem perguntados a esse respeito disseram 0 que segue.

Aluno 1: “Da ordem dos pontos. Sdo trés pontos entdo o determinante tem ordem 3.”

Aluno 2: “3.”

A dupla 3 também néo relatou a ordem do determinante e quais sdo 0s nUmeros

que formam esse determinante, como verifica-se no dialogo entre os alunos.

Aluno 5: “Entdo, pelo que eu lembro é pelo sis.... ndo é sistema, ai fugiu agora, lembra que
a gente fazia... determinante!”

Aluno 6: “Determinante, é!”

Aluno 5: “Ai a gente tinha que fazer aqueles 3...

Aluno 6: “Ai a gente multiplica em diagonal...”

A utlizacdo do determinante foi lembrada pelas trés duplas, portanto
conseguiram associar o que ja foi estudado com o que foi apresentado na questéo 4.
Porém cabe ressaltar a dificuldade mostrada pelos alunos em relacéo ao registro da
lingua natural principalmente na forma escrita, ao serem questionados ndo hesitam
em responder e acrescentam informacgdes ao que fora escrito no papel.

Na questdo 5 os alunos tiveram que utilizar o determinante para conferir o que

foi observado na tela do computador. As resolucdes séo apresentadas a seguir.
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Quadro 8 - Respostas das trés duplas para a questdo 5 da Atividade 1

No espacgo abaixo use o método que vocé ja estudou para verificar se os
trés pontos estdo alinhados, no caso dos pontos A, B e C. Em seguida
use o mesmo processo para D, E e F.
'
% v' ) £ \v
1
4
Dupla 1 : . R P=CT i i 4 = 4o
14 L4 C=(2.4) D= (=2 e=(4-3)- ¥
i s - A . | Y \ i
1 (<.‘. S ¥, } Ny
Dupla 2 L4 4 & = =
- A = ( e
=4 K el ! {
= = C
o § Dy & 1
» : <0
/;, l P
’ ) . 4 1O 4
Dupla 3 Y6 + 10 = C 4 = -1
Iy iC
AL — \ -
I X \ -

Fonte: Protocolos das duplas 1,2 e 3

As trés duplas resolveram o determinante com o uso da regra de Sarrus, devido
ao fato de ser a Unica regra indicada pelo Curriculo do estado de Sao Paulo (2011)
para a resolucdo do determinante.

A dupla 1 ao resolver os dois determinantes, encontrou os dois valores
esperados, 0 (zero) e 40 (quarenta). Porém conforme foi destacado em vermelho nos
quadros 8 e 9, conseguiram estabelecer a relacéo entre o que foi observado na janela
de algebra e o valor obtido para o determinante dos pontos D, E e F que ndo eram

colineares. Conforme pode-se observar no quadro a seguir.
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Quadro 9 - Relacao entre os registros algébrico e grafico realizado pela dupla 1

Arcuto Edtar e OpgOes Femamentas Janels Agsda

1o =€ ‘I.: Y B _'.A 3 _." Nl ane @

Ertracds

Fonte: Protocolos da dupla 1, no papel e no computador.

A dupla 2 resolveu os determinantes e conseguiu os resultados 0 (zero) e 40
(quarenta), esperados. A dupla 3 também resolveu os dois determinantes conforme
esperava-se, mas estabeleceu a conexdo com o que ja foi estudado usando a

expressdo para o calculo da area do triangulo:

Xqa Ya 1
1
Ap =7, ID|emque D = |xg yg 1| com A(x,,y4), B(xp,¥g) e C(xc, yc)
Xe Yo 1

As trés duplas ndo demonstraram dificuldades em relagdo ao uso e resolucdo
do determinante. As duplas 1 e 3 mostraram maior ateng&o do ponto de vista cognitivo
procurando estabelecer a conexao entre o que aparece na janela de algebra e o que
apareceu ha resolucao feita por eles no papel.

Na questéo 6 pediu-se aos alunos realizarem a conexao entre o que ja foi visto
nas aulas de matematica e o observado no desenvolvimento das atividades, como

mostra a figura a seguir.




Quadro 10 - Respostas das trés duplas para a questdo 5 da Atividade 137
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Dupla 3

janela de algebra. Qual a sua conclusao?

Compare o método utilizado acima com os elementos que vocé ja observou na

Dupla 1: Ambos foram coerentes, pois | Dupla 2: Concluimos que o método foi
obtivemos o mesmo resultado de diferentes | eficiente e coincidiu com os resultados
maneiras mostrados no plano cartesiano.

Fonte: Protocolos das duplas 1, 2 e 3.

A dupla 3 ndo respondeu o que foi pedido, apenas mencionou um recurso do

software.

Aluno 6: “Mas ai ele ta falando de todos.”

entendeu?”

considerar todos os valores dela.”

Aluno 5: “Que o valor que ele dad ai é o valor da drea do triangulo, né.”

Aluno 5: “Entdo esse ultimo valor é sé referente, 6, se a gente clicar fora ja ndo vai mais ter,

Aluno 6: “Ndo, eu sei mas ele td falando da janela de dlgebra entdo a gente tem que

Ao observar o dialogo podemos constatar uma situacao de certa confusdo por

parte dos alunos dessa dupla, verifica-se uma duvida em relagdo ao que deveria ser

observado na janela de algebra, devido a essa confusdo provavelmente decidiram por

responder destacando o recurso do software.

A dupla 1 citou o fato de os resultados obtidos no papel e no computador serem

0s mesmos. Conforme a transcrigdo a seguir.

Aluno 1: “Acho que vocé ja vendo como é que td ndo tem como vocé errar, mais fdcil do que
talvez , vocé pode errar no cdlculo e dd diferente e ndo é, entdo eu acho que observando no

programa, é melhor. Vocé resolvendo o cdlculo da a mesma coisa que o programa faz, o

mesmo cdlculo que vocé faz a mdo é o mesmo que o programa faz.”

37 As respostas dadas pelas duplas 1 e 2 foram transcritas pela pesquisadora a partir dos protocolos.
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As duplas 1 e 2 tiveram conclusdGes muito parecidas apesar de a dupla 1
apresentar maior dificuldade em relagéo ao registro da lingua natural na forma escrita.
A questdo 7 foi a ultima da Atividade 1, nela foi pedido que os alunos
concluissem a respeito do alinhamento ou ndo de trés pontos. As respostas das trés

duplas sao apresentadas a seguir.

Quadro 11 - Protocolos das conclusdes dos alunos das duplas 1, 2 e 3 para a

Atividade 1

Trés pontos estdo alinhados se:

ol e I fr o
Dup|a 1 2 W -j_;-- . A I A A , L Lo A
Dupla 2 | formarem uwen retew € o determinante jor e AU 2

= solen  de . = L O T
Dupla 3 oo O [ atne) .
Quando trés pontos ndo estdo alinhados:
Duplal Lr o LA e et gl = L AT VG el - -I'.— . :

o £ 2 & T _:...,--.. T b B Py ey I_,I e

h WL T i I'. =T | [ Yy \ C (g =] ¥
Dupla2 | ™™ ;

l,‘ s T ‘t T o ,V-IJV{,V1 ::V‘l: 7,7“;; > & L 22 Pl 4 r'_.rr s
Dupla3d | Tau agne”. doege~  pedinaer A o ~rerchos

Fonte: Protocolos das duplas 1,2 e 3

A primeira conclusdo, em relacdo aos pontos estarem alinhados, foi
parcialmente contemplada pelas duplas 1 e 3, ambas citaram apenas a forma
algébrica e ndo deram importancia a representacao grafica. A dupla 2 pelo contrario
contemplou ambos os registros algébrico e grafico, além de mencionar a resolucéo do
determinante também apontou a formacdo de uma reta passando pelos pontos.

A segunda conclusdo, em relacdo ao pontos ndo estarem alinhados,
apresentou equivocos nos registros das duplas 2 e 3.

A dupla 2 cita que os trés pontos podem formar uma figura geométrica ou néo,
fato que expressa um engano por parte dos alunos, pois 0s trés pontos sempre
formardo um triangulo e ndo outro tipo de figura. No que diz respeito ao determinante
relacionaram corretamente. Ao serem questionados sobre trés pontos formarem uma

figura responderam conforme indicado a seguir.
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Aluno 4: “Olha eu ja vi casos de triangulos e retangulos sendo formados.”
Pesquisadora: “Com trés pontos?”
Aluno 4: “Ndo, trés pontos, so triadngulo. Ja vi uma linha formada e nédo reta, por exemplo

ela sobe assim e depois desce.”

A dupla 3 fez referéncia ao resultado do determinante ser diferente de zero e
0s pontos ndo formarem uma reta, mas a reta nao foi mencionada explicitamente,
ficou subentendida, e ndo fazem aluséo ao triangulo e sim a figuras geométricas, isso
leva a pensar que estdo considerando que os trés pontos podem formar outro tipo de

figura qualquer, fato que nado é verdadeiro.

Aluno 6: “Normalmente quando trés pontos ndo estdo alinhados a gente vai acabar

formando uma figura né!”

A dupla 1 contemplou os dois registros, algébrico e gréafico, especificando-os
conforme esperado.

No decorrer do desenvolvimento da Atividade 1, foi possivel notar que os
alunos ndo conseguiram estabelecer todas as conexdes que eram esperadas. As
conexdes entre o registro grafico e algébrico foram contempladas parcialmente,
nenhuma das trés duplas conseguiu chegar a conclusdo esperada, quando
conseguiam verificar o registro grafico ndo relacionavam com o registro algébrico e
vice-versa.

Um aspecto a ser levado em consideracéo € a utilizacao do registro da lingua
natural, as dificuldades em relacdo a seu emprego séo claras para as trés duplas.
Verifica-se a necessidade da maior exploracdo desse registro, a coordenacao entre
0os demais registros e o registro da lingua natural é condicdo necessaria para a
apreensdo de qualquer objeto matematico, o que ndo poderia ser diferente para a reta.

[...] tudo foi feito para reduzir o lugar e o papel da lingua natural no
pensamento matematico. O desenvolvimento da logica mateméatica e das
linguagens formais [...] testemunha a pesquisa de uma semidsis que
suprimiria a linguagem natural em favor da linguagem formal. (DUVAL, 2011,
p. 131)
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Isto posto verifica-se a necessidade de explorar este registro tdo importante

para o entendimento de qualquer conceito em matematica. O registro da lingua natural

tanto escrito como oral esta presente nas aulas e deve ser trabalhado de forma

exaustiva a fim de contribuir para a apreensdo do objeto matematico.

5.3.3 Andlise a posteriori da Atividade 2

Na questdo 1 pedia-se para digitarem os pontos A=(-2,5) e B=(2,-2) e com o

uso da ferramenta “reta definida por dois pontos” construissem a reta que os continha,

em seguida pedia-se para responderem sobre 0s elementos presentes na janela de

algebra, conforme mostra o quadro a seguir.

Quadro 12 - Respostas das trés duplas para a questédo 1 da Atividade 2

O que aparece na janela de algebra?
-. Y __'\_|_-|_-‘-. oy s F ."'|-|-I- = A
Dupla 1 S | E
AV e
Duplaz .\ll_.r._:_r_ Frey e 5 i _.'.._ T ||‘ ¥ :.-l_ » g '.'|'.:'|_-- [ [
o FT A O i it L Fa' .'_I:."-
{ = -
Dupla 3 e

Fonte: Protocolos das duplas 1, 2 e 3.

A dupla 1 respondeu que os “valores dos pontos” e a equagao da reta eram

apresentados na janela de algebra, ao citarem os “valores dos pontos” permanece

uma duvida sobre a intencdo ao usarem esta expressao, por esse motivo foram

guestionados sobre o real intento ao dizerem isso e a resposta € apresentada a seguir.

Aluno 2: “x e y!”

Aluno 1: “Seria o x e 0 y! As coordenadas dos pontos.”

Pesquisadora: “O que vocés quiseram dizer com os valores dos pontos?”
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De acordo com a resposta dada € possivel inferir que os alunos da dupla 1,
identificaram os elementos presentes na janela de &lgebra. A dupla 2 respondeu da
maneira esperada, mencionou as coordenadas dos pontos e a equacao da reta.

A dupla 3 nado indicou as coordenadas dos pontos, apenas citou a equacao da
Na

questao 2 foi requerido aos alunos mudarem a equacao da reta, na janela de algebra,

reta, fato que leva a refletir a respeito do observado na tela do computador.
para a forma reduzida. O software GeoGebra possui este recurso, ao clicar sobre a
equacao admite-se escolher a forma como a equacéao sera apresentada na janela de

algebra, conforme indicado na figura a seguir.

Figura 28 - Tela do software GeoGebra - Atividade 2

——
.
€7 GeoGebra -a. . —— — Y g
Aruulvu Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda
e asc| uu
t’ \/
o
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i@ B, =132
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Reta c: Reta B_A
S &
Egquacdoy=ax+b
Forma Paramétrica
*> | Exibir Objeto
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# Habilitar Rastro
Renomear . .
) -4 o 2 4 o
4. Apagar
¢ Propriedades ...
| l N
Entrada 4 @

Fonte: Figura criada pela pesquisadora com o software GeoGebra.

As respostas dadas pelas trés duplas para essa questao sdo expostas a seguir.

Quadro 13 - Respostas das trés duplas para a questdo 2 da Atividade 238

Dupla 3
O que aconteceu com a equagio da reta na janela de algebra? Por que?
”“‘ i n_,.,(-\;.f‘.'v IR » L IOUSIAAN Ao 7' At i.‘-
oA O Y 4 4 o o
X . A
Dupla 1: Ele resolveu a equagéo, | Dupla 2: A equacdo fica na forma

deixando o y sozinho. reduzida porque o y foi isolado.
Fonte: Protocolos das duplas 1,2 e 3.

38 As respostas dadas pelas duplas 1 e 2 foram transcritas pela pesquisadora a partir dos protocolos.
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A dupla 3 respondeu com mencao as formas geral e reduzida da equacao de
uma reta, porém a equacao exibida na janela de &lgebra ndo é aquela chamada de
forma geral, no software a equacdo é exposta na forma ax + by = c, esta ndo é a
forma indicada pelos alunos na resposta. Quando referem-se aos valores néo
identificam quais valores sao esses e nem tampouco qual a importancia deles para a
representacao da reta.

A dupla 1 respondeu que o software resolveu a equacao, quando na verdade a
equacao nao foi resolvida, foi alterada, de modo que o y foi isolado para ser exibida
de outra maneira. Ao serem questionados, os alunos responderam conforme

apresentado a segquir.

Pesquisadora: “Vocés disseram que ele resolveu a equacdo, o que vocés quiseram dizer com
isso?”
Aluno 1: “Na verdade ele representou de outra forma, ndo resolveu, mas representou de

outra forma.”

Nesta situacéo fica clara, mais uma vez, a dificuldade em relacdo ao registro
da lingua natural na forma escrita, 0 escrito ndo expressa exatamente o pensamento
dos alunos.

A dupla 2 respondeu da maneira esperada, que a forma da equacéo foi alterada
e para isso oy foi isolado.

Na questdo 3 pedia-se aos alunos observarem os acontecimentos na janela de
visualizacdo ao alterar a forma como foi apresentada na janela de algebra, as
respostas sao mostradas a seguir.

Quadro 14 - Respostas das trés duplas para a questdo 3 da Atividade 23°
Dupla 3

Na janela de visualizagdo, o que aconteceu com a reta que vocé construiu? Por

que?

Dupla 1: Se manteve uma reta Dupla 2: N&o acontece mudanca
passando pelo ponto A e B, pois ndo nenhuma porque ela ndo se altera,
alteramos sua coordenada. apenas a expressao.
Fonte: Protocolos das duplas 1, 2 e 3.

39 As respostas dadas pelas duplas 1 e 2 foram transcritas pela pesquisadora a partir dos protocolos.
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A dupla 3 mencionou o ndo sofrimento de alteracdes em relacdo aos valores
quando na verdade houve mudanga na forma como a equacéao foi exibida. Também
nao identificou quais valores sao esses e nem o que representam para a identificacao

da reta.

Aluno 6: “Nada. Ta exatamente igual. Até porque a gente ndo mudou os valores. A gente sé
mudou a forma de ver os valores.”

Aluno 5: “A representag¢do da equagdo.”

Nesta situacdo entende-se que os alunos nao identificaram a realizacao de um
tratamento instantdneo no registro algébrico e esse tratamento ndo provocou
alteracdes no registro grafico, portanto ndo seria correto escrever que ndo houve
nenhuma alteracao.

A dupla 1 aponta a manutenc¢ao da reta devido as coordenadas dos pontos A e
B ndo serem alteradas, isso quer dizer que nédo foram movimentadas. A dupla 2
respondeu da maneira esperada, porém utilizou a palavra expressédo, quando seria
mais adequado utilizar equacéo.

Na questdo 4 foram fornecidos os pontos Bi(-3,2), B2(-2,-3) e B3(0,-5) e
solicitou-se tracar trés novas retas. Em seguida pediu-se que as equacoes dessas trés
novas retas fossem anotadas.

A seguir as respostas dadas pelos alunos.

Quadro 15 - Respostas das trés duplas para a questéo 4 da Atividade 2

a) Digite B_1=(-3,2). EquacBodaretab: y = 2 + 1}
Dupla 1 b) Digite B_2=(-2,-3). Equagiodaretac: o= = -2

¢) Digite B_3=(0-5). Equagio da reta d: ¥ o P

a) Digite B_1=(-3,2). Equag&o da reta b: Y= 49 +092
Dupla 2 b) Digite B_2=(-2,-3). Equagao dareta ¢. = -33 2y -69.5

c¢) Digite B_3=(0.-5). Equacdodaretad: y=-3 |1y -5

a) Digite B_1=(-3,2). Equagao da reta b: A
Dupla 3 b} Digite B_2=(-2 -3). Equagodaretac: y = 2 ,
c) Digite B_3=(0,-5). Equaciodaretad: + = Sk =5

Fonte: Protocolos das duplas 1, 2 e 3.

Todas as equacOes escritas pela dupla 1 estdo corretas conforme era
esperado. A dupla 3 escreveu as equacoes para as retas b e d acertadamente, porém

a equacao dareta c foi escrita de maneira equivocada. Pois esta reta € paralela ao
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eixo y logo o unico valor possivel para y é zero e por iSso y ndo aparece em sua

equacdo. Porém ao ouvir a gravacao constata-se que a equagao “falada” estava

correta, mas a equagao escrita estava errada.

A dupla 2 escreveu todas as equacdes de maneira equivocada. Para ter certeza
sobre o que realmente aconteceu utilizou-se um recurso do software chamado

“Protocolo de construgdo”. Este aponta quais foram os procedimentos utilizados para

Aluno 5: “Areta b é x=-2.”

a construcgéo, conforme indica a figura a seguir.

Figura 29 - Protocolo da construcao no software GeoGebra para a Atividade 2, feita

pela dupla 2
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G Ponto B,

BRetab  RetaB,C "o

11/Ponto E

12 Retad Reta DE

Ao observar-se o protocolo de construgdo, notou-se que as equagdes escritas
pela dupla 2 estdo incorretas, os alunos acrescentaram dois pontos em sua
construcéo, os pontos C e D conforme destacado em vermelho na figura 29. As retas
deveriam passar pelo ponto A, porém apenas duas delas passaram por ele, fato que
motivou as equacdes ndo serem aquelas esperadas. A conversao do registro da

lingua natural para os registros grafico e algébrico néo foi realizada corretamente por

esta dupla.

Fonte: Protocolo da dupla 2 feito com o software GeoGebra.
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A questdo 5 chama a atencdo para as equacdes das retas e as possiveis
alteracOes entre elas. As respostas dadas sédo apresentadas a seguir.

Quadro 16 - Respostas das trés duplas para a questdo 5 da Atividade 24°
Dupla 1

As equagdes das retas sdo iguais? Qual ¢ a diferenga entre elas? Por que?

g + 4 : e / . £

A o s ', AL UA ¢ v (3 'v:_ R Ly k‘“. y v s
<2 . ¥

y

Dupla 3: As equacdes das retas ndo
sdo iguais. Os valores dos
coeficientes séo distintos, pois elas
tem apenas um ponto em comum
mas possuem posi¢des distintas.

Fonte: Protocolos das duplas 1,2 e 3.

Dupla 2: N&o as coordenadas
dos pontos séo diferentes.

A resposta dada pela dupla 1 alerta para a citacdo da palavra estruturas e deixa
duvida a respeito do que queriam dizer com isso, ao perguntar, foi obtida a resposta

a sequir.

Pesquisadora: “O que seriam as estruturas?”
Aluno 1: “Seria a representacdo, porque na a e na ¢ tem y ja na d nédo tem y entdo ja ficou

diferente ja da pra notar uma diferenca entre a representacdo.”

Os alunos dessa dupla identificam a diferenca entre as equacdes das retas,
porém tém dificuldade em utilizar termos proprios da matematica, por exemplo aqui
almejava-se mencionarem a palavra coeficiente, mas foram indicadas estrutura e
representacdo apenas.

A dupla 2 respondeu que as equacdes nao sao iguais, devido as coordenadas
dos pontos serem diferentes, essa resposta ndo esta completa, pois a reta passa pelos
pontos mencionados.

A dupla 3 respondeu de maneira bem préxima a desejada, citando a diferenca
e 0 motivo pelo qual as equagdes sao diferentes.

A questdo 6 solicitava a movimentacdo do ponto B e a observacdo das

equacdes. As respostas sao apresentadas a seguir.

40 As respostas dadas pelas duplas 2 e 3 foram transcritas pela pesquisadora a partir dos protocolos.
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Quadro 17 - Respostas das trés duplas para a questdo 6 da Atividade 24
Dupla 1

Na janela de élgebra, o que acontece com as equagdes das retas? Por que vocé
acha que isso acontece?
[-.v,' V_“’._‘H"u_._' oML < cLl ¢ ._f WA CAON LD vy I B~

o j\i,.' s AGD Hid l' a Al 4 AT\ A

Dupla 2: As equacdes das retas se
modificam porque as coordenadas séo
alteradas.

Dupla 3: Quando movemos o ponto, a
equacao da reta por onde passa o ponto
B se altera de acordo com 0 movimento.

Fonte: Protocolos das duplas 1,2 e 3.

A dupla 1 mencionou a mudanca dos valores da equacéo, porém os alunos nao
especificaram a intencdo ao referir “os valores da equag¢éo”, por iSso a0 serem

guestionados responderam conforme apresentado a seguir.

Aluno 1: “Dependendo da onde o ponto td, [...] se o ponto td no 2 e no 5 e o outro no 4 e no

10 nédo vai ser a mesma equagado, vai ser diferente! A posi¢cdo do ponto interfere na equagdo.”

A partir da resposta dada pelo aluno 1 da dupla 1, percebe-se que ao referir-se
a valores dos pontos na verdade quer dizer coordenadas dos pontos pertencentes a
reta e esses valores interferem nos coeficientes da equacdo. Quando menciona 2 e 5
e em seguida 4 e 10, seriam os valores de x e y, ou seja, as coordenadas do ponto.
Essas coordenadas sdo localizadas em posi¢cOes diferentes no sistema cartesiano
ortogonal.

A dupla 2 respondeu de maneira muito semelhante a resposta da dupla 1,
porém referiram-se as coordenadas dos pontos e isso proporcionou melhor
entendimento.

A dupla 3 tenta estabelecer uma relacdo entre o0 movimento do ponto e a
mudanca nos coeficientes da equacéo, porém nao explica como isso se da.

Na questdo 7 os alunos movimentaram a reta que passa por A e B e
observaram os acontecimentos das equacodes. As respostas dadas sédo apresentadas

a sequir.

41 As respostas dadas pelas duplas 2 e 3 foram transcritas pela pesquisadora.
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Quadro 18 - Respostas dadas pelas trés duplas para a questdo 7 da Atividade 2

Na janela de algebra, o que acontece com as equacfes das retas? Por qué?
e~ ol =y 2
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Fonte: Protocolos das duplas 1,2 e 3.

Novamente a dupla 1 refere-se aos coeficientes como valores das equacdes,
nesta situacao eles dizem que isso ocorre porque a distancia entre os pontos muda e

esta € uma concepcao equivocada, além de usarem a notacgao incorreta para reta AB.

Aluno 1: “De uma forma, na verdade, ndo a distancia mas, o ponto se a gente mudou o
ponto como eu disse na outra vai mudar a posi¢cao Se eu mudei a posicdo de um ponto, vai

mudar de todos os outros.”

Para a dupla 1 os valores da equacé&o séo seus coeficientes e a utilizacédo desse
termo revela certa confusdo em relacdo a linguagem da matematica.

A dupla 2 menciona os coeficientes angular e linear, porém nao consegue
mostrar qual é a relacdo entre os coeficientes e a posicdo na qual o ponto esta.

A dupla 3 apesar de ndo mencionar alteraces nas equacdes mostra raciocinio
muito parecido com o utilizado pela dupla 2, ou seja, as duas duplas ndo conseguem
relacionar os acontecimentos da janela de visualizagédo e da janela de algebra.

Na questéo 8 foi pedido que os alunos justificassem por que os coeficientes

apenas da primeira reta sofreram alteracdes, conforme as respostas a seguir.
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Quadro 19 - Respostas dadas pelas trés duplas para a questdo 8 da Atividade 2
Dupla 2

Ao movimentar o ponto B apenas os coeficientes a e b da primeira equagio da

reta mudaram. Por que?

e R AR )

1 [ L ~ * “~=rL T
Pmue operms o5 coehicientes arqulor € linear rmds

el 2 2T & exorie |
Dupla 3: Porque o Unico ponto ao
Dupla 1: Porque o ponto B ndo gual ele esta alinhado é o A,
esté ligado com os outros pontos. formando uma que passa somente
por eles.

Fonte: Protocolos das duplas 1, 2 e 3.

A dupla 2 ndo respondeu o solicitado, apenas copiou 0 que ja estava afirmado
acima.

A dupla 1 percebeu o fato de o ponto B pertencer apenas a primeira reta e isso
determinar a alteracdo apenas da equacao da primeira reta.

A dupla 3 também atentou-se para o fato de o ponto B pertencer a reta que
passa por A, porém gquando mencionou o alinhamento somente com A equivocou-se,
desse modo este ponto pode estar alinhado com qualquer outro ponto.

Na questédo 9 solicitou-se aos alunos responderem por que os coeficientes de
todas as retas alteram-se ou ndo, ao movimentar a reta a. Conforme mostra o quadro
a sequir.

Quadro 20 - Respostas dadas pelas trés duplas para a questdo 9 da Atividade 242
Dupla 2

Ao movimentar a reta que passa por A e B os coeficientes a e b de todas as
equacdes das retas na janela de algebra mudaram exceto em duas delas. Por
que voceé acha que isso acontece?

Fonue L J NEE ou oy wniEaoy & Myt iCodo,

Dupla 1: Na primeira a posi¢do da Dupla 3: Observamos que todos 0s

reta ndo mudou, j& na outra foi 0 valores se alteram, com excecéo do

ponto onde ela cruza o eixo que se coeficiente angular da reta que esta
manteve 0 mesmo. sendo movida.

Fonte: Protocolos das duplas 1, 2 e 3.

Verifica-se novamente que a dupla 2 ndo respondeu o solicitado, apenas
mencionou a modificagcdo da reta, porém como e porqué isso aconteceu nao foi

respondido.

42 As respostas dadas pelas duplas 1 e 3 foram transcritas pela pesquisadora.
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Aluno 4: “Entdo o angular modificou porque modificou a reta e o linear...”

Aluno 3: “e o linear...entdo o coeficiente angular modificou porque a posicdo da reta
mudou...Da primeira vez somente o ponto B foi movimentado e desse vez a reta inteira foi
movimentada entdo por isso que o coeficiente angular ndo se modifica.”

Aluno 4: “linear”

Essa dupla apresentou dificuldade para identificar o significado de cada
coeficiente, pelo dialogo observa-se duvidas ao referir-se aos coeficientes.

A dupla 1 respondeu como era esperado ao citar que a posi¢céo da primeira reta
nao mudou e que ha outra reta 0 ponto em que corta o eixo y nao foi alterado.

A dupla 3 fez a observacédo parcialmente correta, pois ndo percebeu que o
coeficiente linear da reta d nao foi alterado.

Aluno 5: “Ja sei o que é que ndo ta mudando, sabe o que é..isso aqui 6, sabe porque ele tda

em cima do eixo entdo ele pode mudar a inclinagGo mas o ponto onde ele cruza o y, ele nao

»

vai...

Aluno 6: “Mas e o Bi, 6, o B: também ndo ta mudando. Ndo perai eu ndo té reparando eu to
olhando no lugar errado, vamos deixar ele normal, ele tava aqui, ai a gente tem que olhar a
reta, a fungdo, vou mexer sé uma vez pra ver. Todos mudaram.”

Aluno 5: “Todos mudaram.”

A dupla 3 ndo conseguiu observar a nao alteracdo dos coeficientes em duas
equacdes de retas. Nem mesmo observou no registro grafico que a ordenada do ponto
no qual a reta corta o eixo y nao € alterada, e a inclinacao de outra também néo. Tal
fato indica problemas relacionados a coordenacéo dos dois registros.

Na questdo 10 solicitava-se aos alunos responderem o0 que cada coeficiente
representa, como mostra o quadro a seguir.
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Quadro 21 - Respostas dadas pelas trés duplas para a questdo 10 da Atividade 243
Dupla 2

Comparando o que ja foi estudado com o que vocé observou, o que voce pode
concluir em relagdo aos coeficientes a e b da equagdo da reta do tipo y=ax+b?
O que o coeficiente a representa na equagao da reta? E o coeficiente b?

0 coehcente ou € 0 ourplar € ¢ b € ¢ cedicie Hle hneay: A rehuac

@ ¢ Cehioentes <comn avretor € Contormids o 1ttov © oV i iovAn/

Dupla 3: Os coeficientes séo as bases que
determinam a posicao da reta no plano
cartesiano.
O coeficiente “a” representa a inclinagao da
reta e o “b” representa o ponto em que a reta
cruza o eixoy.

Fonte: Protocolos das duplas 1,2 e 3.

Dupla 1: O a representa o
coeficiente angulare o b o
coeficiente linear.

A dupla 2 respondeu a questdo apenas identificando a nomenclatura para os
coeficientes a e b, mas nao identificou qual é relacdo deles com a representacdo
grafica. Além disso citou que ao movimentar a reta somente o coeficiente linear muda,

0 que faz pensar que ndo perceberam realmente o significado de cada coeficiente.

Pesquisadora: “O coeficiente angular representa o que? Ele vai ser alterado em que
situacdo?”

Aluno 4: “A partir do momento que vocé modificar o dngulo dele.”

Pesquisadora: “E o linear representa o que?”

Aluno 3: “O ponto.”

Aluno 4: “Ele ndo muda porque vocé ndo mexeu na...nd...”

E possivel observar certa hesitacdo nas respostas dadas pela dupla 2, os
alunos ndo mostraram certeza ao responderem e ficam confusos quando comecam a
falar.

A dupla 1 também se preocupou apenas com a nomenclatura e ndo com o
significado de cada coeficiente.

A dupla 3 respondeu conforme era esperado apesar de omitir palavras
importantes para o entendimento como: representa a inclinacéo da reta em relacao

aos eixos x e y; representa a ordenada do ponto em que a reta corta o eixo y.

43 As respostas dadas pelas duplas 1 e 3 foram transcritas pela pesquisadora a partir dos protocolos.
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Na questdo 11 solicitou responderem se as equacdes das retas poderiam ser
escritas de outra maneira. As respostas dadas séo apresentadas a seguir.

Quadro 22 - Respostas dadas pelas trés duplas para a questdo 11 da Atividade 244
Dupla 3

As equacoes das retas poderiam ser escritas de outra maneira? Qual?

‘| J ’7'.|.>.Q 7,:7'.- . A0 U8 i o P N XIS

Dupla 2: Sim. Elas poderiam ser
escritas na forma geral.
Fonte: Protocolos das duplas 1, 2 e 3.

Dupla 1: Sim, de sua forma geral.

A dupla 3 mencionou a possiblidade de escrever as equacdes de varias formas,
mas soO citou as formas geral e reduzida, isso faz crer que essas sdo as Unicas.
As duplas 1 e 2 também destacaram apenas a forma geral o que transmite a

ideia errbnea da existéncia dessa forma apenas.

Pesquisadora: “S¢ existe a forma geral e a reduzida?”

Aluno 3: “Olha, agora eu acho que néao”

A hesitacao dos alunos em suas respostas também é observada nesta questao,
iSso mostra que esses alunos ndo conseguiram apreender o objeto matematico e
ainda ndo entenderam como coordenar os diferentes registros.

Na questdo 12 solicitou-se a eles escreverem as equacdes de outra maneira,

conforme mostra o quadro a seguir.

44 As respostas dadas pelas duplas 1 e 2 foram transcritas pela pesquisadora a partir dos protocolos.
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Quadro 23 - Respostas dadas pelas trés duplas para a questdo 12 da Atividade 2
Escreva as equacdes das retas dadas de outra maneira:

a)
b)
c)
d}

Dupla 1l

Reta a
Reta b
Reta ¢
Feta a:

e A i L

AT

J e A

er N == A = -k

- =~ .:1_.
- - L =

=)

a)
b)

Dupla 2 o)

Retaa: -

Reta b: -

Reta c:

LAY + O Ay =R =

Gy = oplity=9,4

{4

d} Retad: 3 3w+ Lo%y =5

Reta a
Ratab: -Sx +y = 11

a)
b)
¢)] Retag: ¥ —=
d)

Dupla 3

Reta d: A% = N = h

Fonte: Protocolos das duplas 1,2 e 3.

A dupla 1 escreveu as equacdes da maneira correta, ja as duplas 2 e 3
escreveram expressfes ndo compativeis com as iniciais ap0s 0S movimentos
solicitados, provavelmente porque em algum momento realizaram movimentos ou
acoes ndo solicitados. A dupla 3, no entanto, escreveu uma expressao algébrica para
a reta ¢ ao invés da equacao x = —2 e isto faz refletir sobre como chegaram a essa
expressao.

Finalmente na questdo 13 foi solicitado aos alunos escreverem sobre as
observacbes em relacdo as formas como a equacdo da reta pode ser escrita,

conforme apresentado a seguir.

Quadro 24 - Respostas dadas pelas trés duplas para a questdo 13 da Atividade 2

O que vocé pode concluir:
! LLi _'(' ;:l,_.__r'.,_. W e A AT A .I._.:_ Aok ¥ .i._, LE
Dupla 1l ) + / ks
a L, ey LA
Lo oA it ¢ P 2 0 .I.(.J-'.!'\-'-' s 0 Y e £ (I-\.r-...\l. ] " LA ' i,
Dup|a2 Eiopaiudd |'-\..|-\.z |-:i.'._ )
1
{ - \c t )
A A4 YR ’1
X 'y“'v.. | T‘ X ] 2
Dupla 3 i )

Fonte: Protocolos das duplas 1, 2 e 3.
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A dupla 1 concluiu como era esperado, que a equacéo de uma reta pode ser
escrita de vérias formas. A dupla 2 concluiu existirem apenas duas formas de escrever
a equacao de uma reta, isto mostra que os alunos da dupla 2 ndo conseguiram
perceber o fato de a forma da equacéao escrita na janela de algebra ndo ser nenhuma
das duas. Se apenas observarem a forma escrita na janela de algebra mais as duas
mencionadas j4 seriam pelo menos trés formas.

A dupla 3 chegou a uma conclusdo muito proxima daquela desejada, apesar
de néo identificar o que quis expressar com a palavra ‘valores’.

Diante dos protocolos referentes as respostas dadas pelas duplas para a
Atividade 2 entende-se que as duplas 1 e 3 apresentam dificuldades na converséo
dos registro grafico e algébrico para o registro da lingua natural, a dupla 2 também
apresenta certa dificuldade com relacédo a esse registro, porém a coordenacao entre
0s registros gréfico e algébrico € um ponto a ser levado em consideracgdo logo notou-
-se equivocos em respostas ou ndo responderam o que foi solicitado em algumas

situacoes.

5.3.4 Analise a posteriori da Atividade 3

5.3.4.1 Parte 1 da Atividade 3

A parte 1 da Atividade 3 € composta de 6 questdes com o objetivo de trabalhar
0 conceito de retas paralelas. Na questdo 1 foi solicitado aos alunos digitarem cinco
equacles de retas fornecidas pela proposta. A seguir as respostas dadas pelos

alunos.
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Quadro 25 - Respostas dadas pelas trés duplas para a questdo 1 da Atividade 3 —

Parte 14°
Dupla 1
a) y # 2x\ 2\
b) y = 2xt2
¢) y = 2c45 |
d) y & 2x

e) 3y=s6x+15
Qual é a posicao relativa entre as re@as? Por que?

Sl as ¢ VoA ACE &G —

Dupla 2: As retas sédo Dupla 3: A posic¢éo relativa entre as retas
paralelas porque possuem o | é paralela, pois os coeficientes angulares
mesmo coeficiente angular. sdo iguais, logo a inclinacéo € a mesma.

Fonte: Protocolos das duplas 1, 2 e 3.

A dupla 1 respondeu que as retas sao paralelas, mas diferenciou aquelas
coincidentes, isso provocou certa confusdo, pois retas coincidentes também sao
paralelas. Um fato que chamou atencdo foi a marcacédo feita pela dupla 1 nas
equacdes, conforme mostrado no quadro 25. Este fato leva a cogitar que os alunos
desta dupla inferiram o paralelismo entre as retas mesmo antes de digita-las no
software GeoGebra. Para verificar foram questionados, e as respostas sao

apresentadas a seguir.

Aluno 1: “Nés circulamos pra identificar ja o dngulo...”
Aluno 2: “o coeficiente angular”
Aluno 1: “o coeficiente angular na verdade e o linear e ver ser é igual ou ndo. Ah e a gente

resolveu né, e colocou aqui.”

Assim percebeu-se que as marcacdes feitas no papel realmente expressam o
imaginado, eles perceberam antes mesmo de digitar que os coeficientes angulares
eram iguais e logo sdo paralelas. Essa percepcdo ocorreu mesmo para aquela
equacao escrita de forma diferente.

As duplas 2 e 3 responderam de maneira satisfatéria associando o fato de

serem paralelas ao valor do coeficiente angular ser igual e as retas serem paralelas.

45 As respostas dadas pelas duplas 2 e 3 foram digitadas pela pesquisadora a partir dos protocolos.
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Na questdo 2 solicita-se observarem as janelas de algebra, visualizacao e
responderem quantas equacoes e retas apareceram além do porqué isso ocorreu,

conforme mostra o quadro a seguir.

Quadro 26 - Respostas das trés duplas para as questdo 2 da Atividade 3 — Parte 146
Dupla 3

Quantas equagdes de retas vocé observa na janela de algebra? Quantas retas

vocé observa na janela de visualizag&o? Por que?

Dupla 2: Observamos cinco
Dupla 1: Na janela de algebra 5 e na equacgdes e na janela de algebra e
visualizacéo 4, pois temos retas quatro retas na janela de visualizagéo
coincidentes. porque as retas d e e sdo
coincidentes.
Fonte: Protocolos das duplas 1, 2 e 3.

As duplas 1 e 2 responderam conforme o esperado, pois observaram o fato de
aparecerem mais equacdes do que retas e justificaram por meio da existéncia de duas
retas coincidentes. A dupla 3 também observou a quantidade de equacdes em cada
janela (algebra e visualizacdo), mas nao justificou o motivo pelo qual isso acontece. A

transcricdo do dialogo € apresentada a seguir.

Aluno 5: “Se a gente mover elas a posicdo delas ndo vai se alterar, né!
Aluno 6: “Mas ai a gente consegue tirar uma de cima da outra, ela ndo move as duas juntas.”
Aluno 5: “Mas ai é porque a equagdo vai mudar, olha o primeiro ele continua, o angular ndo

muda.”

Apesar de ndo usarem a palavra coincidentes verifica-se que os alunos da
dupla 3 reconheceram quando as retas sédo coincidentes. A construcao realizada por

eles é apresentada na figura a seguir.

46 As respostas dadas pelas duplas 1 e 2 foram transcritas pela pesquisadora a partir dos protocolos.
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Figura 30 - Protocolo da construcéo realizada no GeoGebra para resolucdo da
Atividade 3 — Parte 1, feita pela dupla 3

Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

] ®
[% / e/ 10| e
| | | | | i, v
» JaneladeAlgebra (x| » Janela de Visualizacio
o] /

A

.
. -~

ABC
7]

a=2
7]

=] 8%

.

x|

Entrada: =@

Fonte: Protocolo da dupla 3 feito com o software GeoGebra.

Observa-se a existéncia de 4 retas na janela de visualizacdo e 5 equacdes de
retas na janela de algebra, mas uma das retas esta mais escura, na verdade duas
retas coincidentes estdo representadas ali, além disso ao colocar-se o cursor sobre
ela suas equacdes também ficam destacadas, conforme apresentado na figura 30,
dessa forma constata-se que a dupla 3 percebeu o que acontecia com as retas.

Na questdo 3 pedia-se para movimentarem as retas e observarem se suas

posicdes alteravam. As respostas sdo apresentadas a sequir.

Quadro 27 - Respostas dadas pelas trés duplas para a questdo 3 da Atividade 3 —
Parte 14’
Dupla 3

A posigao relativa entre as retas se altera?

B i 5 - - (o § 9 o i B ey P
M FJ.-.-"-.A ALY A Lol e T d CAEALPLLS CA L e

LallucdrJL A Al

Dupla 1: Nao, continuam com a
mesma posic¢ao.
Fonte: Protocolos das duplas 1, 2 e 3.

Dupla 2: Nao se altera.

47 As respostas dadas pelas duplas 1 e 2 foram transcritas pela pesquisadora a partir dos protocolos.
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As trés duplas responderam nao haver alteracdo na posigao relativa entre as
retas, porém apenas a dupla 3 destacou o fato de o coeficiente linear modificar-se,
embora nao tivesse sido solicitada nesta questao.

Na questdo 4 pediu-se para observarem especificamente a janela de algebra
para responderem a respeito dos coeficientes linear e angular das equacgdes. As
respostas sdo apresentadas a seguir.

Quadro 28 - Respostas dadas pelas trés duplas para a questao 4 da Atividade 3 —
-Parte 148
Dupla 3

E na janela de algebra em relag&o as equacdes das retas, ha alguma alteracao

em seus coeficientes?

Dupla 1: Sim, o coeficiente linear da Dupla 2: Sim, os coeficientes
reta movimentada muda. lineares se alteram.
Fonte: Protocolos das duplas 1, 2 e 3.

As trés duplas responderam da maneira esperada em relacdo ao coeficiente
angular permanecer e o coeficiente linear alterar-se, a medida que a reta €&
movimentada.

Na questao 5 solicitou-se que respondessem se é possivel identificar a posicao
relativa entre as retas apenas observando suas equactes. As respostas dadas séao
apresentadas a seguir.

Quadro 29 - Respostas dadas pelas trés duplas para a questdo 5 da Atividade 3 —
-Parte 14°
Dupla 1

Existe alguma maneira de identificar a posicdo relativa entre as retas apenas

observando suas equagdes? Qual?

Dupla 2: Sim. Dupla 3: Para identificar a posicao relativa entre as retas observando
Olhando o apenas as equagdes € necessario analisar as semelhancas ou
coeficiente angular. diferencas entre os coeficientes angulares e lineares.

Fonte: Protocolos das duplas 1, 2 e 3.

48 As respostas dadas pelas duplas 1 e 2 foram transcritas pela pesquisadora a partir dos protocolos.
49 As respostas dadas pelas duplas 2 e 3 foram transcritas pela pesquisadora a partir dos protocolos.
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As duplas 1 e 3 responderam de maneira muito semelhante a resposta
desejada, porém apesar dos erros de portugués, os alunos da dupla 1 identificaram
todas as possibilidades de posicdes relativas em relagdo aos coeficientes das
equacodes das retas.

A dupla 3 nao identificou as posi¢coes e as relacdes entre os coeficientes das
equacles das retas. A dupla 2 também néo identificou e além disso nem mencionou
o coeficiente linear.

Na questéo 6 solicitou-se aos alunos justificarem com base no observado nas

guestdes anteriores. As explicacdes sdo apresentadas a seguir.

Quadro 30 - Conclusao das trés duplas para a Atividade 3 — Parte 1
O que vocé pode concluir?

L MAAL 5 AALOUEA I ) Al',lr"/ LCAA [‘ : Ay LAA L~
Dupla1 : ;

Dupla 2

9

Dupla3 | Zgquesés dos adas ¢ defmua

.¥~‘

Fonte: Protocolos das duplas 1,2 e 3

A dupla 1, conforme j& foi observado anteriormente, trocou a palavra
coeficientes por valores, mas respondeu sobre a existéncia de uma relagdo entre os
coeficientes e a posicédo ocupada pela reta no sistema cartesiano ortogonal plano.

A dupla 2 respondeu de forma satisfatoria, porém ao tentar explicar a respeito
do coeficiente linear ndo o fez de maneira clara deixando duvida a seu respeito.

A dupla 3 deu uma resposta muito geral, mas ndo respondeu a solicitacéo,
esperava-se identificarem as previses possiveis em relacdo as retas apenas

observando os coeficientes angulares e lineares.

5.3.4.2 Parte 2 da Atividade 3

Na primeira questdo foram apresentadas cinco equacfes para que fossem

digitadas e observadas, conforme mostra o quadro a seguir.
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Quadro 31 - Respostas dadas pelas trés duplas para a questdo 1 da Atividade 3 —

-Parte 250
Dupla 3
Qual € a posicao relativa entre as retas? Por que?
A Pe AL_’)‘l rdobve e oo ndion £ cencetieale ;
OEUD uﬁi’.-v-)z;‘.v o \,‘g_,‘ j; S ham el g»lf.'t p) ;Li_., 3{1. v-,-',.t‘. LD Ly
};,I;, (jw_L.\,{'\ v A QO ;L,’-,u.»—m s

Dupla 2: Elas séo concorrentes por que
os coeficientes angulares sédo
diferentes.

Fonte: Protocolos das duplas 1, 2 e 3.

Dupla 1: S&o todas concorrentes,
pois os coeficientes sao diferentes.

As duplas 1, 2 e 3 responderam que todas as retas sado concorrentes e para
justificar, usaram o fato de os coeficientes angulares serem diferentes. Apenas a dupla
3 chamou a atencao para o fato dessas retas possuirem apenas um Unico ponto em
comum.

Na questéo 2 foi solicitado aos alunos movimentarem as retas com 0 uso das
ferramentas do software GeoGebra e observarem se a posicao relativa entre elas é

alterada, conforme é apresentado a seguir.

Quadro 32 - Respostas dadas pelas trés duplas para a questao 2 da Atividade 3 —
-Parte 25
Dupla 1l

A posicio relativa entre as retas se altera?

N o

Dupla 2: Nao, Elas continuam Dupla 3: A posic¢éo relativa entre
concorrentes. as retas néo se altera.
Fonte: Protocolos das duplas 1, 2 e 3.

As trés duplas escreveram que mesmo ao movimentar as retas a posicao nao
é alterada, ou seja, permanecem concorrentes, conforme era esperava-se que
respondessem.

Na questédo 3 pediu-se aos alunos identificarem como € possivel determinar a
posicdo relativa entre retas por meio da sua equacao. As respostas dadas sédo

apresentadas a seguir.

50 As respostas dadas pelas duplas 1 e 2 foram transcritas pela pesquisadora a partir dos protocolos.
51 As respostas dadas pelas duplas 2 e 3 foram transcritas pela pesquisadora a partir dos protocolos.
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Quadro 33 - Respostas dadas pelas trés duplas para a questdo 3 da Atividade 3 —
-Parte 252
Dupla 3

Existe alguma maneira de identificar a posicao relativa entre as retas apenas
observando suas equacoes? Qual?

A o Ul ,'y-j.p.;f\c. ooy Cadkenligrcol o PRAMCaT

000 ol Tede o V) s o R St dacairhAA

1 w it -
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Dupla 1: Sim, observando os Dupla 2: Sim. Observando os
coeficientes. coeficientes angulares.
Fonte: Protocolos das duplas 1, 2 e 3.

Na resposta dada pela dupla 3 é possivel observar que além de identificar o
coeficiente angular como meio de verificar a posicao relativa entre as retas, também
identificou que seus valores devem ser diferentes para que sejam concorrentes.

As duplas 1 e 2 apenas mencionaram gue o coeficiente angular determina a
posicdo relativa entre as retas, mas ndo deram maiores informacfes sobre como
identificar se s&o ou ndo concorrentes.

Na questao 4 foi solicitado aos alunos decidirem a respeito do que é necessario
para duas retas ou mais serem concorrentes, conforme mostra o quadro a seguir.

Quadro 34 - Respostas dadas pelas trés duplas para a questédo 4 da Atividade 3 —

Parte 2

O que vocé pode concluir?

(i) - R Ny Iy =N I A .7

WALLAE Clladurelss 60 LS AN L h A8 o i
Dupla 1l / Bl / "

oLt Ll Adonts S 2 A AT AT ¥ FE,
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.\_-!'u, 1 LT Ry =W BN ~ r. } WAL CATTTAALALCLH, RS,
Duplaz ) hh.l‘ L i 3 J I' - -l: : -

o, O RESUCERN  GulClUarot Ote iy

Ped,bw-);n Eecii A 'FT“)""' L ¢ fAr DA OO

" + - IS 3 : 4

Dupla 3 L Aumiasun e dosUnkes on ralos »uwd Cencet

Ranlon

Fonte: Protocolos das duplas 1, 2 e 3.

As duplas 1 e 3 responderam conforme era esperado, pois relacionaram 0s
coeficientes angulares com a posi¢cao das retas. A dupla 2 respondeu de maneira

muito geral. O objetivo era para responderem especificamente em relacdo as retas
serem concorrentes.

52 As respostas dadas pelas duplas 1 e 2 foram transcritas pela pesquisadora a partir dos protocolos.
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A questdo 5 solicitou aos alunos chegarem a conclusdo de como é possivel
relacionar a posicao relativa das retas e seus coeficientes. A seguir as conclusoes das

trés duplas.

Quadro 35 - Concluséo das trés duplas para a Atividade 3
As retas sdo paralelas distintas se:

Duplal | <> F

Dupla 2 05 pehicertes argylbees e e

. - AL Loracotth  dodoardis
Dupla 3 Firurn  as  estjoarls r,,ﬁfr-»!-?--l---- LOADRT A ALTACLED Ot

As retas séo paralelas coincidentes se:

|

Dupla 1 Corrinty ¥y CelfiCatrdes - L Lo
| [ } P [ PP
Dup|a2 [H=] :-'-'-I|- EYTES  OUrEpCats !||_-_| ™ "f"'"' [ | I [T Ay ! | PO e TeeTee
Ao e e n oeppedenus 4L Moeegers Ay
Dup|a 3 Lorailym &b L Ll -y |

As retas sdo concorrentes se:

P st -'-'- "I! L, (AL I' s 4’.-:_.' 1l St i 'I r:..::. Wi .-.-IIJ__-
Duplal | &% Ceiftoiclih e i A )
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Dupla 3 i ot canlh  omgulasun o Yrnorun  dipurarls

Fonte: Protocolos das duplas 1, 2 e 3.

Nas conclusbes das trés duplas observa-se a predominancia do registro
algébrico. Em todas as conclusées sdo mencionados apenas 0s coeficientes
angulares e lineares como forma de identificar a posicdo relativa entre as retas.

Nenhuma das duplas associou os coeficientes com alguma caracteristica da
representacdo gréfica, como por exemplo: sdo paralelas se tiverem a mesma
inclinacdo em relacdo ao eixo x, ou S4o concorrentes se possuirem um Unico ponto
em comum. Este fato € curioso, pois nas questdes anteriores estas observacdes
apareceram, isto faz crer que o maior objetivo de relacionar os registros grafico e
algébrico nédo foi alcancado. A seguir as construcdes feitas pelas trés duplas no

software GeoGebra para a resolugéo desta atividade.
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Figura 31 - Protocolos das construcdes das trés duplas no GeoGebra para a
resolucdo da Atividade 3 - Parte 2

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

06

) 48
» Janela de Algebra

a:y=3x-22.67
bry=-2x-1
Ciy=x-7.43
d:y=2x-7.6
ery=05x+1.19
fy=x+1
g:y=2x-1

Dupla 1

Entrada:

Arquive Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

¢ Janela de Algebra » Janela de Visualizagio
= Reta

; ay=3x-3.5
b:y=-2x-3.86
cy=x
d:y=2x+3
e;y=0.5x-272

PEWOW

Dupla 2 Tn 3

Entrada: (E1] l
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Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda
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» Janela de Algebra [=] || » Janela de Visvalizagdo
= Ponto

el A={(2,3)
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: ay=3x+2
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ABC
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&

@
@ biy=-2x-2
D cy=x+1
el diy=2x
e ery=05x%-1
3 fy=2x-1

Dupla 3

Entrada:

@

Fonte: Protocolos das duplas 1, 2, 3 feitos com o software GeoGebra.

Verifica-se nas falas dos alunos da dupla 2 que somente no momento de serem
guestionados, comecaram a pensar sobre a coordenacgao entre representacao grafica
e algébrica, conforme apresentado a seguir.

Pesquisadora: O que isso representa olhando graficamente?

Aluno 3: “A posicdo da reta.”

Aluno 4: “E tudo envolvido na posicao.”

Essa coordenacdo € o objetivo do trabalho com o software GeoGebra, mas
observa-se a nédo ocorréncia de maneira muito simples, como ja fora mencionado
anteriormente. Nessa atividade pretende-se que os alunos utilizem quatro registros de

representacdo semiotica para estabelecerem as conexdes de maneira correta.
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5.3.4.3 Parte complementar da Atividade 3

Para complementar a Atividade 3 foram propostas duas questdes em relacao
as retas concorrentes. Na primeira pediu-se aos alunos encontrarem o ponto comum
entre duas retas cujas equacgOes foram fornecidas pela questdo. As resolucdes sao
apresentadas no quadro a seguir.

Quadro 36 - Resolucdes das trés duplas para o complemento da Atividade 3
Vocé ja percebeu que quando duas retas sdo concorrentes existe
um ponto em comum entre elas. Dadas as equacdes das retas:

a) y=x+1 b)y = 2x-1
Encontre o ponto em comum entre as retas no espago abaixo sem
o0 auxilio do software GeoGebra. Depois, confira as coordenadas do
ponto que vocé encontrou utilizando o software.

Dupla 1

Dupla 2

Dupla 3 il Yy =31

Fonte: Protocolos das duplas 1, 2 e 3.

As duplas 2 e 3 resolveram o sistema linear formado pelas equacdes das retas
dadas e encontraram o ponto P(2,3). A resolugédo das duas duplas esta de acordo
com os procedimentos matematicos. A dupla 1 no entanto ndo resolveu o sistema

linear, apenas igualou as duas equacgdes e encontrou apenas a abcissa do ponto.
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A ordenada néo foi encontrada pelos procedimentos de resolucdo do sistema
linear, nem mesmo o ponto foi indicado na resolucdo. A dupla foi questionada sobre
como resolveu a questao.

Aluno 1: “Se elas tem um dos pontos iguais entdo ela tem uma igualdade entre elas, entéo
a gente fez uma igual a outra e isolou o x. A gente colocou cada equagdo ld no campo de
entrada e ai a gente observou no grdfico onde elas estavam passando...”

Aluno 2: “a interseccdo.”

Aluno 1: “era no 2 exatamente.”

A dupla 1 ndo preocupou-se em resolver todo o sistema linear, pois poderia
usar o recurso do software para identificar o que foi solicitado, por este motivo nao
deu continuidade a resolucéo do sistema linear.

Em seguida foi requisitado aos alunos descreverem como utilizaram o software

GeoGebra para conferir os calculos, conforme o quadro a seguir.

Quadro 37 - Respostas dadas pelas trés duplas para o complemento da Atividade 3

Descreva como vocé fez para encontrar esse ponto utilizando o software GeoGebra.
7
ST O O Zl - Al
Duplal ST & ( !,' Lo '. 4 J £ ";__' ISANANATO e B2 S :“(-{1,
r“: £ { /~
Dup|a2 hos qigtormos ob .Iv.“ | :.-_-TR..I:" L oo o § ritrock
Wicitamih o bonre S Ufari LS 0r  ,uXon Lu-
,tu.u_ oD L NIALCAL O LD O
: 'y it oA " {3/\'\ Lo A LA |
Dupla 3 it e |
J \_"_zt_“)"» Y o 1'!\-, AACiAA Y6 ~AL
cernJ o uLYPREAMAOD It
Ao v.ur\.’«.t'm_\»

Fonte: Protocolos das duplas 1, 2 e 3.

A dupla 1 respondeu que observou onde as retas se cruzam no eixo x,
contrariando o que foi dito e descrito acima, ao utilizar o registro da lingua natural na
forma escrita foi cometido um equivoco, na verdade fez-se uso de uma ferramenta

do software denominada ‘ponto de intersecgéo”.
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Talvez porque como encontrou-se apenas o valor de x do ponto de interseccao
tentou-se evidenciar que ndo seria necessario continuar o calculo, j& que existia a
possibilidade de finaliza-lo com o uso do software.

A dupla 2 mencionou apenas que digitou as equacfes, 0 que nao seria
suficiente para determinar se o ponto encontrado com lapis e papel estava correto,

portanto ndo terminou a descricdo de como realizou a atividade.

Aluno 4: “Ai ela se formou na janela de visualiza¢do.”
Aluno 3: “Elas apareceram sendo concorrentes.”

Aluno 4: “Ai a gente mudou da forma reduzida para a forma geral.”

A descricao feita pelos alunos da dupla 2, tanto na forma escrita como na forma
oral, ndo é completa e dessa maneira ndo € possivel identificar como conferiram o
resultado obtido com lapis e papel. Portanto, decidiu-se verificar a construcao feita por

com o uso do GeoGebra, conforme indica a figura a seguir.

Figura 32 - Protocolo da construcdo no GeoGebra para o complemento da Atividade
3, feita pela dupla 2

|.-uuuivo Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda

A ol | e ] . s +
R U o™ U DU OO Lol N o2 ff 8 _
b Janela de Algebra | | ¢ Janela de Vlsuallragin ®| | = Protocolo de Construcio x
Ponto B~ &~ B | o
J A=(23)
2 Reta I 5 N. |Mome | Definige | Valor Legenda
3 oay=x+1 1Retaa ay=x+1
4 bry=2x-1
4

2Retab By=2x-1 ‘

/‘5;-: oA Pontode A=(2 3)
\,____ intersecio

Entrada: =

Fonte: Protocolo da dupla 2 feito com o software GeoGebra.

De acordo com os protocolos de construgcédo do software GeoGebra a dupla 2
utilizou a ferramenta “ponto de intersec¢édo”, destacado na figura 32, para conferir o

que foi feito com lapis e papel.
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A dupla 3 respondeu de maneira clara e concisa, a forma como encontrou o
ponto e conferiu se estava correto, apesar de usar a palavra fungéo para designar a

equacao da reta.

5.3.4.4 Generalizacéo das Atividades 1,2 e 3

Foi solicitado aos alunos experimentarem digitar outras equacdes e pontos,
com o objetivo de os movimentarem e utilizarem recursos do software a fim de verificar
se as observacdes feitas nas trés atividades também sdo validas nessas novas

equacgoes. As respostas dadas sao apresentadas a seguir.

Quadro 38 - Protocolos das trés duplas para a generalizagdo das Atividades 1,2 e 3

Experimente digitar outras equacdes de retas criadas por vocé, movimente pontos,
retas e verifique se as observacgbes feitas até aqui valem também para essas novas
equacdes de retas. Registre suas observac¢fes abaixo:
-.:'\.'\-'r-\.- Py = g A L | o ot W T Fatat oy
Dupla 1 e ' b P ¥
upla Ul cho i LA =
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IO X f ! [ S0
Dupla 2 Ao ¢ ‘»“;»{, y [_’fr_- b« (o1 00 X [ TR l,rs. y
X ),"T\ e | rtersex { e rea
Arnian S e Qi o ous QUL | 4
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AU = p eyt ke don 'y S & L -
Dupla 3 4 o T
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Fonte: Protocolos das duplas 1, 2 e 3.

A dupla 1 enfatizou a questdo dos coeficientes como as propriedades
observadas em relacdo a eles poderem ser observadas para quaisquer equacoes.

A dupla 2 néo respondeu o solicitado, fez uma descricdo de como resolveu o
sistema linear n&o pertinente a esta questédo, isso pode evidenciar que nao realizou a
tarefa solicitada.

A dupla 3 enfatizou as posic¢des relativas entre as retas, mostrando que esse

aspecto chamou-lhe mais atencéo.
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5.3.5 Analise das questbes respondidas depois da realizacdo da
sequéncia de atividades

Na sequéncia apresentam-se as respostas dadas pelos alunos das trés duplas
as questdes propostas. As trés questdes tratam da opinido a respeito das atividades

e do uso do software.

Quadro 39 - Protocolo das trés duplas para as questdes pessoais respondidas
depois das Atividades - 1

Qual é a relacéo entre as atividades que vocé desenvolveu aqui e 0 assunto equacao
da reta, estudado anteriormente?
\ '.‘(» .‘rA._,l. > Ll £
Dupla 1 AP A AT “Iordir S Kala,. da. oualo.
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AVwés dov oo o 7T ke Nt
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Fonte: Protocolos das duplas 1, 2 e 3.

As duplas 1 e 3 afirmam que por meio das atividades foi possivel entender
melhor o assunto. A dupla 3 destaca o fato de o programa ter um carater dinamico e
isso proporcionou entendimento de maneira mais facil.

A dupla 2 ndo respondeu o solicitado, simplesmente mostrou as propriedades
ja observadas anteriormente. Isto faz refletir a respeito do que quiseram dizer, por iSso

foi questionada sobre suas respostas, conforme apresentado a seguir.

Pesquisadora: “O que vocés viram nas aulas de matemdtica é a mesma coisa que VOCEes
viram aqui?”

Aluno 3: “Sim.”

Pesquisadora: “O que vocés acharam de usar o software?”

Aluno 4: “Mais facil!”

Aluno 3: “E bem mais fdcil porque a gente td visualizando tudo entendeu?”

Aluno 4: “Ndo tem que ficar la desenhando, fazendo aqueles detalhes todos...”
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De acordo com o dialogo, os alunos da dupla 2 reconheceram que 0 assunto

estudado nas aulas foi o0 mesmo tratado na atividade e mencionaram o uso do
software como facilitador do entendimento.

Quadro 40 - Protocolo das trés duplas para as questdes pessoais respondidas

depois das Atividades - 2

Qual a sua opiniao sobre o uso do software GeoGebra? Vocé teve dificuldades em

utilizi-lo?
: f
(DR PO o Y o Y ot oupecd
Dupla 1 ! 7t ) / ;
r=2 Arn
{ - O AAS AL
: fod | 7 di3
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Fonte: Protocolos das duplas 1, 2 e 3.

Quadro 41 - Protocolo das trés duplas para as questdes pessoais respondidas

depois das Atividades - 3

Vocé acha que a utilizacéo do software GeoGebra ajudou na compreenséo do
assunto equacéo da reta? Por qué?
Dupla 1 + X Wy TV
or e et ¥ el \ I t et
Dupla 2 ) de. N6 preporcios | (T
e {ioes erde.
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Fonte: Protocolos das duplas 1, 2 e 3.
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As duas gquestdes tratam especificamente do uso do software GeoGebra, as
trés duplas gostaram de usa-lo e ndo mostraram grandes dificuldades com relagéo a
interface. Na questéo 3, a dupla 2 menciona a possibilidade de fazer a prova real dos
exercicios. Por ndo ser possivel entender qual a intencdo ao responderem, a dupla foi

guestionada.

Pesquisadora: “O que vocés quiseram dizer com ‘além de proporcionar a prova real’?”
Aluno 3: “Quando a gente fazia o exercicio a mdo, ai a gente colocava ali as coordenadas
ou a equagdo e ai aparecia a posi¢do da reta, ai a gente confirmava se o resultado que a
gente chegou tava certo mesmo.”

Pesquisadora: “E com rela¢cdo a vocé poder movimentar?”

Aluno 3: “Eu acho que ajuda a.... que clareia mais o entendimento dos coeficientes,
entendeu? A fungdo de cada um o que cada um representa, é mais fdcil...”

Aluno 4: “uhum”

Nota-se em relacdo a dupla 2 que caracteriza o uso do software como forma
de comprovar exercicios ja vistos ou resolvidos. Logo a partir dai refletir a respeito do
exposto na tela. Essa ideia tem a ver com a validagdo da solucdo de um problema.
Esse é um aspecto importante comumente pouco explorado em aulas de matematica.

As trés duplas mencionaram haver maior facilidade em relagédo a compreenséao
proporcionada pelo fato de poderem movimentar as retas.

Em todas as questfes, as trés duplas avaliam o uso do software de maneira
positiva. Constata-se simpatia em relacdo ao seu uso.

As duplas observam que o facil manuseio do software pode ajudar na
compreensao dos conceitos referentes a geometria analitica, mais especificamente a
equacao da reta.

Um aspecto, em especial, foi destacado pelos alunos, o fato de poderem
movimentar a reta, essa faceta do software funcionou como um fator motivador, pois
puderam movimentar o que antes, com o uso de lapis e papel ou da lousa, era imovel.
A facil manipulagéo das ferramentas do GeoGebra também foi destacada pelas trés
duplas, ou seja, a utilizacdo do software ndo foi um empecilho para a realizacédo das
atividades.

Durante a aplicacdo, os alunos mencionaram que baixariam o programa para

poderem usa-lo em suas casas, isso pode ser avaliado de maneira positiva.
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5.3.6 Andlise a posteriori da Atividade 4

Nesta atividade foi apresentado um grafico e uma situacao, conforme mostra o

quadro abaixo.

Quadro 42 - Enunciado da Atividade 4

Leia a questéo abaixo e utilize o software GeoGebra para resolvé-la.
A promocao de uma mercadoria em um supermercado esta representada, no gréfico
a seguir, por 6 pontos de uma mesma reta:

i valor de compra (em reais)
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Fonte: IEZZI, 2005, p. 234

Para a solucéo desta atividade os alunos deveriam usar o software GeoGebra
para desvendar a situacao e responder algumas perguntas. As respostas dadas pelas

trés duplas séo apresentadas a sequir.
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Quadro 43 - Protocolo das respostas dadas pelas trés duplas para a Atividade 4
Se uma pessoa comprar 20 unidades dessa mercadoria, na promogao,
pagara quanto por unidade, em reais?

o Al e, by

Dupla 1

Dup|a2 "-f‘ I‘.-:.:'.-.-. I-l'-.]!- S0 O

T ]

Dupla 3 . C -'.._-'_‘_:

Qual é a equacéo da reta que contém os seis pontos representados?

Dupla 1 e P y = A
Dupla 2 -?'-_ 'i.-"|. '."*5;': D phte TS € Hx — .-Il F
Dupla 3 e

Se uma pessoa gastou R$ 70,00, quantas unidades dessa mercadoria, na
promocéo, essa pessoa comprou?
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Fonte: Protocolos das duplas 1, 2 e 3.

Em relacdo a primeira questéo, as trés duplas responderam R$ 90,00, apesar
de a dupla 3 ndo dar uma resposta no registro da lingua natural e apenas indicar o
valor.

Na segunda questdo as duplas 1 e 2 apresentaram a equacao tal como ela é
exibida no software, forma que ndo pode ser definida como equacéo geral. A dupla 3
apresentou a equacao na forma reduzida.

A terceira questao foi respondida pelas duplas 1 e 2 apenas com a indicacdo
de 25 unidades. A dupla 3 mostrou como chegou a esse resultado e apresentou a
solugdo com a substituicdo do valor 70, que significa o gasto para a compra de x
unidades de determinado produto representado no eixo y. Na equacéo e ao isolar o x

obteve o resultado 25.
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Novamente esta dupla ndo apresentou uma resposta no registro da lingua

natural, mas sim de maneira simbdlica como um ponto pertencente a uma reta. A

construcéo feita pela dupla 3 para a resolucdo da Atividade 4 é apresentada a seguir.

Figura 33 - Protocolo da construcao realizada no GeoGebra para resolucéo da

Atividade 4, feita pela dupla 3
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Fonte: Protocolo da dupla 3 feito com o software GeoGebra.

Esta dupla utilizou uma solucao gréfica para encontrar o solicitado na primeira

guestdo da Atividade 4. Notam-se todos os passos dados pela dupla 3 durante a

construcédo e verifica-se que essa dupla nao teve dificuldades para realiza-la. Houve

a coordenacéo entre os registros grafico e algébrico, pois na questao a resolucao foi

grafica, conforme observado na figura 33, ja na questdo 3 a solucao foi algébrica
conforme apresentado no quadro 43.

Em seguida as trés duplas deveriam descrever como fizeram para resolver tal

situacdo com o auxilio do software GeoGebra e as respostas sdo apresentadas a

sequir.
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Quadro 44 - Protocolos das trés duplas para a descricédo da resolucédo da Atividade 4
com o uso do GeoGebra

Descreva como voceé utilizou o software GeoGebra para resolver a situacdo proposta.
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Fonte: Protocolos das duplas 1, 2 e 3.

A dupla 1 apresentou, em sua descri¢cdo, uma solucao gréfica para a situacao
proposta pela Atividade 4 na qual utilizou retas perpendiculares para encontrar 0s
pontos desejados.

A dupla 2 apesar de mencionar as retas perpendiculares néo fez uma descricao
clara de como as utilizou, sua resposta foi muito simplificada causando incerteza a
respeito de como realmente chegou a tal resultado. Por esse motivo a dupla foi

guestionada e as respostas sdo apresentadas a seguir.

Pesquisadora: Vocés tiveram dificuldade para resolver a Atividade 4?

Aluno 4: “Visualizar o eixo x e 0 eixo y.”

Aluno 3: “Encontrar a coordenada.”

Aluno 4: “A gente ndo conseguiu enxergar o que tava ai e o que tava escrito, porque...”
Aluno 3: “E fazer essa relacdo ai das retas e do eixo x e do eixo Yy e de encontrar os valores,

teve uma certa dificuldade.”

A dupla 3 também citou como forma de resolugdo uma situagéo em que utilizou
o grafico, apesar de ter apresentado uma solugéo puramente algébrica para a questao
3, mas a descricdo apresentada esta de acordo com o protocolo de construcdo do

software GeoGebra da figura 33.
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Os alunos das trés duplas tiveram dificuldades em utilizar os conceitos
referentes a equacéo da reta para resolver o solicitado. Esta dificuldade pode ser
resultado do fato de a atividade ndo ser exatamente sobre uma reta, ou seja, uma
atividade na qual os conceitos sdo utilizados, mas nao representam a situacao
exatamente. Talvez um outro tipo de situacao poderia ter um melhor resultado. Apesar
de terem acertado, foi um processo bem mais demorado, diferente das demais

atividades.
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CONSIDERACOES FINAIS

Nessa pesquisa o objetivo principal é a utilizacdo de um software de geometria
dindmica para contribuir na apreensdo do objeto matematico reta. Para realizi-la,
utilizou-se como base a teoria dos Registros de Representacdo Semidtica de
Raymond Duval.

De acordo com essa teoria, a analise pode ser feita a partir dos pontos de vista
cognitivo e matematico, pois sdo dois aspectos extremamente importantes para a
realizacdo de qualquer atividade em matematica.

A escolha do GeoGebra decorreu do fato desse software apresentar tanto a
parte algébrica quanto a parte grafica. De acordo com a teoria dos Registros de
Representacdo Semiotica a apreensao de qualquer objeto matematico sé é possivel
guando h& a coordenacéo de pelo menos dois registros de representacao diferentes.

Portanto verificou-se no software GeoGebra a oportunidade de trabalhar num
ambiente diferente do habitual para a maioria dos alunos. Além disso proporcionar o
exercicio com dois registros importantes para o entendimento do objeto matematico
reta ao mesmo tempo, utilizando uma unica ferramenta.

Outro aspecto para a escolha desse software foi a agilidade com que realiza
conversdes e tratamentos, pois 0s alunos participantes da pesquisa ja haviam tido
contato com o0 assunto no mesmo ano. Portanto ndo era interessante gastar muito
tempo com construcdes, resolucdes etc. ja feitas anteriormente. O foco principal foram
as observacdes, comparacdes e conjecturas realizadas pelos alunos ao observarem
os diferentes registros.

Entende-se, de acordo com a pratica, que o0 objeto matematico reta ndo é
compreendido por alguns alunos, segundo Duval (2011) a reta ndo € um obijeto real,
nao é possivel encontrar algo que possa ser considerado reta. Isso diferencia a
matematica de outras areas do conhecimento como por exemplo a fisica. Na verdade
a matematica é utilizada para modelar e explicar fendbmenos, mas ela ja existe bem

antes de ser utilizada dessa maneira.
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Normalmente os alunos associam a reta apenas ao registro grafico. Para eles,
ao combinar esse registro com o registro algébrico, por exemplo, percebem-se véarias
dificuldades.

Relacionar uma equacdo a um grafico € algo em geral complicado para os
alunos. Outro registro muito importante para a compreensdo de qualquer objeto
matematico € o registro da lingua natural, muitas vezes o entendimento dos
enunciados fica prejudicado pela falta de coordenacdo entre esse registro e 0s
demais.

Essas dificuldades observadas sédo apontadas por varias pesquisas e também
pelo proprio Duval em sua teoria. A partir de todos esses aspectos iniciou-se a reflexao
de como seria possivel reparar tais dificuldades e ao mesmo tempo proporcionar a
oportunidade de uma melhor compreenséo a respeito do objeto matemaético reta.

Diante de tudo isso elaborou-se uma sequéncia de atividades com o0 objetivo
de atingir os problemas apontados com base na teoria para, a partir de sua resolucao,
encontrar algumas conclusfes. A sequéncia era composta de quatro atividades a fim
de tratar o assunto de maneira que a coordenacdo de quatro registros fosse
privilegiada.

Os registros trabalhados na sequéncia foram o registro da lingua natural, o
registro gréfico, o registro algébrico e o registro simbdlico. O registro da lingua natural
foi escolhido, pois apesar de estar presente nos enunciados, explicacdes etc. ndo é
muito explorado em matematica e a sua conversao para qualquer outro registro nao
dar-se-a de forma direta, para isso é necessario o registro auxiliar de transicdo, no
caso da sequéncia criada, o registro simbolico. Os registros grafico e algébrico foram
escolhidos por representarem um par que complementa-se, ou seja, as informacoes
presentes em um podem ser usadas para a compreensao do outro e vice-versa.

Apbs a elaboracao da sequéncia, foi apresentada aos colegas do GPEA, a fim
contribuirem com sugestdes e melhorias. Posteriormente as adequacdes feitas com
base nas contribui¢cdes dos colegas, a sequéncia de atividades estava pronta para ser
aplicada.

Aspectos da metodologia denominada Engenharia Didatica de Michéle Artigue
foram utilizados como metodologia de pesquisa. Nao foi usada com o carater de
estratégia de ensino, em func¢éo dos alunos ja terem tido contato com o assunto. Foi
usada como metodologia de pesquisa para organizar a elaboracao, aplicacao e

analise dos dados.
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O proximo passo foi a realizacdo da analise a priori para levantarem-se as
possibilidades de respostas dadas pelos alunos.

Apds a analise a priori, a sequéncia de atividades foi aplicada para 6 alunos da
32 série do EM organizados em duplas. Realizaram as quatro atividades durante uma
Unica sessédo que durou 5 horas, uma manha inteira.

O fato de néo ser possivel usar os computadores da sala de informética, em
virtude de a escola ndo ter um estagiario do Programa Acessa Escola, foi dificil, pois
se ndo houvesse a possibilidade de usar notebooks néo seria factivel a realizacdo das
atividades.

Com a intencgdo de ter mais informacg@es sobre o escrito nos protocolos o audio
dos diadlogos de uma das trés duplas foi gravado. Apds esse momento optou-se por
entrevistar as outras duas duplas a fim de agregar mais informacgdes e certezas sobre
0S escritos nos protocolos.

De posse do material iniciou-se a analise a posteriori. Na analise verificou-se
muita dificuldade, dos alunos com relacdo a conversdes envolvendo o registro da
lingua natural. Em muitas situac¢des o entendimento a respeito do que fora escrito s
foi possivel porque havia acesso ao audio ou a entrevista, caso contrario seria
impossivel compreender. O problema referente a relagéo entre a lingua materna e a
linguagem matematica ficou evidente durante a realizacdo da sequéncia de
atividades.

A coordenacéo entre os diferentes registros € um aspecto ainda ndo dominado
pelos alunos, assim ainda ndo conseguem realiza-la de maneira rapida e eficiente.
Dentre as trés duplas, a dupla 2 chamou atencéo, por apresentar maior dificuldade
em relacdo a coordenacao dos registros. Em algumas questfes sequer respondeu o
gue fora perguntado e isso revela blogueio no entendimento dos enunciados, ou seja,
na converséao do registro da lingua natural para qualquer outro registro. Além disso a
dificuldade quanto a matematica também fora um obstaculo nesta situacao.

As duplas 1 e 3 tiveram mais facilidade para realizar as atividades, porém vale
ressaltar a dupla 1 que apresentou muitos problemas em relacdo a escrita, referentes
a lingua portuguesa e alguns também referentes a linguagem matematica, como
exemplo a utilizacdo da expresséo “valores dos pontos”ao invés de “coordenadas dos

pontos”.
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A dupla 3 teve menos dificuldades, apesar de também apresentar problemas
no que concerne a linguagem matematica, porém em menor escala em comparacao
com a dupla 1.

Com base na teoria dos Registros de Representacdo Semiotica constata-se
gue a dupla 2 apresenta dificuldades do ponto de vista cognitivo no que diz respeito
as conversdes envolvendo o registro da lingua natural, e do ponto de vista matematico
ha problemas referentes a linguagem matematica e conhecimentos prévios que 0s
alunos dessa dupla mostraram n&o possuir.

As duplas 1 e 3 do ponto de vista cognitivo, também apresentam dificuldades
em relacéo as conversdes que incluem o registro da lingua natural, porém em um nivel
menor, a dupla 1 apresenta mais dificuldades que a dupla 3. Do ponto de vista
matematico as duas duplas estdo “empatadas” apesar de exprimirem alguns
problemas relacionados a linguagem matemética, os conhecimentos prévios desses
alunos estdo mais consolidados do que os da dupla 2.

Um aspecto positivo foi o deleite dos alunos das trés duplas em usar o software
GeoGebra. Elogiaram muito, ressaltaram a facil manipulacéo e o melhor entendimento
da geometria analitica de modo geral proporcionado pelo software. O fato de poderem
movimentar e acompanhar 0s acontecimentos tanto com o registro grafico quanto com
o registro algébrico foi um aspecto salientado por eles.

Considera-se ter havido melhor compreenséo por parte dos alunos a respeito
da reta, as trés duplas tiveram a oportunidade de assimilar aspectos nao percebidos
durante as aulas sobre o assunto. Ndo é possivel afirmar que todos sairam desta
experiéncia com total dominio dos diferentes registros e estabelecendo todas as
conexdes desejadas, porém acredita-se que esta sequéncia associada ao uso do
computador cumpriu com o seu papel de proporcionar maior reflexdo em relacao ao
assunto.

Um fator relevante a ser colocado é o fato de a sessao ter sido Unica, talvez se
o0 mesmo trabalho fosse feito em duas ou trés sessfes os resultados pudessem ser
diferentes. Apesar da satisfagéo e vontade dos alunos em participar, por terem sido
cinco horas seguidas, ao realizarem a ultima atividade certo cansaco foi observado.
Este cansago pode ter influenciado em resultados negativos observados nos

protocolos das trés duplas.
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Em referéncia a questdo de pesquisa proposta no inicio desse trabalho pode-
-se afirmar sobre o0 uso do computador que grandes contribuicbes para a apreensao
do objeto matematico podem ser verificadas, seu uso acelera as conversées e
tratamentos a serem realizados e permite ao aluno manipular o objeto matematico
como se fosse real, fato impossivel com lapis e papel.

Para a eficAcia dessas contribuicbes é preciso a associagdo do uso do
computador com uma sequéncia de ensino elaborada, e bem planejada, pelo
professor. O computador funciona como uma ferramenta muito eficiente, porém nao
substitui o trabalho do professor.

Confia-se na potencialidade das contribuicbes da sequéncia de atividades
elaborada para o estudo da reta na geometria analitica. Alteracdes poderéo ser feitas
na sequéncia para ser utilizada no inicio do estudo da reta com o uso do computador
e isto pode trazer bons resultados em relagdo a aprendizagem.

Para futuros trabalhos sugere-se a analise do ponto de vista da geometria
analitica vetorial do ensino superior. No tocante ao estudo da reta, sob uma
perspectiva dos conhecimentos prévios necessarios para 0s alunos compreenderem-
-no em um nivel mais avancado.

A realizacdo deste trabalho de pesquisa foi muito especial. Durante seu
desenvolvimento foi possivel perceber as dificuldades dos alunos sob um angulo
diferente, o de pesquisadora. E possivel afirmar que contribuiu muito para o meu
aprimoramento e desenvolvimento profissional, certamente 0s conhecimentos

adquiridos durante esse processo refletirdo no meu desempenho profissional.
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ANEXO |

SEQUENCIA DE ATIVIDADES

Vocé esta prestes a desenvolver uma sequéncia de atividades, elaboradas pela
pesquisadora Raquel Santos Silva. Esta sequéncia de atividades tem o objetivo
de contribuir com a pesquisa para a dissertacdo de Mestrado em Educacao
Matematica. Antes de iniciarmos a sequéncia de atividades, responda as

seguintes questdes:

Vocé ja teve contato com o assunto equacao da reta, nas aulas de matematica, neste

ano de 2013. O que vocé lembra de ter estudado sobre esse assunto?

Quais dificuldades vocé teve durante o estudo desse assunto?

Vocé usa o computador com muita frequéncia? Para qual finalidade?
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SEQUENCIA DE ATIVIDADES

Orientacdes: Apods o término de cada uma das atividades salve o que vocé fez
usando o seguinte procedimento:
No menu, cliqgue em arquivo, em seguida clique na opcdo gravar como. Denomine
da seguinte forma: nome_atividade (nUmero da atividade). ggb

Exemplo: Raquel_atividadel.ggb

Atividade 1

Abra o software GeoGebra. No campo de entrada na parte inferior da tela digite os

pontos A=(-1,1), B=(1,3) e C=(2,4). Em seguida, ligue os pontos com o auxilio da

ferramenta “reta definida por dois pontos” - \——[ , localizada na barra de ferramentas.

Os trés pontos que vocé digitou, A, B e C séo colineares? Por qué?

Agora, também no campo de entrada digite os pontos D=(-2,-1), E=(4,-3) e F=(0,5).

Em seguida ligue os pontos com o auxilio da ferramenta “poligono” - ¥ localizado

na barra de ferramentas.

Os pontos D, E e F séo colineares? Por qué?

O que aparece na janela de algebra?
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De acordo com o que vocé estudou, qual é o método para verificar se trés pontos sdo
colineares?

No espaco abaixo use o método que vocé ja estudou para verificar se os trés pontos
estdo alinhados, no caso dos pontos A, B e C. Em seguida use 0 mesmo processo
paraD, E e F.

Compare o método utilizado acima com os elementos que vocé ja observou na janela
de algebra. Qual a sua concluséo?
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Complete:

Trés pontos estéo alinhados se:

Quando trés pontos nao estéo alinhados:

Salve suas construcdes conforme as instru¢des dadas no inicio.
Atividade 2

No campo de entrada, na parte inferior da tela digite o0s pontos:
A=(-2,5) eB=(2,-2).

Na barra de ferramentas clique em “reta definida por dois pontos” - u em seguida

clique sobre o ponto A e sobre o ponto B.

O que aparece na janela de algebra?

Na janela de algebra clique com o botdo direito do mouse sobre a expressdo e

selecione a opgao “equacédo y=ax+b”.

O que aconteceu com a equacgéao da reta na janela de algebra? Por qué?
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Na janela de visualizacdo, o que aconteceu com a reta que vocé construiu? Por qué?

Agora vamos variar o ponto B. Digite as coordenadas dos pontos indicados abaixo no

campo de entrada, em seguida clique sobre a ferramenta “reta definida por dois

pontos” - \——[ na barra de ferramentas e construa a reta que passa pelo ponto A e
0S novos pontos. Lembre-se de, na janela de algebra, clicar na opcédo “equagéo

y=ax+b”. Entdo escreva as equacoes das retas obtidas abaixo:
d) Digite B_1=(-3,2). Equacao da reta b:
e) Digite B_2=(-2,-3). Equacao da reta c:

f) Digite B_3=(0,-5). Equacéo da reta d:

As equacdes das retas sao iguais? Qual é a diferenca entre elas? Por que?

“l entdo clique sobre o

Na barra de ferramentas selecione a opgao “mover” -

ponto B, na janela de visualizacdo e movimente-o.

Na janela de &lgebra, o que acontece com as equacdes das retas? Por que vocé acha

que isso acontece?

Agora, na janela de visualizacéo, clique sobre a reta que passa por A e B e movimente-

-a.
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Na janela de &lgebra, o que acontece com as equacdes das retas? Por qué?

A partir de suas observacdes, responda:

Ao movimentar o ponto B apenas os coeficientes a e b da primeira equagéo da reta

mudaram. Por qué?

Ao movimentar a reta que passa por A e B os coeficientes a e b de todas as equacodes
das retas na janela de algebra mudaram exceto em duas delas. Por que vocé acha

gue isso acontece?

Comparando o que ja foi estudado com o que vocé observou, o que vocé pode concluir
em relacdo aos coeficientes a e b da equacédo da reta do tipo y=ax+b? O que o

coeficiente a representa na equacéo da reta? E o coeficiente b?

As equacdes das retas poderiam ser escritas de outra maneira? Qual?

Escreva as equacoes das retas dadas de outra maneira:

a) Reta a:
b) Reta b:
c) Retac:
d) Retad:
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O que vocé pode concluir?

Salve suas constru¢des conforme as instru¢des dadas no inicio.

Atividade 3 — Parte 1

No campo de entrada digite as equacdes das retas abaixo:

f) y=2x+2
9) y = 2x—2
h) y = 2x+5
) y = 2x

) 3y=6x+15

Qual é a posicdao relativa entre as retas? Por qué?

Quantas equacdes de retas vocé observa na janela de algebra? Quantas retas vocé

observa na janela de visualizacdo? Por qué?

Na barra de ferramentas, clique sobre a ferramenta “mover” - j em seguida clique

sobre cada uma das retas e movimente-as.
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A posicao relativa entre as retas se altera?

E na janela de algebra em relacdo as equacdes das retas, ha alguma alteracdo em

seus coeficientes?

Existe alguma maneira de identificar a posicao relativa entre as retas apenas

observando suas equacdes? Qual?

O que vocé pode concluir?

Salve suas construcdes conforme as instru¢des dadas no inicio.

Atividade 3 — Parte 2

No campo de entrada digite as equacdes das retas abaixo:

f) y =3x+2
9) y = -2x—-2
h)y y = x+1

) y=2x

) y=05x—-1
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Qual é a posicéo relativa entre as retas? Por qué?

[&]

Na barra de ferramentas, clique sobre a ferramenta “mover” - , a seqguir clique

sobre cada uma das retas e movimente-as.

A posicéo relativa entre as retas se altera?

Existe alguma maneira de identificar a posicdo relativa entre as retas apenas

observando suas equac¢fes? Qual?

O que vocé pode concluir?

Complete:

As retas sao paralelas distintas se:

As retas sao paralelas coincidentes se:

As retas sao concorrentes se:
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Vocé ja percebeu que quando duas retas sdo concorrentes existe um ponto em
comum entre elas. Dadas as equagdes das retas:

b) y = x+1 b)y = 2x-1
Encontre 0 ponto em comum entre as retas no espaco abaixo sem o auxilio do
software GeoGebra. Depois confira as coordenadas do ponto que vocé encontrou

utilizando o software.

Descreva como vocé fez para encontrar esse ponto utilizando o software GeoGebra.

Experimente digitar outras equacdes de retas criadas por vocé, movimente pontos,
retas e verifique se as observacdes feitas até aqui valem também para essas novas

equacdes de retas. Registre suas observacgdes abaixo:

Salve suas construc¢des seguindo as instrugdes dadas no inicio.
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Qual é arelacéo entre as atividades que vocé desenvolveu aqui e 0 assunto equacao

da reta, estudado anteriormente?

Qual a sua opinido sobre o uso do software GeoGebra? Vocé teve dificuldades em

utiliza-lo?

Vocé acha que a utilizacao do software GeoGebra ajudou na compreenséo do assunto

equacdao da reta? Por qué?
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Atividade 4

Leia a questao abaixo e utilize o software GeoGebra para resolvé-la.

(UE/RJ) A promocao de uma mercadoria em um supermercado esta representada, no

grafico a seguir, por 6 pontos de uma mesma reta:

A valor de compra (em reais)

180 F-— -~ -

50f-——-

T S N,

20 30 quantidade de
unidades compradas

Obs. As questfes foram adaptadas para esta atividade, pela pesquisadora.

Se uma pessoa comprar 20 unidades dessa mercadoria, ha promoc¢ao, pagara quanto

por unidade, em reais?

Qual é a equacao da reta que contém os seis pontos representados?

Se uma pessoa gastou R$ 70,00, quantas unidades dessa mercadoria, na promocao,

essa pessoa comprou?
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Descreva como voceé utilizou o software GeoGebra para resolver a situacéo proposta.

Salve suas construcdes conforme as instru¢cées dadas no inicio.
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ANEXO Il

TCLE -TERMO DE CONSSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO

Declaro para os devidos fins que fui esclarecido em relagcéo aos termos abaixo:

e NAao poderei esperar beneficios pessoais advindos da participacdo deste
projeto;

e Nao existem possiveis desconfortos e riscos decorrentes da participacao deste
projeto;

e Minha privacidade sera respeitada de modo que qualguer dado ou elemento
gue possa, de qualquer maneira, me identificar sera mantido em sigilo;

e Po0sso me recusar a responder qualquer pergunta durante a participacao deste
projeto e retirar meu consentimento a qualquer momento, sem precisar
justificar-me, e ndo sofrerei qualquer prejuizo;

e Tereio livre acesso a todas as informagdes e esclarecimentos adicionais sobre
o0 estudo e suas consequéncias durante e depois da participacao do projeto de
pesquisa.

e Fui orientado(a) quanto ao teor do projeto e compreendido o objetivo do

mesmo.

Com base nos termos acima eu,
portador(a) do RG e do
CPF: , responsavel pelo participante

manifesto meu livre consentimento em relagcdo a participacdo do projeto de

pesquisa.
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