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RESUMO

O tema da pesquisa aqui apresentada é o conceito de numero, em especial
a abordagem elaborada pelo matematico John H. Conway. O interesse, para a
Educacdo Matematica, pela conceituacdo de Conway esta na possibilidade de ela
contemplar os dois aspectos complementares da definicAo do conceito de
ndamero, quais sejam: intensional e extensional. A extensionalidade é expressa
pela aplicabilidade do conceito de niumero como certos tipos de jogos, incluindo

entre eles o jogo Hackenbush, estudado neste trabalho.

Propusemo-nos a investigar uma nova abordagem para o conceito de
namero, com vistas a buscar nela elementos que favorecam o ensino e
consequentemente a aprendizagem. Nossa investigacao tem por pressuposto que
namero € um dos conceitos fundamentais da Matemética e que sua constituicao
apresenta diversas abordagens, sem que nenhuma delas possibilite responder a

guestao “O que é numero?” .

Como subsidio a investigacdo, avaliamos algumas respostas de correntes
filosoficas sobre a natureza e a existéncia dos nimeros, as quais nos fornecem

pistas das complexidades implicitas nessa nocao.

Apresentamos também algumas pesquisas que abordam o conceito de
nameros a partir de jogos, assim como a implicacdo de tal abordagem para o

processo de ensino e aprendizagem da Matematica.

Palavras-chave: Numeros, Jogos, Complementaridade, Hackenbush,

Conway.
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ABSTRACT

The subject that is presented in this research is the concept of number, in
special the approach that was elaborated by the Mathematician John H. Conway.
It is very interesting Conway’s concept of number in Mathematics Education,
because of two complementary aspects of the definition of number, which are:
intensional and extensional. The extensionality is expressed by the application of
the concept of number to certain games including the Hackenbush game, which is

studied in this presentation.

We had the purpose of investigate a new approach to the concept of
number, looking for elements that would consequenthy support the teaching —
learning process. Our investigation has as presupposition that number is one of
the fundamental concepts of Mathematics, that its constitution presents a variety
of approaches and that none of them gives the possibility of an answer to the

guestion: “What is number?”

As a subsidy to the investigation we evaluate phylosophical answers aboret
the nature and existence of numbers, which provide us clues of the complexity

implied in this notion.

We also present some researches that study the concept of numbers
coming from games, as well as, the implication of such studies to the teaching —

learning process in Mathematics.

Key words: Numbers, Games, Complementarity, Hackenbush, Conway.
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APRESENTACAO

Este trabalho tem por objetivo investigar uma nova conceituacdo de
ndamero, com vistas a colocar em discussao a pertinéncia de utilizi-la no ensino.
Trata-se da conceituacdo de numero elaborada pelo matemético inglés John H.
Conway. Tal teoria, além de ser formalmente rigorosa, pode ser explorada por
meio de jogos, parecendo-nos, por isso, interessante para ser explorada no
processo de aprendizagem do conceito de nimero. Nao nos propusemos estudar
especificamente a teoria formal de Conway, mas sim sua aplicabilidade como
jogo. Escolhemos para isso o0 jogo Hackenbush (Conway, 2001, p. 87), o qual €

uma generaliza¢ao do conhecido jogo NIM (Bouton, 1901, p. 35).

A Teoria de Conway, que possibilita uma generalizacdo da teoria dos
cortes de Dedekind, pode ser introduzida formalmente a partir de conjuntos, bem
como a partir da teoria dos jogos definindo um nimero como um jogo. No0sSso
estudo adota a segunda perspectiva e utiliza o jogo Hackenbush, para a partir

dele definir de modo exemplar alguns niumeros especificos.

A conceituacdo de numero segundo Conway possibilita e garante a
complementaridade entre as caracteristicas intensionais e extensionais desse
conceito. E, ademais, fornece uma alternativa para abordar o conceito de nimero
para além daquela que explora a relacdo epistemoldgica entre os conceitos de
namero e medida de grandezas, nem sempre satisfatéria como no caso da

introducdo do numero negativo.

A descricdo desta pesquisa esta organizada em quatro capitulos.



No capitulo 1, s&do apresentados as consideracbes histérico-
epistemoldgicas sobre a conceituacdo de numero, o0s procedimentos

metodoldgicos e o referencial tedrico da pesquisa.

No capitulo 2, discorremos sobre respostas apresentadas pelas trés
correntes filosoficas: nominalismo, conceitualismo e realismo, sobre a natureza e

a existéncia dos numeros.

No capitulo 3, apresentamos algumas pesquisas em Educacdo Matematica
que tratam da construcdo de conceitos matematicos a partir de jogos, e mais
especificamente, a construcdo do conceito de nUmeros com a utilizacdo de jogos

em sala de aula.

No capitulo 4, sdo descritos o0 jogo Hackenbush, suas regras e a
construcdo de alguns numeros a partir desse jogo. Neste capitulo apresentamos
também alguns elementos da teoria de Conway a partir de jogos e a

representacéo utilizando conjuntos.

Finalizando este trabalho expomos algumas reflexbes a titulo de

conclusao.



CAPITULO 1

CONSIDERACOES HISTORICO-EPISTEMOLOGICAS

O conceito de numero desempenha papel fundamental na civilizacao
moderna, e as ciéncias mais avancadas, como a Fisica, a Quimica e a Biologia,
entre outras, sdo precisamente aguelas que mais empregam as linguagens dos
nameros. Ndo se trata de questionar a importancia de tais ciéncias ou a
supremacia de uma Ciéncia sobre as outras, mas, sim, saber de que forma séo

representados e comunicados os resultados sobre os fendmenos que estudam.

Sem duvida, deve existir a necessidade de quantificadores tanto para

comunicacao de tais fendmenos quanto para o controle destes.

A Matematica vem se tornando cada vez mais necessaria em todos 0s
ramos do conhecimento humano, da Fisica a Biologia, bem como nas Ciéncias

Sociais (Economia, Financas, Psicologia, etc).

Poderiamos refletir sobre o que torna a Matematica o modelo reconhecido
das ciéncias exatas. Na verdade, muitas vezes, ndo se considera solucionado um

problema antes que o fendbmeno estudado seja formulado como lei matematica.

Quando analisamos processos matematicos, descobrimos que na maioria
das vezes eles se apdiam em dois conceitos fundamentais: niamero e funcéo; e
que o proprio conceito de funcdo pode, em Ultima analise, ser reduzido ao

conceito de nimero.

Por exemplo, no calculo diferencial e integral e na analise matematica

estuda-se o comportamento de funcdes; assim, é importante ter clareza sobre as



propriedades dos numeros, visto que tal conceito fundamenta esses ramos da
Matematica. No entanto, esta compreensdo dos nimeros néo é tdo simples como

parece.

Pesquisas mostram as dificuldades dos estudantes nos diversos niveis de
ensino em relacédo ao conceito de numero real (Igliori e Silva, 2001; Tall e Pinto,

1996).

Com o objetivo de analisar uma nova forma de introduzir o conceito de
namero, faremos inicialmente algumas consideracdes sobre as caracteristicas
histéricas de sua conceituacdo. Uma delas refere-se ao fato de que a nocéo de
namero € uma ferramenta Util para descrever outros objetos matematicos, e, por
isso, demorou mais de dois milénios para se tornar um objeto de estudo em si

mesmo.

A conceituacdo é realizada por meio de diversas formas e nenhuma delas

em condi¢des de fornecer resposta definitiva a questédo: o que é numero?

E importante destacar que a conceituacdo pela diversidade de formas ndo
€ propria apenas da nocdo de numero, mas sim traduz uma especificidade das
nocbes matematicas, que se transformam em objeto em si mesmo na
complementaridade entre as relacdes estruturais e as interpretacées ou possiveis

aplicacdes.

Buscamos nessa pesquisa a complementaridade entre as possiveis
conceituacdes de numero, avancando em certos aspectos aquela abordagem que
explora a relacéo epistemoldgica entre nimero e medida de grandezas. Com tal
relacdo ndo se caracteriza o conceito de niumero, dos naturais aos reais de forma

Gnica; com ela poderiamos até introduzir os nameros naturais ou 0s racionais



positivos, mas nao, da mesma forma os nimeros negativos e os irracionais.

Segundo Otte (2004), hd que se buscar uma nova perspectiva para a
conceituacdo de numero.’ Para ele as dificuldades no processo de ensino e
aprendizagem do conceito de niamero sdo conseqiéncia da introducao tradicional
dos numeros, que € geralmente apresentada nos diversos niveis de ensino
(basico ou superior). Isto porque tal introducdo apresenta algumas
“desvantagens” para a aprendizagem, por exemplo: n&o possibilitar uma
construcdo de maneira uniforme ou geral dos niameros (dos naturais aos reais);
0S numeros irracionais ndo possuem uma maneira positiva de caracterizacao, tais

nameros sao definidos pela negacdo como nao-racionais.

Além disso, acha ele que nao é viavel contentar-se com uma introducao
axiomatica porque com ela ndo ha como tratar os problemas das aplicacdes. Nas
abordagens do conceito de numero, devem-se considerar os processos de

matematizacéo e as possiveis interpretacdes desses sistemas.

Segundo Otte (2003b, p. 204), uma teoria, no sentido da Filosofia da
Ciéncia moderna, é concebida como um par: uma estrutura axiomatica e um
conjunto de varios modelos ou aplicagcbes. N&o existe a possibilidade de
determinar os significados dos objetos matematicos, como nuamero, de uma

maneira absoluta.

Ao contrario, isto significa um abismo e, entdo, para entender algo ha que

representa-lo, buscando varias maneiras novas de expressa-lo.

Recentemente uma nova conceituacdo de numero foi proposta pelo

matematico inglés, John Horton Conway da Universidade de Princeton. A

! Comunicacéo pessoal do autor (PUC-SP, 2004).



proposta de conceituacdo elaborada por Conway € conceitualmente formal e

rigorosa.

Além disso, a Teoria de Conway pode ser interpretada por uma classe de
jogos, como o jogo Hackenbush que € uma classe de jogos generalizados a partir

do tdo conhecido jogo NIM.

Tal conceituacdo permite ainda uma abordagem u(nica dos numeros
naturais aos reais. Garante também a desejada generalidade e

complementaridade citada por Otte (2003a, p. 39; 2003b).

E essa abordagem que sera por nos pesquisada, buscando ampliar as

alternativas existentes para a conceituagdo de numero.

Tem sido comum, desde os tempos de Euclides, apresentar a Geometria
na forma de um sistema axiomatico. Alguns outros modos de apresenta-la foram
adotados pelos matematicos modernos, contudo o critério axiomatico continuou a

ser utilizado.

A Matematica dos numeros, porém, ndo tem sido tradicionalmente
organizada de forma axiomética; tal axiomatizacdo veio acontecer somente no
final do século XIX. Quais seriam 0s motivos para que tal axiomatizacdo so

acontecesse aproximadamente dois milénios apds a da Geometria?

Desde os seus primordios, o desenvolvimento da Matematica dos numeros
deu origem a algumas perplexidades filosoficas, por exemplo, a descoberta dos
incomensuraveis pelos pitagoéricos, originando uma grande crise aos fundamentos

da Matematica.

Os numeros naturais, 1, 2, 3, etc., ndo sao geralmente muito embaracosos,

ja que sua legitimidade parece-nos clara, devido a sua utilizagdo em contagens,



assim como a legitimidade das fracbes afigura-se ndo ser muito perturbadora, ja
gue podemos encara-las como quociente de numeros naturais, muito utilizados

nas comparacdes de medidas.

Podemos imaginar, porém, a inquietacdo causada pela necessidade do
namero zero, ou mesmo a aceitacdo dos numeros negativos. Como poderia um
ndmero representar 0 nada, ou mesmo numeros que representam entes que sao

menores do que nada?

Como podemos ver em C. B. Boyer (1996), desde seu aparecimento, estes
ndmeros suscitaram davidas quanto a sua legitimidade, por exemplo, Stifel em
1543 ainda os chamava de numeros absurdos e seu contemporaneo Cardano

denominava-os solucdes falsas de uma equacéo.

Francois Viete, que foi considerado o matematico mais brilhante do final do
século XVI, e que é reputado o pai da algebra simbdlica, por ter sido o primeiro a
introduzir simbolos literais para os coeficientes e incégnitas de uma equacéo, nao
admitia os numeros negativos nem como coeficientes nem como raizes de

equacodes (Boyer, 1996, p. 209).

As perplexidades filosoficas criadas pelos vérios tipos de numeros
reduziram-se consideravelmente gracas aos trabalhos dos matematicos do século

XIX, do qual resultou uma teoria unificada dos nimeros.

A importante conquista desses matematicos foi mostrar de que maneira as
teorias matematicas relativas a tipos mais sofisticados de numeros podiam ser
“elaboradas a partir de” teorias relativas apenas aos numeros de espécie basica
(nimeros naturais). Em outras palavras, aqueles matematicos revelaram de que

modo cada um dos tipos mais complicados de nameros, bem como as operacdes



(como adicdo e multiplicagdo) que com tais numeros se efetuam, podiam ser
definidos em termos dos numeros naturais e das operacfes com que esses se

efetuam.

Mostrar que isso € viavel e que pode ser feito de tal maneira a tornar as leis
que governam as espécies mais sofisticadas de numeros dedutiveis das leis que
governam 0sS numeros naturais foi denominado aritmetizacdo da Analise, pois
trata de revelar de que modo as partes da Matematica reunidas sob o titulo de
Andlise podem ser “reduzidas” a parte elementar da Aritmética. Seria possivel

interpretar a teoria dos nimeros?

A maioria dos matematicos limitou-se a trabalhar com os niumeros naturais
sem cogitar de que a expressao “numero natural” poderia significar e sem cogitar
de saber se temos razf0es para crer que tais entidades realmente existam.
Limitaram-se a acompanhar as consequéncias légicas de hipéteses iniciais, como
0s axiomas de Peano, admitindo que a Matematica preenche, de modo cabal, as
suas finalidades préprias ao estabelecer que seus teoremas sdo dedutiveis dos

seus axiomas.
Algumas pessoas iriam mais longe, dizendo:

E absurdo cogitar, como fazem os leigos e alguns filosofos, do
gue sejam 0sS nuameros ou da existéncia dos numeros; a
Matemética pura é inteiramente hipotética, no seguinte sentido: o
gue nos importa € somente o fato de que, se certos axiomas
forem verdadeiros, entdo é logicamente necessario que certos
teoremas também sejam verdadeiros. As questdes levantadas a
propésito de significado e existéncia sdo inteiramente irrelevantes
para a Matematica pura (Barker, 1976, p. 91).

Esse modo de ver é parcialmente justificavel; é certo que se pode estudar a
Matematica dos numeros sem levantar questdes a propdsito da natureza ou da

existéncia dos numeros.



No entanto, diante da impossibilidade de uma resposta definitiva, a
pergunta “O que é um numero?” varias questdes de ordem filoséfica emergem,
tais como: Quais seriam as possiveis definicbes para tal conceito? E o0s
significados de tais definicbes? Como saber se tais definicbes caracterizam o
mesmo objeto matematico? Investigar as possiveis abordagens desses conceitos
nos diversos niveis de ensino, e para tais, quais significados sédo atribuidos?
Quais seriam as possiveis aplicacdes das leis dos nimeros ao mundo real? Como

tratar as diferentes representacdes dos numeros?

Uma teoria axiomatizada dos numeros pode ser encarada como um
sistema nao-interpretado e pode ser investigada de modo légico e abstrato. Mas o
ponto de vista avanca, por certo, o sinal, quando procura impedir reflexdes acerca

da natureza e da existéncia dos nimeros.

Matematicos e logicos do inicio do século XX, como Russell, em seu
Principia Mathematica, esperavam, confiantes, que fosse possivel, com o tempo,
apresentar cada ramo da Matematica na forma de um sistema axiomatico,

sistema esse que se revelaria consistente e completo.

Essa confiante atitude foi totalmente derrubada pelo trabalho de Godel em
1931. Empregando uma engenhosa cadeia de raciocinios metamatematicos,
GoOdel demonstrou que a consisténcia é incompativel com o completamento. Tais

sistemas, se consistentes, devem, necessariamente, ser incompletos.

Gaodel examinou sistemas como o do Principia Mathematica de Russell, em
gue os termos primitivos e 0s axiomas sao suficientemente numerosos para que
se possa falar dos niameros naturais e deduzir as leis que governam operacdes

como a adicdo e a multiplicacéo, efetuaveis com esses numeros. Godel chega a



conclusdo que qualquer axiomatizagdo consistente na teoria dos numeros
naturais nunca abrange, na forma de teoremas, todas as verdades acerca dos

ndmeros naturais.

Algumas axiomatizacfes podem abranger mais verdades do que outras e,
qualquer que seja a verdade, existe alguma axiomatizacdo que a contém como
teorema; nao ha, porém, uma s6 axiomatizacao consistente capaz de incluir todas

as verdades.

O resultado obtido por Gddel derruba por completo a idéia de que a

verdade matemética poderia ser identificada a dedutibilidade a partir de axiomas.

Segundo Otte (2003b), duas mudancas foram necessarias antes que
matematicos, como Grassmann, Dedekind, Hilbert ou Peano, pudessem pensar
sobre a axiomatizagdo dos numeros. A primeira trata-se da alteracéo do carater e
compreensao dos axiomas, 0S quais passariam de verdades objetivas e
intuitivamente claras, que nem precisavam nem podiam ser provadas, para
premissas hipotéticas do pensamento, ou postulados. Passam a ser perspectivas
formais para um campo de conhecimento para que pudessem expressar-se por
meio de relagcbes e equacbes e que a qualquer momento poderiam ser

substituidos por outros sistemas axiomaticos.

Esta dultima observagcdo ndo € irrelevante, pois ocasiona uma
transformacdo na maneira de pensar e de relacionar. Tudo é transformado num
pensamento relacional, pois somente relacdes tinham um sentido objetivo e

seguro.

As mudancas exigidas no carater dos axiomas acrescentam-se as relativas

ao raciocinio logico. Na ciéncia aristotélica a logica esteve sempre ligada ou

10



relacionada a Geometria. Até o inicio do século XIX acreditava-se que a
Aritmética ndo podia ter axiomas, pois eles ndo possuiam lugar nas ciéncias
formais. Nas obras dos ldgicos revolucionarios do século XIX, como Bolzano,
Grassmann, Peirce ou Frege, a légica é interpretada em termos da atividade

semidtica e da linguagem em especial.

Como consequéncia, a nocao de objeto matematico necessitou também de
uma mudanca e a axiomatizacdo formal no sentido de Hilbert teve que ser

completada por um pensamento de modelos.

Para Otte (2003a), os objetos matematicos sdo elementos de um modelo,
ou seja, de um mundo “artificial”. Os professores na sala de aula percebem que é
quase impossivel ensinar o conceito de numero negativo devido a um

concretismo e empirismo do pensamento cotidiano.

Segundo Otte (2003a, p.38), é preciso criar “mundos artificiais”, modelos
para fornecer um conteudo adequado. A Matematica ndo é um formalismo vazio,
mas também néo trata dos objetos empiricos e concretos, e por isso precisa de

um conteudo criado por meio de modelos de varios tipos.

Nesse sentido, a conceituacdo de numero proposta pelo matemético John
Horton Conway da Inglaterra garante a desejada generalidade e tem a vantagem
de poder apresentar a interpretacdo dos numeros, em termos de certas classes
de jogos, como Hackenbush. Tal abordagem permite ainda a conceituacdo dos
nameros naturais aos reais de forma Unica. Temos como objetivo principal

analisar tal proposta e a sua aplicacao em certas classes de jogos.

A importancia intelectual da teoria dos numeros como um corpo de

conhecimentos ndo brota apenas do fato de ganhar forma de um sistema

11



interessante e logicamente consistente. Depende, também, da existéncia de
algum interessante sentido em que os axiomas da teoria dos nimeros possam ser
verdadeiros, ou seja, de possiveis aplicacbes desse sistema, tanto na prépria

ciéncia como no cotidiano ou mesmo em situacdes ludicas, como 0s jogos.

“A importancia intelectual do sistema crescera se pudermos encontrar

alguma interpretacéo interessante que o torne verdadeiro” (Barker, 1976, p. 92).

Parece-nos plausivel, portanto, admitir que exista alguma importante
interpretagdo capaz de tornar essa teoria verdadeira. O modo mais direto, embora
ndo seja o0 Unico, de explicar por que a teoria dos niumeros encontra aplicacées
Uteis na ciéncia e na vida pratica seria mostrar que a teoria admite alguma
interpretacdo particularmente importante, interpretacdo que transforma suas leis
em verdades de grande valor quando utilizadas como premissas de raciocinios

cientificos ou de raciocinios comuns.

Procedimentos metodoldgicos e referencial tedrico

Os procedimentos para realizagdo deste trabalho baseiam-se
principalmente no estudo sobre a bibliografia pertinente a teoria de John H.
Conway. Deparamo-nos com algumas dificuldades em relacéo a obras sobre essa

teoria, pois ndo encontramos bibliografias nacionais pertinentes ao tema.

Trata-se de uma pesquisa tedrica em torno principalmente das referéncias
bibliograficas do préprio Conway, mas pelo fato de a Educacdo Matemética

também ser objeto deste estudo incluimos em nossas referéncias pesquisas
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pertinentes a ela que utilizam jogos na construcdo de conceitos matematicos,

mais especificamente nameros.

E fato que o principal propdsito deste estudo é investigar uma nova teoria,
OuU seja, uma nova conceituacdo de numero, mas é de fundamental importancia
para o desenvolvimento do trabalho estabelecer relacdo com pesquisas
realizadas na Educacdo Matematica em temas proximos. Por essa razao,
buscamos pesquisas nessa area desenvolvidas nos ultimos cinco anos referente

a conceituacdo de numeros a partir de jogos.

Realizamos consultas as bibliotecas virtuais das principais universidades
brasileiras (consultamos mais de 300 teses e dissertacdes). Fizemos consulta

direta as principais instituices de ensino da cidade de S&o Paulo.

Para nosso trabalho, optamos por analisar com maior énfase duas teses de
doutorado, por terem como objetivos principais a construcdo de conceitos
matematicos a partir de jogos, e uma delas, mais especificamente, por ter como
proposito primordial a construcdo do conceito de numeros inteiros com a

utilizacao de jogos.

Procedemos também a algumas consideracfes concernentes a um livro
publicado pelo Grupo de Estudos e Pesquisas em Educacdo Matematica —
GEPEM, por se tratar de uma obra atual e por conceituar fracdes a partir de jogos
e atividades ludicas. Os autores desse livro sdo dois educadores matematicos,

Joaquim Giménez e Marcelo Bairral.

Pesquisamos também algumas bibliografias sobre Filosofia, principalmente
a respeito da teoria do conhecimento e mais especificamente sobre a Filosofia da

Matematica.
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A pesquisa estad fundamentada no conceito de complementaridade no que
concerne a analise de aspectos cognitivos e epistemoldgicos de conceitos
matematicos. A nocdo de complementaridade é relevante, em particular, para
qualquer estudo das fundamentacdes epistemoldgicas da Educacdo Matematica

(Otte, 2003D, p. 205).

Principais obras sobre a teoria de Conway

O livro dos numeros (Conway e Guy, 1999) traz um completo estudo sobre
todos os tipos de nudmeros, apresentando 0S numeros surreais e sua
conceituacdo a partir de jogos matematicos, como o jogo Hackenbush. Tal
conceituacdo abrange inclusive os nuameros transfinitos. Namero surreal é todo
namero que pode ser criado a partir da teoria de Conway, com a qual também é
possivel criar nUmeros reais e transfinitos. Entdo, por volta de 1974 o matematico
Donald E. Knuth chamou os numeros de Conway de numeros surreais;

posteriormente o préprio Conway comecou a utilizar essa expressao.

Em On numbers and game (Conway, 2001) é apresentada a conceituacao
de namero proposta por Conway de modo formal e rigoroso, além de teoremas e
propriedades. Conway mostra também a aplicacdo desta conceituacdo em

diversos tipos de jogos, entre esses esta o jogo do NIM e o Hackenbush.

Em Winning ways for your mathematical plays, (Berlekamp; Conway; Guy,
2001), os autores apresentam varios tipos de jogos, assim como algumas

estratégias, além da construcdo dos numeros a partir de diversos jogos.
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Em Numeros surreais (Knuth, 2001) € desenvolvida pelo autor uma
novela, na qual duas pessoas estdo isoladas em uma praia e comecam a
desenrolar a teoria de John H. Conway a partir de duas premissas criadas por
Conway e encontradas pelos personagens em uma pedra. Nao se trata de uma
obra que ensina a teoria de Conway, mas, sim, como uma pessoa poderia té-la
descoberta. Mostrando, assim, como seus personagens constroem 0S numeros

de Conway dia apds dia.

Complementaridade

O termo complementaridade tem sido usado por diversos autores para
caracterizar aspectos cognitivos e epistemoldgicos do desenvolvimento da ciéncia

e de conceitos matematicos.

Para M. Otte (2003b, p. 205), a complementaridade é concebida segundo a

nocédo dual de extensédo e intensdo de termos matematicos.

O debate sobre a relacdo entre as visdes intensional e extensional de
Matematica atinge particularmente e de forma intensa o conceito de namero. A
visao intensional, que implica ordinalidade e descricdes axiomaticas, aparece em
primeiro lugar e sofre severas criticas dos que privilegiam as aplicacfes

matematicas.

A dualidade entre essas duas visdes é revelada por Russell em seu livro,
Filosofia da matematica, publicado em 1919, em que trata dos numeros e tudo o
que se relaciona ao numero. Inicialmente, na introducdo, ao referir-se sobre “a

série dos numeros naturais”, ele se utiliza dos axiomas de Peano, e somente
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atribui um papel ao conceito de niumero ordinal. Ndo ha mencéo de cardinalidade.

Ela é sugerida no final do primeiro capitulo quando Russel diz:

[...] que em vez de fixar “0”, “nGmero” e “sucessor” como termos
gue conhecemos, sem os significados que possamos defini-los,
poderiamos deixa-los assumir quaisquer 3 termos que verificam
0os 5 axiomas de Peano. Eles entdo seriam termos, com um
significado, isto €, definidos embora ndo explicados: eles seriam
variaveis (Russel, 1998, p. 9-10 apud Otte, 2003b, p. 221).

A nocgéo de intensdo de termos matematicos € caracterizada por descrever
as relacbes entre classes de objetos matematicos, assim como suas relacdes
estruturais. No entanto, tal nocdo ndo descreve o objeto matematico em si, por
exemplo, sistemas axiomaticos no sentido de Peano e Hilbert ou uma abordagem
axiomatica dos numeros reais. A compreensdo comum de uma abordagem
axiomatica expressa que a aritmética ndo trata de coisas que existem

concretamente, mas sim de relacdes gerais ou objetos ideais.

Segundo Otte (2001a), Russell julgava o método axiomatico incompleto,
considerando os axiomas como termos nado especificos. Esses termos nao
interpretados precisam ser especificados de uma maneira que permita

estabelecer uma conexao com a aplicacéo desejada.

A nocao de extensédo de termos matematicos caracteriza-se por fornecer a
descricdo dos objetos matematicos, assim como a interpretacdo e as possiveis

aplicacbes dos sistemas axiomaticos.

De acordo com Russell, para poder conceituar um nimero com alguma
extensdo, que é real, temos que entender “nimeros como um numero de
quantidade” e dar uma aplicagcdo para o conceito entdo definido demonstrando a

existéncia de conjuntos de cardinalidade arbitraria. Obviamente, isso s6 pode ser
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feito de maneira axiomatica. Ao fazer isso, entretanto, a nocdo de axioma nao
deve ser entendida de acordo com o senso Peano-Hilbertiano, instrumentalmente;
o termo deve ser preferencialmente concebido de acordo com a tradicdo
euclidiana, isto €, como uma verdade intuitivamente evidente e como uma

precondicdo de Matemaética.

As teorias do tipo de Russell implicam que conjuntos nao podem
simplesmente ser 0 que 0 senso comum imagina e o que todo mundo que esteve
na escola no tempo da reforma da “Nova Matematica” aprendeu. Apesar de
Russell ter realizado grandes esforcos em partes extensivas para reduzir o
conceito de numero ao conceito de conjunto, tratando este dltimo como um
conceito fundamental, fazendo do modo que ele desenvolve seu proprio

argumento, mostra que tal concepc¢éo precisa ser revista.

Uma aproximacao complementarista € induzida pela impossibilidade de

definir a realidade matemética independente da prépria atividade cognitiva.

Para Thom (1972 apud Otte, 2003b, p. 203, tradugéo nossa), “o verdadeiro
problema o qual é confrontado o ensino da matematica ndo € o rigor, mas sim um
problema de desenvolver um ‘significado’ da ‘’existéncia’ dos objetos

matematicos”.

Segundo Otte (2003a, p. 31), os objetos matematicos ndo podem ser
definidos nem indicados com o dedo. Um conceito matematico, tal como o
conceito de numero ou de funcado, ndo existe independente da totalidade de suas
representacdes possiveis, mas também ndo deve ser confundido com uma

representacdo. “Essa classe ou totalidade de representacbes possiveis,
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obviamente, ndo € uma classe determinada em absoluto, como sugerindo uma

concepcao extensional ou conjunto-tedrica da Matematica” (Otte, 2003a, p. 52).

De acordo com Otte (2003b, p. 203), mais do que quaisquer outras
praticas, a pratica matematica requer uma aproximacao complementar para que

suas dinamicas e significados sejam entendidos.

Para ele, uma moderna teoria axiomatica tornou-se de certa forma uma
teoria dual, no sentido de que esse conjunto de axiomas e postulados nao
determinem somente a intensao dos termos tedricos, mas constituam também as

extensodes ou referéncias e aplicabilidades dessa teoria.

Conforme Otte (2003a, p. 31), uma teoria matematica ndo existe
independente da totalidade de suas caracterizacfes axiomaticas, e a0 mesmo
tempo ndo pode ser confundida com uma delas. Um sistema formal pode ser
representado de varias maneiras, e 0s teoremas tém que ser invariantes em seus

valores de verdade, apesar das mudancas de representacao.

Por exemplo, na geometria euclidiana, os objetos que nela sao tratados
parecem ser dados pela intuicdo, sendo, de certa forma, independentes da teoria.
Na geometria de Hilbert a situacdo € completamente diferente. Para responder as
seguintes questdes, 0 que é um ponto? ou 0 que € um numero?, € necessaria
uma respectiva descricdo axiomatica de relacdes ou de leis que governam esses
entes.

Otte afirma que:

O interesse principal de Matematica refere-se a como 0s objetos
poderiam ser introduzidos ao raciocinio mateméatico ou a teoria.
Objetos matematicos sdo, em primeiro lugar, objetos intensionais,
ou seja, objetos cujos critérios de individualidade devem ser vistos
na maneira especifica pela qual eles entram na teoria, por meio de
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determinadas representacdes. Dois objetos matematicos podem
ser idénticos de forma extensional, mas, ao serem apresentados
diferentemente, sdo intensionalmente diferentes. Exatamente
como outras Ciéncias, entretanto, a Matematica tem interesse em
obter introspeccbes objetivas, e, portanto, em objetos
extensionais” (Otte, 2003b, p. 203).

A dificuldade desta dualidade implica ser essencial que na Matematica se

consiga representar a mesma coisa sempre de novas formas.

A complementaridade se torna visivel, e se torna distinguivel da mera
dualidade, apenas numa perspectiva genética, na qual se concentra o carater
matematico de nosso conhecimento. Apenas dessa perspectiva a relagdo entre a
matéria e o objeto, além do objeto em si, é focada. Segundo Otte (2003b, p. 205),
a nocdo da complementaridade é relevante, em particular, para qualquer estudo

das fundamentacdes epistemoldgicas da Educacdo Matematica.

Conhecimentos matematicos de uma perspectiva genética obrigam-nos a
abandonar no¢des como desconhecer “as coisas em si proprias”, que sao objetos
matematicos, que ndo sao representados, ou idéias como “matematica em si” ou

a verdade separada de possibilidades de verificar sua autenticidade.

A matemética ndo € uma teoria vazia; no seguinte sentido, um matematico
ndo monta simplesmente um quebra-cabeca livre de contradicbes, existe a
necessidade de interpretacdo de sua teoria. Por outro lado, ndo € possivel
encontrarmos todas as possiveis aplicagcdes de um conceito matematico. Dessa
forma existe a necessidade de uma complementaridade entre o carater

intensional e extensional de conceitos matematicos.

A conceituacdo de nUmero proposta por Conway garante essa

complementaridade, pois é uma teoria formalmente rigorosa e pode ser
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interpretada por varias classes de jogos, como o Hackenbush que é objeto de

estudo desta pesquisa.
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CAPITULO 2

POSICOES DE ALGUMAS CORRENTES FILOSOFICAS SOBRE A NATUREZA

DO NUMERO

No presente capitulo faremos algumas consideracdes sobre as respostas
encontradas em algumas correntes filosoficas para os questionamentos sobre a
natureza do ndmero. Inicialmente apresentamos de forma sucinta algumas

observactes sobre os termos filosdéficos que utilizaremos.

Tradicionalmente, pensadores racionalistas sdo aqueles que sustentam a
primazia do conhecimento a priori; empiristas, os que atribuem maior importancia

ao conhecimento empirico.

Uma das questdes fundamentais na Filosofia da Matemética é saber se o

conhecimento matematico € empirico ou a priori.

O termo “empirico” significa “baseado na experiéncia”’, e a expressao “a

priori” significa possivel de obter antes da experiéncia.

O conhecimento a priori € caracterizado pelas idéias inatas. Segundo
Hessen (1999, p. 53), tais conhecimentos “existem apenas na medida em que
nosso espirito nasce com a faculdade de construir determinados conceitos
independentemente da experiéncia”. Em outras palavras, podemos definir
conhecimento a priori como conhecimento que ndo necessita da justificacdo pela

experiéncia.
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O conhecimento empirico é caracterizado pelas idéias abstraidas pela
mente a partir do que € dado na experiéncia sensorial, ou seja, podemos dizer
que o conhecimento empirico € o conhecimento que requer justificacdo de

experiéncia.

Segundo Barker (1976, p. 19), um conhecimento sintético é caracterizado
por enunciados em gque a mente sintetiza ou reune conceitos de um modo que
nao espelha qualquer conexao intrinseca que estes possam ter, por exemplo, o
enunciado “nenhum gato voa” € um exemplo de um conhecimento sintético, pois

nada ha no conceito de gato que exclua intrinsecamente o voar.

Para este mesmo autor o conhecimento analitico € caracterizado por
enunciados no qual a mente analisa um conceito, separando dele outro conceito
que o integrava, por exemplo, o enunciado “todos 0s solteiros sdo nao-casados” €
um conhecimento analitico, pois 0 conceito de ndo-casado é parte intrinseca do

conceito de ser solteiro.

Resumidamente, podemos dizer que um enunciado é analitico se, e
somente se, nada mais do que a sua compreenséo for requerida para habilitar-
nos como verdadeiro. Um enunciado sera sintético se compreendé-lo nunca for

suficiente para capacitar-nos a determinar sua verdade.

Nominalismo

Nominalismo € a corrente filoséfica que sustenta ndo existirem entidades
abstratas e, mais especificamente, é a corrente que afirma ndo haver entidades

abstratas que possam ser identificadas aos numeros. Seria possivel, entdo, a um
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nominalista sustentar que existem meios de interpretar a teoria dos numeros de
modo a torna-la verdadeira? Poderia ele dizer que a Matematica dos numeros, ao
supor que fala de entidades abstratas, ndo o esta de fato fazendo? Poderia ele
dizer que a Matemética dos numeros trata, efetivamente, de coisas cuja
existéncia é aceitavel para o nominalismo. Vamos considerar algumas linhas de

raciocinio nominalista.

Muitas pessoas, quando questionadas acerca do que sejam 0S numeros,

responderdo que numeros sao idéias da nossa mente.

Essa linha de pensamento é sempre atraente para as pessoas que
enfrentam questdes filosoficas relativas a existéncia de alguma coisa
problematica. Vamos supor que uma “idéia”, que aqui consideraremos como uma

imagem mental, teria que ser algo que surge em dado instante, dura algum

tempo, e depois cessa.

Essa idéia estaria perfeitamente localizada no tempo, ainda que néo

estivesse no espaco, e ndo seria uma entidade abstrata, tal como entendemos.

A hipétese de que 0os numeros sao idéias dessa espécie precisa, portanto,
ser considerada forma de nominalismo (sendo muito proxima do conceitualismo,

guando associa 0s nimeros a mente).

A proposta de que 0s numeros sejam encarados como idéias da mente é

facilmente formulada, mas esta longe de ser satisfatoria.

Em primeiro lugar, segundo a teoria dos niumeros, o niamero natural zero é
anico; no entanto, se 0s numeros fossem idéias, poderia haver tantos zeros
quantas fossem as pessoas que tivessem idéias de zero (ndo estamos nos

referindo a diferentes representacdes do numero zero, um objeto matematico nao
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pode ser confundido com suas representacdes). E ainda, segundo a mesma
teoria, cada numero natural admite um sucessor, porém para 0s numeros naturais
“muito grandes” nenhuma pessoa pode ter chegado a formar idéias de seus

sucessores.

A hipotese de que os numeros sdo idéias pode acarretar a inexisténcia de
sucessores desses grandes numeros naturais. Além disso, sabemos que a teoria
dos numeros néo pode ser verdadeira, sem que haja uma infinidade de numeros.
E perece-nos duvidoso que as pessoas possuam uma infinidade de idéias de
nameros em suas mentes. Podemos concluir que essa via de pensamento, na
qual os numeros seriam idéias, ndo oferece qualquer interpretacdo da teoria dos
nameros capaz de satisfazer de modo a tornar verdadeiros seus axiomas e

teoremas.

Outra versao do nominalismo esta atrelada a entidades fisicas, em vez de
recorrer a entidades mentais. Devemos distinguir o conceito de nimero de suas
diferentes representacdes. Por exemplo, o numeral ardbico 5 e o numeral romano
V sdo duas representacfes diferentes do numero cinco. Seguindo a linha de
raciocinio dos nominalistas, vamos supor que identificassemos 0s numeros aos
numerais, vamos supor que os nuameros fossem os numerais. Isso transformaria
0S numeros em algo perceptivel, no qual ndo haveria davidas sobre sua

existéncia, pois poderiamos vé-los.

Identificando nimeros e numerais, parece que libertamos a Matematica de
sua dependéncia das entidades abstratas. Entretanto, essa versdo do

nominalismo ndo é mais satisfatoria que a anterior. Essa maneira de interpretar os
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axiomas da teoria dos numeros também nao os transforma em verdades,

literalmente falando.

Assim, por exemplo, a teoria dos nameros assegura que cada numero
possua um sucessor; se 0s numeros fossem numerais, iISSO ndo seria possivel.
Se um numeral significa um sinal particular, num papel ou em um objeto qualquer,
entdo existe uma quantidade enorme de numerais correspondentes aos “numeros
pequenos”, e ndo existiiam numerais correspondentes aos “grandes numeros”,
agueles que supostamente ninguém teria se referido de algum modo especifico

Ou por escrito.

Se néo faz sentido considerar que 0s numeros sejam numerais, talvez um
nominalista pudesse identificar cada niUmero natural a algum objeto particular do
mundo fisico. No entanto, novamente seria uma visdo inadequada, pois seriam
necessarias quantidades infinitas de objetos de qualquer espécie. Nao se pode ter
certeza quanto a existéncia de uma quantidade infinita de objetos, seja qual for
sua espécie. Nunca se chega a observar mais do que um numero finito de

objetos.

A partir dos raciocinios indutivos baseados na evidéncia retirada das
observacfes, nunca poder-se-ia estabelecer como provavel qualquer concluséo a
propésito da existéncia de um namero infinito de coisas observaveis de qualquer

espécie.

Concluimos entdo que a teoria dos numeros ndo pode receber uma
interpretacdo nominalista capaz de transforma-la literalmente em verdade. O
nominalista convicto tera de considerar o sistema da teoria dos niumeros como

incapaz de receber uma interpretacdo verdadeira segundo sua corrente filosofica.
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Conceitualismo e intuicionismo

Conceitualismo é a doutrina segundo a qual os conceitos s existem, como
idéias, em nosso espirito, ndo possuindo nada que lhes corresponda na realidade.
Em outras palavras, doutrina segundo a qual as idéias gerais que servem para
organizar nosso conhecimento sao instrumentos intelectuais criados por nosso

espirito, mas sem nenhuma existéncia fora dele.

A idéia de que os objetos mateméaticos, como nimeros e conjuntos, seriam
criagbes do espirito, entidades abstratas nascidas do pensar, pareceu bastante

atraente a muitas pessoas.

No entanto, uma forma estremada de conceitualismo sustentaria que o
espirito estd dotado de poderes para criar 0s nameros e as entidades

matematicas que desejasse, de modo inteiramente livre e onipotente.

Os postulados matematicos poderiam, entdo, se comparar aos feitos da
divindade. Quando o matematico pensasse “postulemos que existam nimeros de
tal espécie”, ele traria a luz tal espécie de nimeros, sendo seu poder soberano de
criacdo como o da divindade onipotente que retira do nada qualquer coisa que

desejar.

Seria, no entanto, um exagero supor que O matematico estaria
completamente liberto de restricbes em sua atividade. Nao se pode comparar o

matematico a divindade criadora.

O matematico esta sujeito ao requisito da consciéncia, nao podendo criar

autocontradicbes. Além disso, a Matematica ndo é um formalismo vazio, mas
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também nédo trata dos objetos empiricos e concretos, e por isso precisa de um

conteudo criado por meio de modelos de varios tipos.

O conceitualismo precisa, de qualquer modo, reconhecer que ha uma
diferenca entre desejar e criar, nessa atividade ladica de criacdo. Acresce que 0s
principais defensores das concepcdes conceitualistas admitiriam que os poderes
criadores do espirito sdo muito limitados, estando sujeitos a mais imposicées do

que a simples consisténcia légica.

Segundo Barker (1976, p. 99), é o filosofo Kant o mais ilustre representante
da corrente conceitualista relativa a Mateméatica dos nimeros. Este autor afirma
que Kant sustentava que as leis dos niumeros, como as da Geometria euclidiana,

eram ao mesmo tempo a priori e sintéticas.

Barker afirma também que,

Embora Kant ndo tenha deixado tdo explicitas as suas idéias
sobre a filosofia dos ndmeros quanto deixou explicitas as suas
impressdes a proposito da filosofia do espaco, disse o bastante
para fixar, em seus leitores, a nocdo de que, para ele, nosso
conhecimento dos numeros se assenta numa consciéncia do
tempo, entendida como “forma de intuicAo pura”’, e numa
consciéncia que o espirito possui de sua propria capacidade de
repetir, seguidamente, o ato de contar (Barker, 1976, p. 99).

Segundo esse autor, Kant afirma que é por meio de uma viséo sintética e a
priori que chegamos a conhecer fatos particulares relativos aos numeros, tais
como 7 mais 5 € igual a 12. No entanto, isso ndo é muito plausivel, pois fatos
particulares como esses, principalmente quando se referem a nimeros grandes,

podem e as vezes precisam ser demonstrados.
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A concepcao baseada na intuicdo da contagem parece dar indicios de que
0S numeros somente poderiam existir se pudessem ser obtidos por meio de
contagem; no entanto, € sempre possivel seguir a contagem para além de
qualquer nimero a que se tenha contado, conflitando assim com a teoria dos

numeros transfinitos de Cantor.

Um grupo de matematicos modernos liderados por Kronecker (que fez
varias criticas a teoria de Cantor), assim como Kant, acreditam que a pura
intuicdo da contagem seria 0 ponto de partida para a Matematica do namero; a

Filosofia desse grupo recebeu o0 nome de intuicionismo.

O intuicionismo doutrina que tem a intuicdo por base, ou que atribui a
intuicdo um lugar privilegiado no conhecimento, € uma forma de construtivismo,
que considera os objetos mateméticos, tais como numeros, como construcdes

mentais.

A ldgica intuicionista nega o principio do terceiro excluido, admitindo a
existéncia de sentengas que ndo seriam nem verdadeiras nem falsas, mas de
impossivel decisdo, uma vez que nessa concepcdo uma sentenca sO pode ser

considerada verdadeira caso possa ser demonstrada, provada.

O conceito intuicionista de prova €, por sua vez, bastante restrito, ja que
todas as provas devem ser construtivas, isto é, devem poder ser efetivamente

construidas, o que exclui, por exemplo, demonstracdes envolvendo o infinito.

Para esses matematicos modernos, no entanto, o intuicionismo nao era
apenas uma teoria filoséfica, tal como a de Kant; era uma concepcdo que

impregnava o proprio trabalho matematico executado pelo grupo de tal forma que
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0S proprios juizos sobre a validade de seus argumentos matematicos diferiam dos

juizos formulados por matematicos alheios ao intuicionismo.

Por exemplo, o fato de a teoria de Cantor implicar a existéncia de “mais”
nameros reais do que nuameros naturais, isto €, a nado-enumerabilidade dos
nameros reais, ndo era aceita pelos intuicionistas, embora fosse considerada

legitima por muitos matematicos.

Os intuicionistas ndo aceitam o argumento de Cantor destinado a revelar
que ha “mais” numeros reais do que naturais e rejeitam assim toda a teoria de
Cantor sobre os numeros transfinitos. A demonstracdo de Cantor é ndao-

construtiva, requer, em outras palavras, um namero infinito de fases.

Do ponto de vista dos intuicionistas, devemos dispor de uma demonstragcao
construtiva, de qualquer enunciado mateméatico a proposito dos nameros, antes

de estarmos autorizados a admitir a verdade sobre esse enunciado.

Se o0 enunciado afirma a existéncia de pelo menos um numero de tal
espécie, devemos saber como construir ou computar esse numero, usando
apenas um numero finito de fases. Da mesma forma, € preciso dispor de uma
contra-demonstracdo construtiva de qualquer enunciado antes de afirmar sua

falsidade.

Segundo Barker:

O intuicionista acredita que 0os numeros sejam criacdes do espirito
e admite, como Kant, que a mente pode conhecer cabalmente
aquilo que ela mesma gera. Sustenta o intuicionista que ndo pode
haver verdade ou falsidade incognoscivel (isto €, néo
demonstravel construtivamente) acerca dos numeros (Barker,
1976, p. 102).
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Para os intuicionistas, se ndo pudermos demonstrar ou refutar de forma
construtiva uma determinada assercao, ela ndo sera verdadeira nem falsa.

Seguir os padrbes intuicionistas implicaria o sacrificio da teoria dos
transfinitos de Cantor, assim como outras partes importantes da Matemaética,
como o axioma da escolha, formulado pelo matemético alemdo Zermelo. Tal
axioma € essencial em varios argumentos que dizem respeito aos conjuntos
infinitos.

Segundo o axioma de escolha, dado um conjunto cujos elementos sao
conjuntos ndo-vazios e mutuamente excludentes, existe pelo menos um conjunto
que tenha exatamente um elemento em comum com cada um dos conjuntos

pertencentes ao conjunto original (ver Halmos, 1970, p. 64).

A objecdo levantada pelos intuicionistas € que esse conjunto, cuja
existéncia é afirmada, ndo pode ser “construido”. Para os intuicionistas, construir
esse conjunto equivaleria a formular uma regra que nos permitisse determinar
(relativamente a qualquer objeto, por meio de algum processo finito de contagem
e de computacao) se o0 objeto pertence ou ndo ao conjunto. Nao ha regra alguma

correspondente a espécie de conjunto que o axioma da escolha afirma existir.

“O intuicionismo, uma das mais influentes formas de filosofia conceitualista,
mutila, assim, de modo consideravel, a Matematica classica, rejeitando alguns de

seus métodos e abandonando alguns de seus axiomas” (Barker, 1976, p. 104).

A doutrina segundo a qual nimeros e conjuntos nascem da pura intuicdo
do processo de contagem € muito vaga e discutivel, especialmente se tomada ao
pé da letra. O que seria a intuicdo pura? Quais seriam as evidéncias de que tal

intuicdo, por exemplo, ndo poderia alcancar o infinito?
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Realismo e a tese logicista

Ao contrario do conceitualismo, o realismo ndo admite que o reino das
entidades abstratas esteja limitado pelos poderes criadores do espirito, pois as
entidades abstratas existem em si e por si, e ndo como constru¢gdes da mente. O
realista acredita que existem, literalmente falando, quaisquer entidades citadas

nos axiomas e teoremas da teoria dos nimeros.

Tal atitude sobre a interpretacdo da teoria dos niumeros é a mais direta
possivel. Sempre que os termos da teoria dos numeros parecerem se referir a
entidades abstratas, deve-se entender que assim, de fato, sucede, e nessa

interpretacdo os axiomas e teoremas séo enunciados verdadeiros.

Barker afirma que:

Segundo o ponto de vista dos realistas, a tarefa dos matematicos
€ comparavel a uma viagem de descobrimentos. O matematico
ndo pode criar ou inventar os objetos acerca dos quais fala, esses
objetos estdo ai para serem descobertos e descritos (Barker,
1976, p. 105).

Para o realista, ndo parece haver qualquer justificativa para rejeitar
demonstracdes nao-construtivas e definicbes nado-predicativas na Matematica,
nem parece haver qualquer justificativa para pensar que um enunciado nao seja

verdadeiro nem falso.

Se 0s numeros e 0s demais conceitos matematicos tém realidade
independente de nos, os escrupulos da filosofia dos conceitualistas ndo fazem

qualquer sentido.
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Aqui, ndo h& objecbes a fazer quanto aos raciocinios nao-construtivistas,
por exemplo, a demonstracdo de Cantor da ndo-enumerabilidade do conjunto dos
nameros reais fala de um numero real cuja representacdo decimal, infinitamente
longa, ndo podemos percorrer, porém ndo tem a menor importancia, pois a
realidade do numero ndo depende da nossa capacidade de percorrer 0s
algarismos de sua representacdo decimal. Cantor determinou um numero
genuino, mesmo que nao temos condi¢cdes para determinar, especificamente, de

que namero se trata.

O mesmo acontece com as definicbes nado-predicativas como a de
Zermelo. Se admitirmos que 0s conjuntos existem por sua propria conta,
independentemente do nosso pensamento, temos liberdade, ao definir uma

entidade qualquer, de fazer referéncia a uma classe que contenha a entidade.

O matematico alemédo Frege, um dos que mais claramente e com maior
forca advogou a tese realista, sustentava que nosso conhecimento do nimero é,
em esséncia, uma questdo de visdo racional a priori. Russel, de maneira geral,

concordava com Frege.

Para Frege, o conhecimento que se obtém com o auxilio da razéo,
contemplando as estruturas atemporais da realidade numérica, € um
conhecimento a priori. Esse conhecimento ndo € analitico, no sentido que demos
antes a palavra “analitico”; o conhecimento dos numeros, portanto, ndo €, para

Frege, uma questdo de compreensao de significados de vocébulos.

Quando Frege fala de uma razdo que conhece objetos matematicos,
associa a essa espécie de conhecimento matematico muito mais do que a

compreensdao da linguagem. Ele admite que alguém pode entender tao
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completamente a linguagem do numero quanto se possa imaginar, sem saber,
todavia, as leis dos numeros, se a sua razao estiver nebulosa a ponto de néo

apreender niameros.

Frege e, logo depois, Russell introduziram uma importante novidade na
filosofia do numero; admitiram que as leis dos numeros sédo todas analiticas.

Frege sustenta que as leis dos numeros podem ser reduzidas as leis da
l6gica. Dizer que as leis dos numeros sdo analiticas nesse sentido € compativel
com dizer que o conhecimento que temos dessas leis depende, basicamente, de
uma visdo racional. Trata-se do mesmo tipo de visdo racional que nos da
conhecimento das leis da Ldgica, e este €, para Frege, o mais direto e 0 mais

claro tipo de visao racional.

A doutrina que sustenta serem as leis da Matematica dos numeros
deduzidas da Loégica e inteiramente reduziveis a Légica veio a ser conhecida
como tese logicista. Enunciada primeiramente por Frege e depois formulada

independentemente por Russell em seu Principia Mathematica.

De acordo com o logicismo, as leis da aritmética e todo o resto da
Matematica dos numeros se relacionam as leis da Légica, da mesma forma que

as leis da Geometria se relacionam com seus postulados.

Para evidenciar a tese logicista duas coisas se impdem: uma formulagao
clara do que séo as leis da Logica e uma série de definicbes dos termos-chave da
teoria dos numeros, capaz de fazer com que as leis dessa teoria possam ser

deduzidas das leis da Logica.

Frege e igualmente Russell contribuiram muito para a elaboracéo das leis

dessa moderna e poderosa Logica. E importante ressaltar que, para 0s seus
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objetivos, os termos “conjunto” e “par ordenado”, assim como as leis relativas aos
conjuntos e aos pares ordenados, eram considerados partes da Ldgica e nao

partes da Matematica.

As definicbes que se faziam indispensaveis eram definicbes de todos os
termos e simbolos, basicos, ndo-logicos, da teoria dos ndameros, incluindo-se o

Zero, sucessor, numero natural, bem como os simbolos + e x.

Russell definia os nimeros naturais como conjunto de conjuntos. O numero
zero, por exemplo, era definido como o conjunto de todos 0s conjuntos vazios; o
ndamero um como o0 conjunto de todos 0s conjuntos nao-vazios, cada um dos
quais sendo tal que quaisquer objetos a ele pertencentes deveriam ser iguais; o
namero dois como o conjunto de todos 0s conjuntos que tivessem um elemento
distinto de algum outro elemento, mas tais que quaisquer outros elementos

devessem ser iguais a um desses dois elementos; e assim por diante.

Um desses conjuntos se diria sucessor do outro se, e somente se, retirado
um elemento de qualquer conjunto da primeira colecdo, o conjunto restante viesse

a ser da segunda colegéo.

O conjunto dos numeros naturais é o conjunto ao qual pertence o zero e ao
qual pertence cada sucessor de algo que esta nesse conjunto. Dizer isso, no
entanto, ndo é caracterizar de maneira completa os niumeros naturais, pois ha
muitos conjuntos nessas condi¢des, por exemplo, o conjunto formado por todos

os franceses e por todos 0os nimeros naturais.

Dessa forma, um numero natural pode, portanto, ser definido como
qualquer coisa que pertenca a cada conjunto que contenha 0 zero e 0 sucessor

de qualquer objeto que também pertenca ao conjunto.
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Definicbes sobre o que significa adicionar e multiplicar tais numeros
também podem ser introduzidas. Assim, com o auxilio de uma Loégica ampliada,
na qual figurem leis relativas aos conjuntos e aos pares ordenados ou a seus

equivalentes, podem-se deduzir as demais leis da teoria dos numeros.

Frege sustentava apenas que as leis dos numeros podiam ser, dessa
forma, reduzidas a Loégica. A tese de Russell era mais ambiciosa, sustentando

que toda a Matematica poderia ser reduzida a Logica.

A geometria deveria ser tratada por meio da Geometria Analitica, sendo os
pontos do espaco identificados a ternas de numeros reais. Formas abstratas da
Algebra, em que n&o se faz o emprego dos nimeros, poderiam ser encaradas

como resultados da Légica das relacBes, amplamente desenvolvida por Russell.

Certamente ndo foi por acaso o fato de a tese logicista ter sido
desenvolvida pelos adeptos do realismo como filosofia do numero, pois tais

concepgdes caminham juntas.

Talvez uma pessoa nao simpatizante do realismo poderia perfeitamente
aceitar a tese logicista. A hipotese contraria também é concebivel. No entanto, foi
o realismo que forneceu a motivacao intelectual responsavel pelo surgimento das
obras de Frege e Russell. Segundo Barker (1976, p. 109), “se eles nao tivessem
abracado o nominalismo ou o conceitualismo de Kant, ou alguma Filosofia nédo-

literal acerca dos numeros, dificilmente chegariam a desenvolver a tese logicista”.

A tese logicista foi totalmente derrubada pelo trabalho de Gdédel em 1931.
Empregando uma engenhosa cadeia de raciocinios metamatematicos, Gaodel
demonstrou que a consisténcia é incompativel com a completacdo. Tais sistemas,

se consistentes, devem, necessariamente, ser incompletos.
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Algumas axiomatizacfes podem abranger mais verdades do que outras e,
qualquer que seja a verdade, existe alguma axiomatizacdo que a contém como
teorema; ndo ha, porém, uma s6 axiomatizacdo consistente capaz de incluir todas
as verdades. Esse resultado obtido por Godel derruba por completo a idéia de
que a verdade matematica poderia ser identificada a dedutibilidade a partir de

axiomas.
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CAPITULO 3

PESQUISAS EM EDUCACAO MATEMATICA SOBRE JOGOS E

NUMEROS

Neste capitulo apresentaremos algumas pesquisas desenvolvidas nos

altimos cinco anos que relacionam jogos e numeros.

Inicialmente, vamos nos referir a pesquisa desenvolvida por Grando (2000),

intitulada O conhecimento matematico e o uso de jogos na sala de aula.

Grando investigou o0s processos desencadeados na construgdo e/ou
resgate de conceitos e habilidades matematicas a partir da intervencao
pedagdgica com jogos de regras, em situacdo de sala de aula, utilizando dois
jogos, o Contig 60° e o jogo do NIM. Buscou também analisar os aspectos
envolvidos no processo que vao do jogo livre (jogo pelo jogo), ao jogo
pedagogico, esse ultimo sendo usado na construcdo de conceitos e habilidades

matematicas.

O jogo utilizado como um instrumento pedagodgico é “0 jogo pedagogico
como aquele adotado intencionalmente de modo a permitir tanto o
desenvolvimento de um conceito matematico novo como a aplicacdo de outro ja
dominado pela crian¢a” (Moura, M. 1992a, p. 53, apud Grando, 2000, p. 4). Dessa
forma, um jogo pode ser usado em um determinado contexto como construtor de

conceitos e, num outro, como uma aplicacéo ou fixagédo de conceitos.
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Grando (2000) aponta como objetivos principais de sua pesquisa:

- Investigar as possibilidades do desenvolvimento de um trabalho pedagdgico,

baseado em jogos e resolucéo de problemas;

- Evidenciar o processo de construcdo de procedimentos e conceitos, pelos
sujeitos, a partir das intervencdes pedagogicas realizadas em ambiente de sala

de aula;

- Analisar os aspectos metodolégicos do trabalho com jogos no ensino da

Matemaética.

A pesquisadora realizou a intervengdo pedagdgica com jogos de regras em
sala de aula durante as aulas de Matematica. Segundo Grando (2000, p. 61), “E
fundamentalmente importante evidenciar as possibilidades de desenvolvimento
cognitivo e aprendizagem de conceitos em situacdes reais de ensino, ou seja, na

sala de aula”.

Os sujeitos da pesquisa foram oito alunos da 6.2 série do Ensino
Fundamental (11/12 anos) de uma escola particular do municipio de Campinas —
SP. Esses alunos ja se mostravam habituados aos procedimentos e regras de

trabalho com jogos em grupo.

Os sujeitos foram selecionados aleatoriamente a partir da lista de
chamadas do professor. Os oito alunos foram distribuidos em dois grupos de
quatro alunos, também escolhidos aleatoriamente. Apenas os oito alunos foram
observados pela pesquisadora, e os demais alunos da classe trabalhavam ao

lado, desenvolvendo a mesma atividade com jogos.

Os grupos foram organizados por quatro alunos, em parcerias, dupla contra

dupla, ficando livre a troca de parcerias nas varias partidas.
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Nessa pesquisa, foram utilizados na coleta de dados o0s seguintes
procedimentos: filmagem dos grupos, registro dos jogos e de resolucdo de
situacBes-problema realizados pelos sujeitos e 0 registro em protocolos das

observacdes durante as sessodes.

Grando usou em sua pesquisa dois jogos, o Contig 60° e o jogo do NIM. O
primeiro, segundo a pesquisadora, permite o trabalho com o calculo mental das
quatro operacdes basicas, expressdes numéricas e propriedades aritméticas, a
partir de nameros naturais; o segundo possibilita trabalhar os conceitos de

divisibilidade, multiplos e também o calculo mental.

Faremos uma descri¢ao sucinta de cada jogo, ressaltando suas regras e 0

material utilizado na aplicacéo de tais jogos.

JOGO 1: CONTIG 60°®

Material: Tabuleiro (anexo), 25 fichas de uma cor, 25 fichas de cor diferente e 3

dados.

Objetivo: Para ganhar, o jogador devera ter o niumero de pontos necessarios,
definidos inicialmente (30 ou 40 pontos). Uma outra forma de vencer é ser o

primeiro a identificar cinco fichas de mesma cor em linha reta.
Regras:

1. Adversarios jogam alternadamente. Cada jogador joga os trés dados.
Constroi uma sentenca numeérica usando os numeros indicados pelos

dados e uma ou duas operacdes diferentes. Por exemplo, com 0s nimeros
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2, 3 e 4 o jogador podera construir (2 + 3) 4 = 20. O jogador, neste caso,
cobriria 0 espaco marcado 20 com uma ficha de sua cor. Somente é

permitido utilizar as quatro operacdes basicas.

. Contagem de pontos: Um ponto é ganho por colocar uma ficha num
espaco desocupado que seja adjacente a um espaco com uma ficha
(horizontalmente, verticalmente ou diagonalmente). O jogador marca um
ponto. Colocando-se um marcador num espaco adjacente a mais de um
espaco ocupado mais pontos poderdo ser obtidos. Por exemplo (ver
tabuleiro), se os espacos 0, 1 e 27 estiverem ocupados, o jogador ganharia
3 pontos colocando uma ficha no espaco 28. A cor das fichas nos espacos
ocupados nao faz diferenca. Os pontos obtidos numa jogada sdo somados

para o jogador.

. Se um jogador passar sua jogada por acreditar que ndo € possivel fazer
uma sentenca numérica com aqueles valores dos dados, o adversario tera
uma opcao a tomar. Se o adverséario achar que seria possivel fazer uma
sentenca com o0s dados jogados por seu oponente, ele pode realiza-la
antes de executar sua prépria jogada. Ele ganhara, neste caso, o dobro do

namero de pontos e, em seguida, podera fazer sua prépria jogada.

. O jogo termina quando o jogador conseguir atingir o nimero de pontos
definidos no inicio do jogo ou ao colocar 5 fichas de mesma cor em linha
reta sem nenhuma ficha do adversario intervindo. Essa linha podera ser

horizontal, vertical ou diagonal.
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JOGO 2: NIM

Material: 27 palitos de fésforo.
Obijetivo do jogo: perde o jogo o jogador que retirar o ultimo palito.
Regras:
1. Os 27 palitos séo dispostos nha mesa, um ao lado do outro.
2. Os jogadores jogam alternadamente.

3. Cada jogador, na sua vez, retira uma determinada quantidade de palitos,

devendo retirar, no minimo, 1 palito e, no méaximo, 4 palitos.
4. Quem retirar o ultimo palito perde o jogo.

Uma das caracteristicas do jogo NIM é a formulacdo de uma estratégia
vencedora; é possivel simplesmente jogar o NIM aleatoriamente, isto €, sem fazer
nenhuma reflexdo. Entretanto, para se ter certeza de sempre vencer € necessaria
a construcdo da estratégia vencedora. E na formulacédo desta estratégia que sdo
identificados os varios conceitos matematicos a serem construidos e/ou aplicados

pelos sujeitos.

Em suas consideracdes finais Grando (2000, p. 201) ressalta que, com a
utilizacdo dos jogos como um instrumento pedagogico, 0s sujeitos foram capazes
de perceber algumas regularidades na obtencdo dos numeros e construiram
sistemas que representavam, logicamente, a generalizacdo do que era

observado.
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Em certo momento, os estudantes deixavam o jogo de lado, para analisar
as possiveis generalizacbes de estratégias, procurando construir modelos para a
situacdo analisada. A construcdo desses modelos fez parte do proprio processo
de investigacdo matematica, que possibilitou descrever um fendmeno observado
(regularidades) e generaliza-lo para novas situacfes, percebendo os limites e

possibilidades do sistema construido.

O jogo demonstrou que, quando explorado pelo professor com o cuidado
de desencadear o raciocinio e passar do fazer ao compreender, pode ser um

recurso eficiente nas aulas de Matematica.

A segunda pesquisa elaborada por Costa (2003), cujo titulo € Um jogo em
grupos co-operativos. Alternativa para a construcdo do conceito de numeros

inteiros e para a abordagem dos contetdos: procedimentos, condutas e normas.

A pesquisa desenvolvida por Costa esteve voltada a avaliacdo da utilizacdo
de um jogo, o Maluco por Inteiro, em aulas de Matematica. Ao lado de
professores, Costa desenvolveu um trabalho com alunos do Ensino Fundamental,
usando 0 jogo em questdo, com a intengao de propiciar a formacao do conceito
de numeros inteiros e trabalhar com os conteludos, procedimentos, condutas e

normas.

Com esse fim, a pesquisadora, juntamente de oito auxiliares, trés
professores e cinco estagiarios (alunos do curso de Licenciatura em Matematica),
discutiram e analisaram os fatos ocorridos em busca de aspectos indicativos tanto
dos beneficios quanto dos possiveis problemas que o jogo em foco poderia
apresentar para o processo de ensino e aprendizagem, tanto de Matematica

guanto de procedimentos, condutas e normas.
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Segundo Costa, seu principal objetivo era

Investigar se o trabalho com o jogo “Maluco por Inteiro”
desenvolvido em grupos co-operativos auxilia o aluno a
desenvolver o processo de aprendizagem de Numeros Inteiros,
bem como de procedimentos, condutas e normas, conforme
recomendacdo dos Parametros Curriculares Nacionais (Costa,
2003, p. 71).

Tal pesquisa foi desenvolvida em salas de aula e em reunides com
professores (auxiliares de pesquisa) trabalhando em 6.2, 7.2 e 8.2 séries do Ensino

Fundamental.

Os trabalhos envolveram alunos do Ensino Fundamental que ja haviam
passado pelo processo de ensino e aprendizagem de nUmeros inteiros sem a
utilizacédo do jogo Maluco por Inteiro (trés turmas de 7.2 série e trés turmas de 8.2
série) e alunos que iniciaram a aprendizagem do tema com o jogo (cinco turmas
de 6.2 série). Tal pesquisa investigou a eficiéncia do jogo para o desenvolvimento
do conceito de numeros inteiros e para a abordagem dos conteudos

procedimentais e atitudinais.

Segundo Costa (2003), o jogo Maluco por Inteiro foi elaborado a partir da
analise de textos Experiéncias matematicas, durante o periodo em que a
pesquisadora ministrava aulas de Pratica de Ensino da Matematica em um curso
de especializacdo no ensino de Ciéncias e Matematica, desenvolvido na Unesp.

A base para a criacdo das etapas do jogo esta fundamentada na teoria de Piaget.

O jogo Maluco por Inteiro € uma adaptacdo da atividade Vai e Vem

apresentado no texto: Experiéncias matematicas — 6.2 série.
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Costa (2003, p. 63) ressalta que, “por se tratar de um jogo para o ensino e
aprendizagem dos Numeros Inteiros, a primeira acao foi transformar o tabuleiro,

tornando-o isomorfo a tal conjunto”.

Nessa pesquisa a idéia de movimento aos saltos, com passos de extensao
uniforme, porém em dois sentidos, € transportada e transformada em operacdes
com 0S numeros inteiros. A multiplicacdo € associada a maior ou menor
velocidade (em modulo) de locomocéo na reta numérica. Com tais pressupostos,

0 jogo Vai e Vem foi transformado, dando origem ao jogo Maluco por Inteiro.

Tal jogo visa a formacdo do conceito de Numeros Inteiros, e esta
organizado em cinco fases, duas delas contemplando a etapa intra-objetal, duas,
a etapa interobjetal e a ultima, transcendendo os objetos, caracterizando assim a
etapa transobjetal. Nas trés primeiras fases, o tabuleiro € um morfismo do

Conjunto dos Numeros Inteiros.

A trajetoria orientada deve promover, até a terceira fase, uma
correspondéncia com o conjunto dos numeros inteiros. O movimento aos saltos,
em todas as fases, serd o responsavel pela correspondéncia com um conjunto

numérico discreto como é o caso dos numeros inteiros.

As duas primeiras fases representam a etapa intra-objetal. Na primeira, o
“objeto” é a adicdo de numeros inteiros e, na segunda, 0s objetos séo a adi¢do e

a subtracdo de numeros inteiros positivos.

Na terceira fase, acontece a etapa interobjetal, jA que os numeros inteiros
sdo adicionados e subtraidos. Nas trés fases o negativo é representado pela cor

vermelha.
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Na quarta fase, o tabuleiro é uma transformacéo do conjunto dos numeros
inteiros. As casas sdo marcadas por expressdes algébricas que envolvem as
operacdes de adicdo, subtracdo e multiplicacdo. As marcas e a cor dos dados
foram substituidas por numeros de 1 a 6, precedidos pelos sinais + ou - . Esta
etapa € uma transicado da interobjetal para a transobjetal, com predominéancia da

ultima.

Na quinta fase, o tabuleiro € o mesmo utilizado na primeira fase, quatro
dados sé@o os mesmos da quarta fase e foi acrescentado mais um dado, em cujas
faces estdo marcados os numeros: 0, -1, -2, +2, -3 e +3, que sera usado para
efetuar o produto da soma adquirida pelo langamento dos quatro primeiros dados

com o valor obtido no langcamento do quinto dado. Trata-se da etapa transobjetal.

Para Costa a

[...] correspondéncia entre sentido e modulo da velocidade é
utilizada para a construcdo, pelos alunos, de estruturas mentais
que, posteriormente, nos trabalhos de sala de aula sem o jogo,
sejam transformadas ou utilizadas como instrumento assimilatorio
para a construcdo do conceito de nameros inteiros e suas
operacgdes, incluindo a divisdo de dois inteiros, que o0 jogo nao
aborda (Costa, 2003, p. 64).

Em suas consideracbes finais Costa (2003, p. 141) comenta que,
inicialmente, os professores viam 0 jogo como uma atividade agradavel para os
alunos, mas ficavam apreensivos, preocupados com o conteudo programatico.
Em suas falas iniciais, os professores revelaram os significados que davam aos
jogos, por exemplo, “uma atividade para aliviar as tensdes presentes em sala de

aula” (Costa, 2003, p. 141).

Com o decorrer do tempo e diante dos resultados obtidos, esses

significados foram sofrendo alteracbes. O entusiasmo dos professores foi mais
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intenso quando as atividades tiveram de ser traduzidas para a linguagem

matematica e as acdes foram transformadas em operacdes.

Os professores comecaram a compreender 0 jogo como uma atividade
realmente voltada ao processo de ensino e aprendizagem, percebendo também a
seriedade e eficacia desse recurso didatico, buscando abordar outros contetudos

matematicos, tidos por eles como problematicos, por meio de novos jogos.

Alguns professores comentaram que, antes de perceber a teoria
matematica que o jogo envolvia, os alunos continuavam discutindo sobre o jogo,

mesmo apos a aula, e o faziam com muita satisfacao.

Em relacdo & aprendizagem de nameros inteiros Costa afirma que

[...] o jogo foi um grande encadeador de idéias. [...] muitas das
falhas de aprendizagem verificadas no desenrolar do jogo
puderam ser prontamente sanadas. Para isso 0s professores
utilizaram-se, muitas vezes, dos movimentos nos tabuleiros e
também de explicacbes no quadro negro [...] (Costa, 2003, p.
147).

Para que os alunos aceitem e obtenham éxito no processo de ensino e
aprendizagem com 0s jogos, o professor tem de entender o processo, encarar 0

desafio e, sobretudo, entusiasmar-se com ele.

Finalizando este capitulo faremos algumas consideracdes sobre o livro
Fracdes no curriculo do Ensino Fundamental: conceituacdo, jogos e atividades
lddicas, dos educadores matematicos Joaquim Giménez e Marcelo Bairral. Tal
livro € uma publicacdo do Grupo de Estudos e Pesquisas em Educacao

Mateméatica — GEPEM.
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Nesse livro, Giménez e Bairral apresentam um conjunto de material de
apoio com atividades ladicas e jogos para o ensino sistematico das fracoes.
Segundo os autores, as idéias principais dos jogos e das atividades por eles
apresentadas sdo resultados de suas experiéncias em diferentes espacos de

formacdo profissional docente, como cursos, publicacdes e congressos.

Nessa obra, os autores apresentam resultados de pesquisas realizadas em

turmas de 3.2 a 8.2 séries do Ensino Fundamental.

Giménez e Bairral (2005, p. 7), por meio de uma pesquisa realizada com
estudantes de um curso de Licenciatura em Matematica, afirmam que tais alunos
tém um conhecimento bem restrito e com conexdes aparentemente pouco claras

sobre as fracgoes.

Os autores apontam trés concepcgdes errbneas comumente apresentadas
pelos estudantes sobre as fracdes, a saber: “(a) a fragdo é uma parte menor da
unidade; (b) sdo dois numeros separados por um traco; (c) a fragdo é um
operador que sempre indica uma subdivisdo e, portanto, um resultado menor”
(Giménez e Bairral, 2005, p. 7). Os autores acreditam que, a partir das
concepcdes dos estudantes, fica dificil para estes aceitarem que fragdo € um

ndmero.

Para Giménez e Bairral (2005, p. 10), diferentes aspectos das fracdes
devem ser objetos de exploracBes e desenvolvidos pela pratica docente, sejam
eles fracdo, como quantidade, expressdo de um escalar ou medida, funcao,

simbolo, ou como probabilidade.

A equivaléncia de fracdes, como um dos aspectos que constrdi a nocdo de

fracdo e numero racional, deve ser explorada em situacfes variadas, de forma
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significativa, pois a pura definicdo, desprovida de significado, ndo proporciona

avanco conceitual e inclusive néo é reconhecida pelo aluno.

Giménez e Bairral (2005, p. 14) ressaltam que “A ordenacdo e a
equivaléncia sdo elementos conceituais importantes que, juntamente com o
auxilio do material manipulativo e do resgate histérico, constituem elementos

curriculares favoraveis a aprendizagem”.

Esses educadores matematicos afirmam que as nocdes sobre fracdes vao
evoluindo e constituindo-se por meio da proposta e desenvolvimento de uma
variedade de situacbes de aprendizagem, de modo que o professor possa ir

conhecendo cada vez mais 0 progresso conceitual de seus alunos.

No capitulo 3, Giménez e Bairral (2005, p. 22) apresentam 25 propostas de
jogos que, segundo eles, possibilitam que alunos e professores trabalhem
aspectos importantes para a conceituacdo de fragcdes e que podem auxiliar na
comunicacao de idéias e na producdo de diferentes significados para o processo

de ensino-aprendizagem de Matematica.

Giménez e Bairral (2005, p. 129) afirmam que “Os alunos aprendem numa

proposta pedagdgica séria com jogos e atividades manipulativas”.

Em suas consideraces finais, Giménez e Bairral (2005, p. 129) ressaltam
que as dificuldades associadas a construcéo do conceito de fracdo podem ser de
ordem psicoldgica ou epistemoldgica. Entre as de ordem epistemoldgica esta o
reconhecimento e a aceitacdo da fracdo com um numero, entre outras. Sustentam

também que

A inovacdo das aulas através de uma variedade de atividades e
materiais didaticos é importante, porém ndo sera a mera adogéo
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dos mesmos que resolverd a problemética e a complexidade da
constru¢cdo do conhecimento. Os recursos possuem limitacoes,
potencialidades e, assim, contribuem diferentemente na
constituicao e significacdo dos conceitos mateméticos (Giménez e
Bairral, 2005, p. 129).
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CAPITULO 4

DESCRICAO DO JOGO HACKENBUSH

Hackenbush € uma classe de jogos derivados do tdo conhecido jogo do
NIM. Esses jogos sdo caracterizados por: (1) somente admitirem um Unico
vencedor; (2) ndo possuirem informacdo escondida; (3) possuirem uma
quantidade finita de jogadas; (4) ndo possuirem fator de sorte. Segundo Neto e
Silva (2004, p. 11), “é usual chamar a este tipo de jogos, jogos de informacédo

perfeita, ou jogos abstratos”.

Nessa pesquisa, vamos analisar o Hackenbush azul e vermelho. Durante a
descricdo e andlise dessa versdo do jogo, vamos nos referir a este simplesmente

pelo seu primeiro nome, Hackenbush.

Descricao do jogo

A versdo do Hackenbush que analisaremos € composta por pecas azuis e
por pecas vermelhas. E um jogo para dois jogadores, que aqui denominaremos
jogadores A e jogador B. O jogador A retira as pecas de cor azul, enquanto B
retira as pecas de cor vermelha. As pecas devem estar conectadas a uma linha.

Vejamos alguns exemplos na figura 1:
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a) b) 9) d)

Figural. Configuracfes do jogo Hackenbush.

Os jogadores jogam alternadamente; cada jogador somente pode retirar
uma peca da cor que lhe pertence. Serdo apagadas automaticamente as pecas
que perderem contato com essa linha. Tomemos como exemplo a figura 1(d)
acima: se o jogador A retirar a primeira peca que estd em contato com a linha,
apagara automaticamente as pecas que estdo sobrepostas na mesma. Perdera o

jogo aquele jogador que primeiro ficar sem pecas de sua cor para retirar.

Regras adicionais para construcdo dos numeros a partir do jogo

Sempre que o jogador A (jogador que retira somente pecas azuis) tiver
vantagem em uma configuracao do jogo, independentemente de quem comece a
partida, essa configuracdo representara um numero positivo; de modo analogo,
quando a vantagem for do jogador B (jogador que retira somente pecas

vermelhas), tal configuracdo representara um nimero negativo.

Ao analisarmos o jogo, estaremos sempre interessados na jogada oOtima
de cada jogador (jogadas que minimizem as chances de seu oponente). Cada

jogador tera varias opcoes de jogada; dentre essas certamente existirdo jogadas
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Otimas e jogadas ruins. Na construcdo dos numeros somente consideraremos as

jogadas otimas, tanto do jogador A quanto do jogador B.
Jogo zero

Sempre que o jogador que iniciar a partida perder, isto €, quem comeca
perde, dizemos que se trata de um jogo zero, ou uma configuracdo que
representa um jogo zero, ou, ainda, um jogo de valor zero. Ao analisarmos a
configuracdo de um jogo, para decidir se esta representa um jogo zero, devemos
sempre pensar na jogada Otima de cada jogador. Tomemos as configuracfes

abaixo como exemplos:

S I (|

Figura 2. Representacdes de um jogo zero.

Nos exemplos da figura 2, podemos verificar que o jogador que iniciar a
partida certamente perdera. Entdo, podemos concluir que as configuracdes acima
representam um jogo zero, ou seja, sao diferentes representacdes do numero
zero. Observemos as configuracdes da figura 3. Serd que tais configuracdes

representam um jogo zero?
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Figura 3. Possiveis representacfes de um jogo zero.

As configuracées acima (figura 3) representam um jogo zero. E importante
observar nos exemplos anteriores (figura 3) que ndo se trata apenas de verificar
qual dos jogadores tem maior ou menor quantidade de pecas para decidirmos
qual deles tem a vantagem, ou se a configuracdo em questao trata-se de um jogo
zero. Para chegar a alguma conclusdo, devemos analisar cuidadosamente as
possibilidades de cada jogador, com o intuito de encontrar sua melhor jogada, ou

seja, a jogada que minimize as chances de seu oponente.

Antes de iniciarmos a constru¢cdo de mais alguns nameros a partir do jogo,
faremos mais algumas consideracdes sobre algumas configuragbes mais

complicadas.

Nas configuracdes que analisamos acima (figura 3), consideramos varias
representacbes ao mesmo tempo, para decidir se 0 jogo em questao
representava ou ndo um jogo zero. Esse raciocinio nos serd muito Util, pois
utilizaremos diferentes representacdes do numero zero para construir os demais

ndmeros.

Inicialmente, dissemos que sempre que o0 jogador A (jogador que retira

pecas azuis) tiver vantagem sobre o jogador B (jogador que retira pecas
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vermelhas), independentemente de quem comece o jogo, tal configuracéo

representara um namero positivo. Observemos as configuracdes na figura 4:

S R

Figura 4. Representacdes de alguns niimeros positivos.

Ao examinarmos as configuracdes da figura 4, podemos concluir que elas
representam numeros positivos, pois, independentemente de quem inicie o jogo, 0

jogador A sempre tera vantagem sobre o jogador B.

Ll

Figura 5. Representacdes de alguns niimeros negativos.

Analogamente, as configuracdes do jogo na figura 5 representam numeros
negativos, pois, independentemente de quem inicie o jogo, a vantagem sera do

jogador B.
Sugestdes de jogadas para construir alguns numeros

Mostraremos algumas sugestbes de jogadas para construir alguns

nameros a partir do jogo Hackenbush. Inicialmente representaremos tais nimeros
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somente por meio de configuracfes do jogo. Mais adiante representaremos tais

nameros através de conjuntos.

Vamos analisar as seguintes configuracdes representadas na figura 6:

a) b) c) d) e)
1 |

2 -1 -2 ?
Figura 6. Construgdo de alguns nameros.

Observando a figura 6(a), nota-se que 0 jogador A possui uma unica
jogada, enquanto o jogador B ndo tem nenhuma jogada possivel; entdo a

vantagem é do jogador A. Tal configuracdo representa o nimero 1.

Utilizando um raciocinio analogo ao anterior, analisamos a figura 6(b) e
concluimos, entdo, que tal configuracdo representa o nimero 2. Logo, diremos
que uma configuracao é trivial, sempre que houver pe¢as de uma unica cor, isto
€, somente um jogador tem possibilidade de jogadas. Na figura 6(c) e 6(d), a
vantagem € do jogador B; dessa forma, tais configuracbes representam dois

ndameros negativos. S&o eles — 1 e — 2, respectivamente.

Os numeros inteiros séo construidos de forma trivial, como descrevemos
acima. E importante notar que as configuracdes 6(a) e 6(c), assim como 6(b) e
6(d), sédo configuracbes opostas, ou seja, representam numeros opostos. Como
podemos verificar na figura 2(a), somadas, elas formam um jogo zero (quem

comeca perde).

Assim, sempre que construimos um numero a partir de uma configuracéo

do jogo Hackenbush, construimos também seu oposto aditivo. Tal construgéo se
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da mediante a inversdo das pecas azuis pelas vermelhas; dizemos entdo que
trocamos as possibilidades de jogadas do jogador A por B, uma pela outra, ou

vice-versa.

Vamos analisar a configuracdo 6(e). Que numero tal configuracéo

representa?

a) Percebemos que néo se trata de uma configuracao trivial, pois existem jogadas

possiveis para os dois jogadores.

b) Independentemente de quem comece 0 jogo, o0 jogador B perdera; logo, o

jogador A tem vantagem. Entdo, trata-se de um namero positivo.

c) Devera ser um namero maior que O e menor que 1, pois, apesar da vantagem
ser do jogador A, o jogador B tem uma possibilidade de jogada. Entre esses dois

nameros (que ja conhecemos) existem infinitos nimeros. Como saber? Jogando!

Devemos sempre construir novos numeros a partir de configuragdes que ja
conhecemos. Como mencionamos no inicio, devemos elaborar novas
configuracbes e verificar se elas representam um jogo zero. Observemos a

figura7:

a) I b) IJ C)
? -1

Figura 7. Constru¢do do nimero representado por 7(a).

Analisando a configuracao 7(b), percebemos que a vantagem agora € do

jogador B; portanto, ndo se trata de um jogo zero. Como ndo conhecemos outros

56



nameros ou configuracdes, repetimos a configuracdo 7(a) formando entdo 7(c) e

novamente jogamos para verificar se esta representa ou ndo um jogo zero.

Apos examinar a figura 7(c), podemos concluir que tal configuracéo
representa um jogo zero, isto é, quem comeca perde, sempre lembrando que
utilizamos a jogada 6tima de cada jogador. Poderiamos também ter recorrido a
figura 3(a), pois ja tinhamos analisado tal configuracdo e concluido que ela

representa um jogo zero.

Para chegar ao numero representado pela configuracdo 7(a), podemos

escrever a seguinte equacao: 2X+(-1)=0—>2x=1->x=1/2.

Concluimos entdo que a configuracdo 7(a) representa o niumero 1/2. Logo,

a configuracdo 5(b) representa o numero -1/2.

Vamos fazer um breve resumo dos numeros que ja conhecemos, até
agora. Construimos os numeros - 2, - 1, - 1/2, 0, 1/2, 1 e 2. Mostramos também
como construir todos 0s numeros inteiros, mediante a forma trivial do jogo

Hackenbush.

Construiremos outros nameros, a partir dos numeros, e das configuracdes
do jogo que ja conhecemos. Vamos observar a figura 8 e verificar que nimero

pode ser representado pela configuragéao 8(a).

? 1/2 -1 172 -1

Figura 8. Construgdo do nimero representado por 8(a).
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Analisando a configuracdo 8(a), podemos concluir que a vantagem
continua sendo do jogador A; portanto, tal configuracdo representa um numero
positivo. Entretanto, na configuracdo em questdo, o jogador B tem uma
possibilidade a mais de jogada referente a 7(a). Dessa observacdo concluimos
que 8(a) representa um nuamero maior que 0 e menor que 1/2. Vamos jogar

novamente para descobrir que namero pode ser representado por 8(a).

Observando a configuracéo 8(b), percebemos que a vantagem agora € do

jogador B; esse fato nos leva a tentar uma nova configuracao.

Analisando a configuracdo 8(c), verifica-se que ela representa um jogo
zero; portanto, podemos entdo descobrir que numero a configuracdo 8(a)

representa. Primeiro escrevemos a seguinte equacao:
2x+1/2+(-1)=0>»> 2x=1/2 > x=1/4
Concluimos entdo que 8(a) representa o numero 1/4.

Analisando a figura 9, faremos algumas conjecturas para descobrir quais

nameros podem ser representados por essas configuracoes.

? ?

Figura 9. Construcdo dos nimeros que séo representados por 9(a) e (b).
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Com raciocinio analogo ao utilizado nas situacdes anteriores, concluimos
que a configuracdo 9(a) representa o niumero 1/8. Mostraremos uma forma de

chegar a essa conclusdo. Observe a figura 10:

/4 12 -1

Figura 10. Construcdo do numero representado por 9(a).

Por meio da figura 10 acima escrevemos a seguinte equacao:
2Xx+ 14 +1/2+(-1)=0—>2x—-1/4=0—->2x=1/4 - x=1/8

Se continuarmos acrescentando pecas vermelhas sobre a pecga azul nas
configuracbes anteriores, o jogador B tera mais possibilidades de jogadas; no

entanto, a vantagem continuara sendo do jogador A. Com tal processo

. N 1 .
poderemos representar todos os numeros que tem a forma ?; se Invertermos as

: : , 1
chances do jogador A por B, construiremos 0os numeros na forma — ,comn =

2"
0, 1, 2, 3, ..., possibilidades de jogadas. Se a vantagem for de A, entdo né a
quantidade de pecas vermelhas; porém se a vantagem for de B, entdo n sera a

quantidade de pecas azuis. Concluimos assim que a figura 9(b) representa o

numero 1/16.
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Construiremos agora outros nimeros. Anteriormente acrescentamos pecas
vermelhas a configuracdo que representa o numero 1/2. Agora acrescentaremos
pecas azuis, aumentando, dessa forma, as possibilidades de jogadas do jogador

A. Observe a figura 11.:

? ? 14 -1
Figura 11. Construgdo do numero representado por 11(a).

Examinemos a figura 11, analisando que numero pode ser representado
pela configuracdo 11(a). Inicialmente, verificamos que o jogador A tem vantagem
sobre o jogador B; isso nos leva a concluir que se trata de um namero positivo. Se
compararmos com a configuracdo 7(a), notamos que o jogador A tem mais uma
possibilidade de jogada; sendo assim, o numero em questdo € maior que 1/2 e

menor que 1.

Agora, devemos jogar e verificar se a configuracdo 11(b) representa ou nao
um jogo zero. Analisando a jogada 6tima de cada jogador, concluimos que tal
configuracdo representa um jogo zero; portanto, podemos escrever a seguinte
equacao: X+1/4+(-1)=0 - x—-34=0 — x =3/4. Logo, a configuracao
11(a) representa o numero 3/4. Se invertermos as possibilidades de jogadas do

jogador A por B, teremos o numero — 3/4.
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A configuracdo 11(a) representa o numero 3/4. Vamos acrescentar a essa
configuracdo mais uma possibilidade ao jogador A. Observe a figura 12(a). Que

ndmero sera esse?

a) b) I

? ? 18 -1
Figura 12. Construcdo do nimero representado por 12(a).

Certamente a configuracdo 12(a) representa um numero maior que 3/4 e
menor que 1. Sabemos que é maior que 3/4 porque acrescentamos uma
possibilidade ao jogador A em relagdo a configuracdo 12(a). Jogando,
concluimos que 12(b) é um jogo zero, ou seja, quem comeca perde. Escrevemos

entdo a seguinte equacédo:x +1/8+ (-1) =0 —» x-7/8=0 — x=7/8.
Logo, a configuracdo 12(a) representa o nimero 7/8.

Vamos novamente acrescentar mais uma possibilidade ao jogador A e

construir mais um numero (figura 13):
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? ? 116 -1
Figura 13. Construcdo do nimero representado por 13(a).

A configuracédo 13(a) representa um namero maior que 7/8 e menor que 1.
Devemos agora verificar se 13(b) representa ou ndo um jogo zero. Novamente,
por meio do jogo, podemos concluir que 13(b) € um jogo zero; portanto, podemos

escrever a seguinte equacao:
X+1/16 +(-1)=0 > x—-15/16 =0 — x =15/16
Desse modo, a configuracdo 13(a) representa o niumero 15/16.

Se a essa configuracdo continuarmos acrescentando pecas azuis, isto €,

se aumentarmos cada vez mais as chances do jogador A, construiremos 0s
, . n+1 —

nameros que podem ser escritos na forma (1 — 1/27°),comn=1, 2, 3, ..., onde n

€ a quantidade de pecas azuis (possibilidades do jogador A), acima da peca

vermelha.

Voltemos a figura 11 e analisemos agora que ndmero construiremos, se
em vez de acrescentarmos pecas azuis a configuracdo 11(a), acrescentarmos
pecas vermelhas. Em outras palavras, vamos aumentar as possibilidades do

jogador B, como na figura 14(a).
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Il

1/8 -3/4
Figura 14. Construcdo do numero representado por 14(a).

A configuracdo 14(a) representa qual nimero? Antes de responder a essa
pergunta, vamos analisar a situacao e refletir sobre as possibilidades que temos:
deve ser um numero menor que 3/4, pois aumentamos uma possibilidade ao
jogador B em relacdo a configuracédo 11(a); sabemos também que deve ser um
namero maior que 1/2, pois, se compararmos a figura em questdo com a

configuracéo 7(a), veremos que o jogador A tem uma possibilidade a mais.

Logo, o niumero em questdo é maior que 1/2 e menor que 3/4. Isso quer
dizer que poderemos utilizar o nimero — 3/4 para tentar obter um jogo zero. Isso
nos leva a observar novamente a configuracado 14(b) para decidirmos “jogando”

se tal configurag&o representa ou ndo um jogo zero.

Examinando 14(b), uma questdo emerge com naturalidade: como concluir
que devemos utilizar o niumero 1/8? A essa pergunta podemos responder da

seguinte forma:

Devemos jogar e comparar os nimeros. Dissemos anteriormente que

devemos construir novos numeros a partir daqueles que ja conhecemos;
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simbolicamente temos 1/2 < x < 3/4. Se utilizassemos 1/2, teriamos 1/2 + 1/2 = 1;
1 é maior que 3/4. Se tentarmos usar 0 numero 1/4, teriamos 1/4 + 1/2 = 3/4;

resta-nos entdo tentar o numero 1/8 e verificar se 14(b) é ou ndo um jogo zero.

Analisando a configuracdo 14(b) concluimos que ela representa um jogo

zero; logo, podemos escrever a seguinte equacao:
Xx+1/8+(-3/4)=0 - x-5/8=0 —» x=5/8
Portanto, a configuracdo 14(b) representa o numero 5/8.

Abaixo apresentaremos mais alguns ndameros e suas respectivas
representacdes a partir do jogo Hackenbush. Ao lado de algumas configuragdes

colocamos sugestdes para encontrar seu valor numérico (figuras 15, 16, 17 e 18).

IR |!

3/8 3/8 18 -1/2
Figura 15. Construcdo do numero representado por 15(a).

|

13/16 13/16 1/16 -3/4
Figura 16. Construgdo do numero representado por 16 (a).
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11/2 = 3/2
a) b) I I

? ? 12 -2
Figura 17. Construgdo do numero representado por 17 (a).

11/4 = 5/4
a) b) J
? U4 12

?

Figura 18. Construgdo do numero representado por 18 (a).

W RITIN

-11/2 -1 -7/8 -3/4 -1/2 -1/4 -1/8 -1/16 0 1/16 1/8 1/4 1/2 3/47/8 1 11/2
1 11/16 11/8 11/4 13/8 11/2 15/8 13/4 113/16 17/8 115/16 2
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Representacdes dos numeros através de conjuntos

No capitulo anterior construimos alguns numeros a partir do jogo
Hackenbush; no entanto, tal construcao foi feita somente mediante configuracoes
do jogo.

Como vimos anteriormente, jogos do tipo Hackenbush podem representar
nameros. Vamos generalizar as representacfes desses numeros utilizando a
seguinte notacdo { | }. Tal representacdo foi introduzida por John Horton
Conway na constru¢do dos nameros surreais.

Segundo Conway (1999, p. 299), “o simbolo {a, b, c, ... | d, e, f, ... } define
“0 mais simples numero estritamente superior a todos os numeros a, b, c, ... e

estritamente inferior a todos os niumeros d, e, f, ...".

Para Conway (1999, p. 209), a expressao “mais simples” significa o numero
que corresponde a uma configuracdo de Hackenbush mais curta. Em outras
palavras, o niamero mais simples entre dois numeros dados é aquele ao qual

corresponde uma menor configuracado de Hackenbush. Por exemplo:
{ | } =0, 0 nUmero mais simples de todos;

{0] } =1, o nimero mais simples maior que O;

{0, 1] } =2, 0 numero mais simples maior que 1.

Dessa forma, poderiamos representar os nimeros naturais. Tais numeros
sdo representados por configuracbes nas quais somente o jogador A tem
possibilidades de jogadas. Representaremos aqui as chances de tal jogador

sempre ao lado esquerdo do conjunto.
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Poderiamos também pdr nimeros de ambos os lados da barra. Assim,
{0|1} € o numero mais simples entre 0 e 1, isto €, 1/2. Podem-se também ter
nameros em cuja definicAo ndo apareca qualquer nimero a esquerda da barra.
Nesse caso, somente 0 jogador B terd possibilidades de jogada, por exemplo:

{ |0} que é o numero mais simples menor que 0, isto €, - 1.

Um numero pode ter varias representacdes diferentes. Podemos
representar o numero 2 do seguinte modo: {1 } ou {0, 1| }, visto que o numero
mais simples maior do que 1 é também maior do que 0. Outras formas que

poderiamos utilizar para representar o numero 2 sdo: {13} {1 1/2 |4} e outras.

Naturalmente, pode-se levantar a seguinte questdo: como saber quando
dois conjuntos distintos representam 0 mesmo numero? A resposta a essa
questao é jogando!

Os numeros podem ser representados por jogos. Qualquer numero definido
por g = {a, b, c,...|d, e, f, ...} pode ser interpretado como uma configura¢do do jogo
Hackenbush. Tal jogo ocorre entre dois jogadores que designamos anteriormente

como jogadores A e B.

Os lances de g para a, b, c, ... sdo legitimos para o jogador A, enquanto 0s

lances de g para d, e, f, ... séo legitimos apenas para o jogador B.

Vamos supor que o jogador A (jogador que retira pecas azuis) passa de g
para b, por exemplo. Como b tem uma representacédo semelhante, entéo, b = {A,
B,C,..|D, E F,..}; logo, o jogador B (jogador que retira pecas vermelhas) pode
efetuar um lance para D, E, F, .... Vamos supor que o jogador B passa para D =

{a, B, 7, ... 0, &, o, ...}. O jogador A pode agora efetuar um lance para «, S, 7, ... €
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assim sucessivamente. O primeiro jogador para o qual seja impossivel efetuar

qualquer lance perde 0 jogo; o outro jogador sera naturalmente o vencedor.

Para representar cada configuracdo do jogo Hackenbush usaremos a
seguinte notacao: g = {a, b, c,...|d, e, f, ...}, a qual utilizamos anteriormente para
definir os nuameros, visto que configuracdes de Hackenbush s&o numeros, e
nameros sao configuracdes dessa classe de jogos. O jogador A pode efetuar
lances de g para a, b, c,..., enquanto B pode efetuar lances de g para d, e, f,..., e

assim sucessivamente.

Vamos analisar algumas configuracbes do Hackenbush j& construidas
anteriormente, utilizando a representacdo de conjuntos. No final de qualquer jogo
cada um dos jogadores pode ser confrontado com o chamado desenho vazio, que
€ caracterizado por ndo possuir qualquer peca azul ou vermelha e relativamente

ao qual nenhum lance é possivel.

— ={ 1}
Segundo Conway (1999, p. 302), é natural denotar por 0 o desenho vazio.

Na configuracdo de Hackenbush, que contém precisamente uma peca azul
(e nenhuma vermelha), o jogador A pode passar para 0, enquanto o jogador B

ndo pode executar qualquer lance:

= =] }={0 }=1

Vamos observar mais alguns exemplos:

(1==}={0}=-1

L
1

e B 21011 322
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I = 1 20111222
I = (li—1=t110y=-112

O negativo de uma configuragdo de Hackenbush pode-se obter
diretamente pela transformacdo das pecas azuis existentes em vermelhas e das
vermelhas em azuis. Invertem-se assim os papéis dos dois jogadores. Se for g =
{a, b, c,.|d, e f,..}, teremos-g={-d,-e,-f ..|-a,- b, c,...}. Desde modo, por

exemplo, o negativode 1 1/2 = {1 |2} sera—11/2 = {- 2 |- 1}.

Cada configuracdo de Hackenbush possui um valor, que € um ndamero,

sendo cada namero o valor de uma configuracdo de Hackenbush.

Assim, podemos sempre representar 0s numeros em termos de jogos
como o Hackenbush. Além do mais, com esse procedimento, podemos fazer
comparacdes entre 0s numeros e, em particular, saber se dois nimeros séo
iguais. Para este fim, fazemos duas configuracdes de Hackenbush g e h, cujos
valores correspondem aqueles numeros, jogando-se entdo o jogo que se obtém
por combinacdo, numa unica configuracdo, de g com — h, e perguntando: quem

ganha?

i) Se ganhar o jogador A (jogador que movimenta as pecas azuis, que estao
denotadas sempre do lado esquerdo do conjunto), independentemente de

quem comece, teremos, entéo, g > h.
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i) Se ganhar o jogador B (jogador que movimenta as pecas vermelhas, que
estdo denotadas sempre do lado direito do conjunto), independentemente

de quem comece, teremos, entéo, g < h.

iii) Independentemente de quem comece, se o segundo jogador puder ganhar,

sempre teremos g = h.

Como exemplo, analisemos o seguinte jogo:

g= lAl cujo valor é {1| }; observemos agora outra configura¢éo do jogo:

1
h= i , cujo valor é { 0,1 | }. O método acima descrito permite-nos verificar
que {1| } e {0,1]| } sao, de fato, re| 0 entacOes distintas do mesmo ndamero.
Em g os dois lances possiveis para o jogador A tém o mesmo valor 1. Por outro

lado, como ja& observamos, h tem o valor { 0,1 | }. Assim, o desenho composto

al

g h

g — h tem a seguinte forma:

Como podemos verificar, cada jogador pode assegurar duas jogadas,
podendo o segundo jogador, seja ele qual for, ganhar sempre: logo concluimos

que g=h.

Para somar dois nameros, justamos as configuracbes que I|hes
correspondem. Por exemplo, 1/2 + 1/2 pode ser representado pelo seguinte

desenho:
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1

Podemos agora verificar que 1/2 + 1/2 = 1, constatando a partir da proxima figura
que o jogo pode ser sempre ganho por quem jogar em segundo lugar. No capitulo
anterior explicamos de forma detalhada a maneira de analisar e jogar a
configuragdo em questdo. Mais adiante ,definiremos a soma e a multiplicagédo

desses numeros por meio da representacdo formal (representacdo por meio de

Yo + Yo+ (-1)

conjuntos).

Nas figuras seguintes apresentamos os valores de algumas configuracoes
do jogo. O numero pequeno escrito a esquerda ou a direita de cada peca € o valor

que se obtém quando o jogador correspondente apaga essa pega.

2
1 1

1={0] } 2={0,1] }  3={0,1,2]}  -1={|0}

E I

2={]-1,0}  1/2={0]1}  11/2={0,1]2}
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Ya
Yo Y2 Yo Yo

0 0 0 0

1/4={0 | 1/2, 1} 3/4={0,1/2| 1}  -3/4={-1]-1/2,0}  7/8={0, 1/2, 3/4| 1}

Generalizando a soma e a multiplicacao

Se a={..,a..l...,A ..}ep={.b,..l|..,B, ..}, entdo,

o+ P ={.,a+P, ..oath ..l.., A+p, ..., a+B,..} e -a = {., -A, .. |.., -a},
enquanto aff = {...,aB +ab—ab, .., AB+ab—AB...| ..., ap + aB — aB,..., AR + ab
_Ab, ...}

Supbs-se que a foi definido em termos de varios nUmerosa<a e A>a e
analogamente, para . Um dos nameros a direita da barra na definicdo de af

pode ser a13p + af7- oz Br. Assim, por exemplo:

8x25=1{0,1,..,7] } x{0,1,..,24] } =({7]}x{24]}={7x25+8x 24
— 7 x 24} = {199 | } = 200. Estas definicées s&o indutivas supondo-se, em cada

passo, que todos os produtos mais simples ja foram calculados.

Elwin Berlekamp propdés uma regra simples para estabelecer uma
correspondéncia entre 0s numeros reais positivos e as configuracdes do

Hackenbush.

O primeiro par de pecas de cores distintas que aparecerem contando de
baixo para cima representara a virgula binaria; as pecas azuis e vermelhas que

seguem este par sdo os digitos 1 e 0, respectivamente, que aparecem a direita da
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virgula, sendo ainda adicionado um ultimo 1 no caso em que a configuracéo for
finita. A parte inteira € igual ao numero de pecas que aparecem antes do par que

representa a virgula. As configuracdes do jogo Hackenbush podem ser infinitas.
Vejamos na figura 19 abaixo alguns exemplos de nameros reais positivos: =, €,

\2,1/3,11/64 e 4 7/8, respectivamente.

1
1
1
0
0 1
0 0
0 1
1 1 0
0 1 0 1
0 0 0 0 (1) (1)
1 1 0 1 0 1
0 1 1 0 0 1
0 0 0 1 0 ]
] 1 1 0 0

] 0 1 0

0 : 4
3 ] .
2
1 1
T e V2 1/3 1 1/64 4 7/8

Figura 19. Representacdes de alguns nimeros reais por meio de configurag@es do jogo
Hackenbush.
A representacdo de = em notacao binaria € 11,001001000011111101101...;

a representacao binaria € infinita e ndo periodica, portanto trata-se de um nimero
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irracional. O mesmo acontece com 0 numero €, gque pode ser representado em

notacdo binaria da seguinte forma: 10,101101... . O ndmero V2 também é

irracional; sua representacao binaria € 1,01010001... .

Ja os numeros 1/3, 1 1/64 e 4 7/8 sdo numeros racionais, 1/3 em notacao
binaria tem a seguinte representacdo 0,01010101..., tem uma expansdo binaria
infinita; no entanto, tal expansdo € periddica, logo € um numero racional. A
representacdo binaria do niumero 1 1/64 é 1,000001; tal ndmero tem uma
expansao binéria finita, portanto € um ntimero racional. O mesmo acontece com o
namero 4 7/8, que é representado em notagdo binaria da seguinte forma

100,111.

Podemos também representar os numeros reais positivos que aparecem
na figura 19 utilizando conjuntos. Tais numeros podem ser representados da

seguinte forma:

n={11,001; 11,001001; 11,00100100001; ...|...; 11,0011; 11,01; 11,1}
e = {10,101; 10,1011; 10,101101; ... | ...; 10,11001; 10,1101; 10,11}

V2 ={1,01; 1,0101; 1,01010001; ...| ...; 1,01011; 1,1011; 1,1}

1/3 = {0,01; 0,0101; 0,010101; ...|...; 0,0101011; 0,0111; 0,011; 0,1 }

1 1/64 = {1, 0000001 | 1,00001}

4 7/8 ={100,110(100,11101}
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CONSIDERACOES FINAIS E CONCLUSOES

1. Aspectos intensional e extensional de conceitos matematicos

Finalizando nossa pesquisa queremos ressaltar nosso principal objetivo:
investigar uma nova abordagem para a conceituacdo de numeros a partir de
jogos, mais especificamente a conceituagao proposta por Conway. Tal proposta
permite contemplar dois aspectos complementares dos conceitos matematicos,

em especial, o conceito de nimero, quais sejam: intensional e extensional.

Na conceituagdo elaborada por Conway, 0 carater extensional expressa a
aplicabilidade da teoria a uma classe de jogos matematicos, ou seja, possibilita a
interpretacdo dessa teoria a partir de um modelo concreto. O carater intensional
da teoria de Conway s&d0 seus axiomas iniciais e sua representacao por meio de
conjuntos, isto é, a teoria formal de Conway, a qual ndo abordamos no presente

trabalho.

Buscamos subsidios para nossa investigacao, tanto no contexto histérico-
filosofico como no desenvolvimento epistemoldgico do conceito de numero, e
percebemos que por quase dois milénios os numeros foram utilizados como
ferramenta para descrever outros conceitos matematicos. Somente no final do
século XIX e inicio do século XX se tornou objeto de estudo em si. Por exemplo,
alguns matematicos dos séculos XVI e XVII empregavam 0s numeros inteiros

como solucdes falsas de uma equacéo.
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A Aritmética diferentemente da Geometria ndo foi criada sobre uma base
axiomatica, isso ocorreu por volta do século XIX. Para tal, foram necessérias
mudancas antes da axiomatizacdo dos numeros. Uma delas trata-se da alteracao
do carater e compreensdo dos axiomas, que deixam de ser verdades objetivas e
intuitivamente claras, para premissas hipotéticas do pensamento. Na outra
mudanca, 0s axiomas passam a ser perspectivas formais para um campo de
conhecimento que pudessem expressar-se por meio de relacdes e que a qualquer

momento poderiam ser substituidos por outros sistemas axiomaticos.

Como consequéncia, a nocao de objeto matematico necessitou também de
uma mudanca e a axiomatizacao teve que ser completada por um pensamento de
modelos, ou seja, uma teoria matematica, no sentido da Ciéncia moderna, torna-
se um par, um conjunto de axiomas (sistema axiomatico) e as possiveis
aplicacdes ou interpretacoes desse sistema, caracterizando assim a dualidade

complementar entre o carater intensional e extensional dos objetos matematicos.

Tal ponto de vista deve levar em conta 0S aspectos intensionais e
extensionais dos objetos matematicos. O carater intensional desses sistemas
descreve as propriedades e relacdes de um sistema, sdo os chamados modelos

abstratos, que constroem e fundamentam uma teoria.

Sob os aspectos epistemoldgicos e cognicista existe a necessidade de
interpretacdo desses sistemas, ou seja, possiveis aplicagbes ou modelos que
interpretam suas leis. Esse ponto de vista esta relacionado com o0 aspecto
extensional dos objetos matematicos; em outras palavras, sdo os modelos

concretos de uma teoria. E importante considerar 0s processos de

matematizacao.
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Uma teoria é um sistema axiomatico ou um conjunto de proposicdes, ja um
modelo ndo é uma entidade linglistica; uma teoria trata de conceitos, ou seja,
definicbes, enquanto um modelo tem objetos. Poderiamos citar como exemplo as

figuras geométricas que sdo modelos concretos, mas nao objetos da teoria.

Para alcancar os modelos abstratos teriamos que construir classes de
equivaléncia e para isto precisariamos da teoria, ou melhor, dos sistemas
axiomaticos. Na geometria euclidiana, por exemplo, dois triangulos congruentes
sdo equivalentes e por isso representam 0 mesmo objeto geométrico e a

congruéncia estabelece os modelos abstratos.

2. A complementaridade e as respostas de correntes filosoficas sobre a

natureza dos numeros

As correntes filoséficas que estudamos fornecem respostas pouco
satisfatorias sobre a natureza dos numeros. Nenhuma delas consegue responder
de modo definitivo a questdo: o que é numero? Como podemos perceber, tais
correntes filosoficas, na maioria das vezes, tém uma postura extrema quanto as

suas idéias.

O nominalismo é uma corrente filoséfica segundo a qual ndo ha entidades
abstratas e, mais especificamente, ndo existem entidades abstratas que possam
ser identificadas aos numeros. Quando tomam tal postura em relacdo aos
nameros, 0s adeptos a essa corrente filosofica déo indicios de estar considerando
somente o carater extensional dos objetos matematicos, ndo levando em conta o

carater intensional de tais objetos.
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Os nominalistas tém por hipétese que os numeros séao idéias de nossa
mente. Para esta posicdo dos adeptos a essa filosofia ndo se apresentou
justificativa satisfatéria. Uma segunda forma de nominalismo esti atrelada a
entidades fisicas; isso, segundo os nominalistas, transformaria os niameros em
algo perceptivel. Nenhuma das duas maneiras pelas quais o nominalismo
interpreta os axiomas da teoria dos numeros os transforma em verdadeiros,
literalmente falando. E essa segunda forma de interpretar a teoria dos niumeros
parece reforcar os indicios de uma caracteristica unicamente extensional dos

ndmeros.

O mesmo acontece com o0 conceitualismo e mais especificamente com o
intuicionismo. Essa doutrina parece também néo levar em conta a necessidade de
uma aproximacdo complementar. Quando atribui aos objetos concretos as
caracteristicas dos numeros, parece dar indicios de acreditar apenas na nogcao
extensional dos objetos matematicos, quando confere aos nuameros a
necessidade de uma existéncia concreta, ou seja, algo perceptivel, acreditando
ainda que a pura intuicdo da contagem seria 0 ponto de partida para a
Matematica dos nimeros. Essa doutrina é muito vaga e discutivel e, além disso,

conflita com uma parte relativa da Matematica cléssica.

Ja4 o realismo, diferentemente das correntes anteriores, acredita que
existem, realmente, quaisquer entidades citadas nos axiomas e teoremas da
teoria dos numeros. Dessa forma, parece fornecer uma resposta que leva
somente em conta as caracteristicas intensionais dos objetos matematicos. Nela
h& a crenca de que os matematicos podem ser os criadores de quaisquer leis,

comparando seu poder de criacdo ao da divindade, liberando assim a construcao
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de um matematico das possiveis interpretacdes ou aplicacdes de uma teoria. Tal
ponto de vista parece dar indicios de apenas considerar os modelos abstratos de
uma teoria, sem dar a menor importancia aos modelos concretos. Isso parece

reforcar o carater intensional dos objetos matematicos.

Portanto, como podemos ver, nenhuma dessas correntes filoséficas nos
fornece respostas coerentes e satisfatorias que contemplem o0s aspectos

complementares do conceito de nimero, bem como sobre a natureza deste.

3. A utilizacdo de jogos na conceituacao de numeros

As pesquisas em Educacdo Matematica, investigadas por nds, apontam as
vantagens na utilizacdo dos jogos como instrumento pedagdgico, tanto para

construcdo como para o resgate de conceitos e habilidades matematicas.

Vamos fazer algumas consideracdes para melhor delimitar a perspectiva
dos jogos no ensino da Matematica, e mais especificamente na conceituacao de
nameros e, além disso, ressaltar aspectos que, para noés, sdo de fundamental

importancia para tal abordagem.

O conhecimento matematico apresenta uma légica prépria de elaboracao.
Tal l6gica se revela essencialmente relacional, o que significa que o

conhecimento matematico tem por objeto essencialmente relacdes.

O desafio que se apresenta no ensino da Matemética € elaborar

sequéncias de ensino-aprendizagem que criem condicdes efetivas para que 0s
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estudantes se apropriem dessa l6gica das relacdes, ou seja, que eles aprendam

0S conceitos, como relacoes.

Segundo Jardinetti (1996, p. 52), as abstracbes podem se revelar
concretas no momento em que possibilitem a elaboracdo de procedimentos que
traduzam um sistema, que o englobem e que déem sentido as abstracdes. Em
tais sistemas, as abstracfes ndo seriam compreendidas enquanto abstracdes

vazias e desvinculadas de qualquer relacao.

Os conceitos podem se apresentar aos estudantes repletos de significacao,
se forem originados de uma metodologia que permita uma instrumentalizacéo

l6gica e eficaz para apreensao dos aspectos relacionais implicitos nos conceitos.

A eficacia de determinado jogo para a conceituacdo de numero esta na
sua necessidade de encarnar as propriedades légicas do conceito. Sem isso um
determinado jogo pode se revelar uma abstracdo vazia de significado, tal

atividade pode ser desviada do objetivo central que a justifica.

Exatamente sob essa perspectiva, mostram-se essenciais a
complementaridade dos aspectos matematicos, além dos sistemas axiomaticos,
possiveis aplicacfes desses sistemas, ou seja, modelos que traduzam seus
processos logicos e possibilitem que suas relacdes sejam carregadas de

significados.

As pesquisas investigadas neste trabalho apresentaram as vantagens na

utilizacao dos jogos, como ferramenta pedagdgica na conceituacdo dos numeros.

Entretanto, a teoria de Conway nao se reduz a uma ferramenta pedagdgica
ou a uma metodologia. Tal teoria permite conceituar 0os niumeros a partir de um

processo de matematizacdo. A aplicabilidade dessa teoria a certas classes de
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jogos possibilita explicitar as propriedades e a ldgica que constituem a

conceituacdo dos numeros.

Além disso, possibilita a conceituacdo dos nimeros naturais aos reais de
forma Unica. As duas teses por nés investigadas se mostraram eficazes, mas
abordaram apenas duas categorias de numeros, quais sejam: 0S numeros

naturais e os inteiros.

O livro de Giménez e Bairral tem como objetivo conceituar apenas as
fracOes. As propostas desses pesquisadores também se mostraram vantajosas,
segundo os resultados das pesquisas desenvolvidas por eles, mas abordam uma

Unica categoria de numeros.

N&o queremos aqui desqualificar qualquer das pesquisas citadas por nos,
muito pelo contrario, somos adeptos a suas abordagens. Estamos apenas
apontando as possiveis vantagens que podem ser exploradas em futuras

pesquisas utilizando a teoria de Conway.

Finalizando nosso trabalho, queremos ressaltar a necessidade do
desenvolvimento de pesquisas utilizando jogos na constru¢cdo de conceitos
matematicos, e mais especificamente o conceito de numeros, tanto no Ensino
Médio como no Ensino Superior, principalmente nas Licenciaturas em

Matematica.

Ao longo do desenvolvimento de nossa pesquisa ndo encontramos
investigacdes que utilizassem a perspectiva de jogos na construcédo de conceitos

matematicos nesses niveis de ensino.
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TABULEIRO DO JOGO CONTIG 60°

ANEXO |

0 1 2 3 4 5 6 7
27 28 29 30 31 32 33 8
26 54 55 60 64 66 34 9
25 50 120 125 144 72 35 10
24 48 108 180 150 75 36 11
23 45 100 96 90 80 37 12
22 44 42 41 40 39 38 13
21 20 19 18 17 16 15 14
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MALUCO POR INTEIRO — PRIMEIRA FASE

ANEXO I

P = partida
E = espera
C =chegada
Ca = castigo

MALUCO POR INTEIRO - SEGUNDA FASE

Il N ] [ ]
I

[ ]

Il [ ]
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MALUCO POR INTEIRO — TERCEIRA FASE

a __EN

-13 -14

20 24
19 25
18 C

17
- 15 14

 « [
6
7
E
9
10

11

13

MALUCO POR INTEIRO - QUARTA FASE

3(p-n) 3p-n 3(p+n) -6s
s-1 n-2p 20+N p-2n
p-2n p-n
Ca C
~(p-n) [ -(p+n) -(p-n)
MALUCO POR INTEIRO - QUINTA FASE
P = partida
E = espera
C = chegada
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