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Resumo

A investigacao realizada teve como obijetivo verificar quais sdo as contribuicoes e
dificuldades dos professores em planejar e desenvolver uma trajetéria hipotética
de aprendizagem (THA) sobre nocodes iniciais de probabilidade para alunos do
Ensino Médio. A justificativa da nossa pesquisa do tipo qualitativa vai ao encontro
do que afirma Simon (1995), de que existem muitos trabalhos na area de
aprendizagem com abordagem construtivista, porém muito pouco dos seus
resultados esta incorporado nas elaboracées de aulas dos professores. Sendo
assim, efetuamos, inicialmente, uma revisao bibliografica dos trabalhos que tém
como tema o processo de ensino e aprendizagem de probabilidade. A partir
desses resultados, elaboramos uma sequéncia de ensino de probabilidade, que
foi apresentada para trés professores desenvolverem com os alunos, na
expectativa de avaliar a THA e ao mesmo tempo elaborar novas hipéteses sobre
0 processo de ensino e aprendizagem de probabilidades. A pesquisa nos mostra
qgue os professores que participaram do estudo tém conhecimento da abordagem
laplaciana na introducdo do conceito de probabilidade, no entanto carecem de
embasamento tebérico sobre a possibilidade de apreensdo da nocao de
probabilidade utilizando-se da confrontagdo dos enfoques frequentista e
laplaciano. Este fato limitou as suas contribuicbes na elaboracdo e
desenvolvimento da THA, conduzindo os professores a uma atitude mais
contemplativa do que critica em relagao as atividades apresentadas.

Palavras-chave: Probabilidade. Curriculo de Matematica no Ensino Médio.

Educacao Matematica. Trajetéria Hipotética de Aprendizagem.



Abstract

The research had as objective to check what are the contributions and difficulties
of teachers in planning and developing a hypothetical learning trajectory (HLT)
about basic knowledge of probability for high school students. The justification of our
research agrees with Simon’s statement (1995) that there are a lot of researches
in the area of learning with constructivists approach, but very little of their results
are incorporated in the classes of teachers. Initially, we did a bibliographic review
of the works whose theme is the process of teaching and learning of probability.
From these results we made a sequence of teaching probability which we show for
three teachers develop with their students, being on tenterhooks to consider the
HLT and, at the same time, create new hypotheses about the process of teaching
and learning of probabilities. The research shows that teachers who took part in
the study have knowledge about the Laplace’s approach in introduction of the
concept of probability, however they need theoretical support about the possibility
of learning basic knowledge of probability using the differences of frequentist and
Laplace focus. This fact limited their contributions in the elaboration and
development of HLT, leading teachers to a more contemplative than criticism

attitude in relation to activities presented.

Keywords: Probability. Mathematics curriculum at high school. Mathematics

education. Hypothetical learning trajectory.
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Introdugdo

Nesta introducdo vamos expor nossa trajetoria profissional, que nos

aproximou do tema pesquisado, o0 objetivo e a questao de pesquisa.

Trajetdria académica profissional

Atuando como professor da Educacédo Basica, constatamos que um dos
assuntos mais recorrentes, que apresentavam o0 maior numero de
questionamentos e resolucdbes equivocadas por parte dos alunos, era o

relacionado a Probabilidade.

Ao participarmos do curso de especializacdo em Educacdo Matematica
oferecido pela Pontificia Universidade Catolica de S&o Paulo (PUC-SP), em
parceria com a Secretaria Estadual da Educacdo de Sao Paulo, em 2006,
levantamos diferentes hipéteses sobre alguns aspectos didaticos no processo de
ensino e de aprendizagem sobre o tema Probabilidade.

Sendo assim, respaldados por diferentes teorias, nos sentimos motivados a
aprofundar nossos estudos sobre o tema. Isso foi possivel em razdo do ingresso

no curso de mestrado dessa mesma institui¢cdo.

O grupo de pesquisa que mais se aproximou dos nossos propositos foi o
denominado “Organizacdao e Desenvolvimento Curricular e Formagao de
Professores”, coordenado pela Profa. Dra. Célia Maria Carolino Pires e pelo Prof.
Dr. Armando Traldi Junior, que tem por finalidade desenvolver pesquisas sobre o

processo de organizacdo, desenvolvimento e implementacao de curriculos e sua



relacdo com o processo de formacédo e de atuacdo de professores. Focaliza
curriculos de Matematica da Educacao Basica e da Educacao Superior e procura
contribuir para a constru¢cao de conhecimentos nesta area de grande relevancia

na Educacdo Matematica.

Esse grupo desenvolve, atualmente, o projeto de pesquisa “Construcao de
trajetérias hipotéticas de aprendizagem e implementacdo de inovacdes
curriculares em Matematica no Ensino Médio: uma pesquisa colaborativa entre
pesquisadores e professores”, que tem como uma de suas principais propostas
desenvolver dissertacbes de mestrado sobre Trajetérias Hipotéticas de
Aprendizagem (THA), que segundo Simon (1995) sdo compostas por trés
elementos: objetivos, atividades matematicas e hipéteses sobre o processo de

ensino e aprendizagem.

Em particular, nosso interesse de pesquisa foi investigar sobre a
construgdo da THA relacionada com as ideias iniciais sobre probabilidade. A
énfase das atividades propostas esta na resolucao de problemas utilizando jogos
e experimentos aleatdrios que estimulem a investigacao por parte dos alunos para
a apreensao das nocbes elementares da teoria das probabilidades no Ensino
Médio.

A primeira versao da THA foi apresentada a trés professores para sua
analise e, se necessario, propor alteracdes. Apés o desenvolvimento das
atividades com os alunos foram realizadas adequagdes visando seu

aprimoramento.
Temos, assim, como objetivo de pesquisa:

Verificar quais sdo as contribuicoes e dificuldades dos professores em
planejar e desenvolver uma trajetéria hipotética de aprendizagem (THA) sobre

nocoes iniciais de probabilidade para alunos do Ensino Médio.
Esse objetivo se desdobrou na seguinte questdo de pesquisa:

Quais as dificuldades e contribuicobes do professor no planejamento e

desenvolvimento de uma THA sobre nogdes iniciais de probabilidade?



Capitulo 1

FUNDAMENTACAO E PRESSUPOSTOS TEORICOS

Neste capitulo apresentaremos algumas nocdes elementares de
probabilidade, pesquisas referentes ao ensino e aprendizagem de probabilidade
no Ensino Médio, a proximidade histérica entre os jogos de azar e o célculo de
probabilidade e, finalmente, a trajetoria hipotética de aprendizagem como
alternativa pratica e teérica na elaboragédo de uma proposta pedagdgica.

1.1 Nocoes elementares de probabilidade

De acordo com Novaes & Coutinho (2009), as leis do acaso influenciam o
dia a dia de todas as pessoas, especialmente aquelas que necessitam tomar
decisbes nas empresas, nhas industrias ou mesmo num estabelecimento
comercial. As decisbes carregam intrinsecamente 0s riscos que devemos
considerar nas mais diferentes areas profissionais: saude, comércio, industria e

setor de servicos.

A teoria que abarca a aleatoriedade (acdo do acaso) € denominada
probabilidade. Podem-se classificar alguns desses fenémenos em duas
categorias: 0s experimentos aleatérios (desenvolvidos a partir de uma intengéo
humana) e os fendmenos aleatérios que possuem uma evolugdo que nao

depende da intencionalidade humana (tais como os fendmenos meteorol6gicos).
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Ainda, segundo as autoras, um experimento aleatério é caracterizado por
sua repetibilidade, ou seja, podera ser repetido quantas vezes se queira, desde
que seja sob as mesmas condi¢des; todos os seus resultados sdo conhecidos de
antemao, sem necessidade da realizacao da experiéncia; € impossivel prever ou

calcular o evento resultante do experimento antes da conclusdo do processo.
O trecho, a seguir, exemplifica um experimento aleatério:

[...] no lancamento de uma moeda sabemos que a face voltada
para cima pode ser cara ou coroa, mas ndo se sera cara na
primeira jogada. Podemos ainda reproduzir esse experimento
tantas vezes quantas se desejar, sempre nas mesmas condi¢cdes,
ainda que mentalmente. Nesse caso, nao podemos calcular esses
resultados com precisdo, mas podemos determinar o grau de
incerteza na sua ocorréncia, ao qual chamamos de probabilidade:
medida de incerteza na ocorréncia de um evento resultante de
uma experiéncia aleatéria (NOVAES & COUTINHO, 2009, p. 131-
132).

Podem-se adotar trés diferentes enfoques para a determinacdao de uma
probabilidade: o enfoque combinatério, o enfoque frequentista e o enfoque
subjetivo. Novaes & Coutinho (2009) afirmam que:

A probabilidade subjetiva é determinada por especialistas, que
analisam todo o contexto e os resultados ja conhecidos de
experimentos ocorridos nas mesmas condicdes (série histérica de
resultados) para entdo estimar um valor a ser adotado. Tal valor é
testado no final do processo, para avaliar sua adequacao. Este
tipo de enfoque esta na base do que se chama Métodos
Bayesianos (p. 132).

Enfoque combinatério

A probabilidade combinatéria € a mais conhecida e estudada na Educacéo
Basica. O enfoque classico ou combinatério € aquele em que a probabilidade é
expressa como a razao entre o numero de sucessos que realizam o evento que
se quer estudar e o numero total de resultados possiveis do experimento aleatério
(LoPES & COUTINHO, 2009).

Esta definicao foi realizada por Pierre Simon Laplace, em 1814:
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A teoria do acaso consiste em reduzir todos os eventos do mesmo
tipo a um certo nUmero de casos igualmente possiveis, isto é, tais
que sejamos igualmente indecisos sobre sua existéncia, e em
determinar o numero de casos favoraveis ao evento do qual
procuramos a probabilidade. A razdo entre este nimero e aquele
de todos os casos possiveis € medida desta probabilidade, que
desta forma ndo é mais que uma fracdo cujo numerador € o
namero de casos favoraveis e o denominador é o numero de
todos os casos possiveis (LAPLACE, 1985, p. 38, apud LOPES &
COUTINHO, 2009, p. 64-65).

Segundo Godino, Batanero & Canizares (1996), a probabilidade dos
eventos poderia ser obtida apenas revolvendo-se questdes concernentes a
analise combinatéria. No entanto, esta definicdo classica ja apresentava, na
época de sua elaboracdo, inadequacdes, principalmente por ser restritiva e
circular. Além disso, nao respondeu a contento o que era probabilidade,
proporcionando somente uma forma pratica de célculo de alguns acontecimentos
simples. Laplace, como ja havia sido feito por Bernoulli, utilizou o principio da
razao insuficiente, que considera que todos os resultados possiveis possuem a
mesma probabilidade de ocorrer, por ndo haver nenhuma razao conhecida para
esperar o contrario. Posteriormente, adotou-se o principio da indiferenca que
justifica a equiprobabilidade pela homogeneidade e simetria da situacao

experimental.

A utilizacdo da linguagem atual da teoria dos conjuntos adota como
pressuposto que o espaco amostral associado a um experimento aleatério
apresenta um conjunto de eventos elementares que satisfazem as condi¢des de
simetria indispensaveis para garantir a equiprobabilidade. Entretanto, em geral, o
principio da indiferenca ndo pode ser utilizado em numerosos acontecimentos,
tornando-se invidvel quando se carece de razdes para que se admita a
homogeneizacado de cada resultado ou também quando a variavel que se queira

determinar é continua (GODINO, BATANERO, CANIZARES, 1996).

E importante observar que todos os eventos elementares do espago
amostral devem ser equiprovaveis. Outro ponto a salientar € que neste tipo de
abordagem as probabilidades sao calculadas antes da realizacao do experimento,
podendo, assim, ser denominada probabilidade a priori (FERNANDES, 1999).
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Enfoque frequentista

De acordo com Godino, Batanero & Canizares (1996), a auséncia de
fatores pessoais e a demonstracdo pratica por meio da experimentacdo sao os
principais elementos neste enfoque, denotando seu carater objetivo. O enfoque
frequentista esta alicercado em duas caracteristicas observaveis do
comportamento apds serem efetuadas repeticoes:

— 0s resultados variam a cada repeticdo de uma maneira imprevisivel;

— 0s resultados com pequeno numero de repeticoes podem ser
desordenados, mas, quando esses numeros de repeticbes aumentam

bastante, passa a surgir certa regularidade.

Pode-se exemplificar uma aplicacdo desse enfoque no seguinte exemplo:
existem jogos que para o participante iniciar a partida é necessario que saia o
ndamero 6 no lancamento de um dado. Este fato pode induzir determinadas
criangas a pensar que ele seja mais dificil de obter que os demais nimeros, pois
muitas vezes demora-se um tempo relativamente grande para que ocorra o
namero 6. Ao afirmarmos que simplesmente a probabilidade de cada face é 1/6
tende-se a sofrer resisténcia para sua aceitacdo; a abordagem frequentista
possibilita um questionamento e superagao de concepcdes errbneas de criangcas
em aceitar a mesma probabilidade de ocorréncia dos numeros das faces de um
dado (HAWKINS & KAPADIA, 1984, apud FERNANDES, 1999).

De acordo com Ara (2006), a probabilidade de ocorréncia de um evento A
pode ser definida como o limite da frequéncia relativa do evento A, quando o
namero de repeticbes do experimento, sob as mesmas condi¢des, tende ao

infinito.

P(A)= lim fr(A)= /imn—,;‘

Em que,
P(A): probabilidade de ocorréncia do evento A

fr (A): frequéncia relativa do evento A
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na . numero de vezes que o evento A ocorreu em n idénticos e
independentes ensaios experimentais

n: niumero de repeticdes do experimento

Na pratica, podemos aproximar o valor da probabilidade de ocorréncia de
um evento A realizando um grande nimero de ensaios idénticos e independentes.

Entdo, podemos considerar, segundo Ara (2006), que:

P(A)~"4

Em 1713, Bernoulli justificou este processo por uma forma fraca da “Lei dos
Grandes Numeros” que foi enunciada em sua obra Ars Conjectandi:

Para evitar a fadiga de uma exposicdo sem que se aborde
diretamente o assunto, chamarei de “fecundos” ou “férteis” os
casos nos quais um evento pode se produzir, e “estéreis” aqueles
nos quais o mesmo evento ndo pode se produzir; da mesma
forma, chamarei experiéncias “fecundas” ou “férteis” aquelas nas
quais constata-se que um dos casos férteis pode ocorrer, e
“infecundas” ou “estéreis” aquelas para as quais observa-se que
um dos casos estéreis se produz. Seja entdo 0 numero de casos
férteis em relacdo ao numero de casos estéreis, precisamente ou
aproximadamente na razao r/s, e que seja, em consequéncia, em
relagéo ao nimero total na razao r/(r+s) ou r/t, admitindo os limites
(r+1)t e (r-1)/t. E necessario mostrar que se pode conceber
experiéncias em tal numero que as tornem mais verossimeis
quantas vezes se quiser que o numero de observagdes férteis
seja, em comparagcao ao numero de todas as observagdes, uma
razado nem maior que (r+1)/t nem que (r-1)/t (BERNOULLI, 1987,
apud COUTINHO, 1996, p. 13).

Consoante Smole & Diniz (2003), pode-se, assim, que no lancamento de
moeda faz-se uma aproximacao da probabilidade de ocorréncia da face cara apés
um grande numero de repeticdes do experimento calculando a frequéncia relativa
do resultado cara. Tornaram-se famosas as experimentacdes realizadas por:

e Georges-Louis Leclerc Buffon (1707-1788), nobre francés, langou uma

moeda 4040 vezes e observou 2048 caras em seu experimento. F, =

2048
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e John Kerrich, matematico sul-africano, durante o tempo que esteve
preso na Segunda Guerra Mundial, obteve 5067 caras em 10000

langamentos. F, = 067 = 0,5067.
10000

e Karl Pearson (1857-1936), um estatistico inglés, langou uma moeda

24000 vezes, obtendo 12012 caras. F,= 12212 _ 0.5005.

24000

Pode-se, também, estimar a probabilidade de um fenémeno aleatério, por
exemplo, o nascimento de meninos numa comunidade ap6s a contagem de um

grande numero de nascimentos de criancas (ARA, 2006).

Apesar de a probabilidade frequentista ser baseada em resultados
experimentais, 0 que nao ocorre na definicdo classica, e aparentar ser mais
objetiva, possui as mesmas limitagdes, de cunho subjetivo, no que se refere ao
aspecto de precisar ser realizada em condi¢des idénticas e independentes. Além
do mais, é calculada com aproximacao, pois o0 numero de experimentos
realizados é finito. Caso o experimento admita infinitos resultados possiveis,
devera ser feita uma adaptacao, pois esta definicdo a principio foi estabelecida
para espacos amostrais finitos (ARA, 2006).

Definicao axiomatica de probabilidade

Ara (2006) faz uma analogia da probabilidade axiomatica com a geometria
euclidiana que possui um conjunto de axiomas e entes matematicos (conceitos
primitivos) como ponto, reta e plano, porém nem por isso deixa de ter aplicacdes

no mundo real.

A teoria axiomatica de Kolmogorov surgiu como consequéncia das
restricbes que o0 conceito classico laplaciano impunha sobre a equiprobabilidade
dos eventos elementares inseridos em um espaco amostral finito. Houve uma
primeira expansao da definicdo de Laplace que consistia no célculo de
probabilidades de eventos com resultados infinitos. Este desenvolvimento permitiu
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que, se E é alguma regido com uma medida conhecida (comprimento, area,
volume), a probabilidade de que um ponto escolhido aleatoriamente pertenca a
um subconjunto A de E é calculada como o quociente entre a medida de A e a
medida de E (GODINO, BATANERO & CANIZARES, 1996).

Ainda de acordo com os autores, a teoria matematica de probabilidade,
como € conhecida atualmente, é relativamente recente. Coube a Andrei
Kolmogorov (1903-1987) a sua axiomatizagdo em seu trabalho publicado em
1933 e traduzido posteriormente, em 1956, para o inglés com o titulo Foundations
of theory of probability. Os eventos sao representados por conjuntos e a
probabilidade é uma medida definida sobre estes conjuntos. Este
desenvolvimento, baseado na teoria da medida, ndo sé proporcionou um
fundamento légico e consistente para o Calculo de Probabilidades, como também

a integrou com a corrente principal da Matematica contemporanea.

Segundo Novaes & Coutinho (2009), seus axiomas podem ser enunciados

da seguinte forma:

Dados dois eventos A e B resultantes de um mesmo experimento aleatério,

ou seja, contidos em um mesmo espaco amostral Q, sendo A# J e B # @, temos:

Axiomal:0< P(A)< 1.
Axioma Il: Se A = Q, entdo P(A) = 1, e nesse caso A € chamado evento
certo.
Axioma ll - A: Se A=, entdo P(A) = 0, e nesse caso A é chamado evento
impossivel.
Axioma lll: Se AN B =, entao P(A U B) = P(A) U P(B).

1.2 O ensino e aprendizagem de probabilidade

Consoante o tema escolhido e mais especificamente sobre as ideias
iniciais na introdug¢éo do conceito de probabilidade no Ensino Médio, fizemos uma
revisdo bibliografica auxiliados pelas publicacbes divulgadas no site
http://www.pucsp.br/~cileda/, intitulado Educacdo Estatistica, cujo objetivo é a

divulgacéao e a troca de experiéncias sobre as pesquisas nessa area. Destacamos
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duas pesquisas que abordam esse tema: a de Coutinho (1996) e a de Silva
(2002).

Coutinho (1996) aplicou, em 1993, na Franca, um questionario para
identificar concepcdes espontaneas sobre probabilidade em alunos da 2.2 série do
Ensino Médio e como trabalhar com estas concepcdes a luz dos resultados de
pesquisas nacionais e internacionais, tanto na Educacdo Matematica como na
Psicologia da Educacdo. A questdo de pesquisa era: Quais as concepcgdes
espontdneas em alunos de 16-18 anos sobre probabilidade? Como trabalhar com
estas concepgdes para que elas ndo se tornem um obstaculo epistemoldgico ou
didatico no decorrer do processo de aprendizagem?

Com a colaboracao dos professores das classes participantes e também
tomando como base os resultados obtidos pela aplicagdo do questionario,
elaborou-se uma sequéncia de ensino para a aquisicao dos primeiros conceitos

de probabilidade utilizando-se a viséao frequentista.

No Brasil, houve um questionario similar aplicado no primeiro ano do curso
de Fonoaudiologia na Fundacgao Lusiada, em Santos (alunos entre 17 e 19 anos).
A partir dos questionarios aplicados nas duas escolas e valendo-se da
experiéncia com estudantes franceses, foi elaborada outra sequéncia para ser

aplicada em alunos brasileiros.

Apbs o desenvolvimento da sequéncia de ensino, um teste foi aplicado
para averiguar se os alunos tanto franceses quanto brasileiros haviam corrigido
suas concepcgoes errbneas detectadas pelo questionario. Este teste era composto
de cinco questdes que visavam a verificacdo se 0 aluno conseguiria descrever

uma experiéncia aleatéria, bem como seu espaco amostral.

Um dos resultados deste estudo, realizado com alunos do Ensino Médio
francés e alunos do primeiro ano do Ensino Superior brasileiro, foi a identificagao
do obstaculo da equiprobabilidade, que é aquele em que na auséncia de
informacdes se atribui a mesma probabilidade aos eventos elementares. Além da
identificacdo deste tipo de obstaculo, foi constatado também que a resisténcia ao
ensino formal de probabilidade aumenta proporcionalmente a idade dos alunos.
As escolhas didaticas do professor podem influenciar na diminuicao da resisténcia
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ao ensino, caso se adote um enfoque frequentista para a introdugédo ao conceito
de probabilidade e quando é feita por meio de problemas que envolvam situacées

de nao equiprobabilidade.

Ainda, segundo Coutinho (1996), as ideias iniciais para a introducao dos
conceitos de probabilidade por uma visdo frequentista apresentam outras
vantagens mostradas no decorrer da sua dissertacdo. Faz uma critica ao
programa utilizado no Brasil que salienta exclusivamente a visao classica
(também conhecida como pascaliana ou laplaciana), limitando seu aprendizado
aos casos em que prevalece a hipétese de equiprobabilidade.

A autora salienta que determinadas concepcdes errbneas continuam
existindo mesmo depois do suposto aprendizado das nocbes basicas de
probabilidade, fato que ratifica a importancia do seu estudo desde as séries
iniciais. Coutinho (2001, 2002) mostra a necessidade de confrontar os dois

enfoques para a construcédo do conceito.

O trabalho de Silva (2002) propde uma integracdo das concepcdes
frequentista e classica de probabilidade com o intuito de tornar a aprendizagem
significativa e abrangente no que tange aos seus conceitos iniciais. Elencou uma
lista contendo os principais problemas referentes ao ensino e a aprendizagem do

conceito de probabilidade no Ensino Médio, entre eles podemos citar:

— auséncia de alguns tépicos importantes no processo de ensino e
aprendizagem de probabilidade, tais como: caracterizagdo de
experimentos aleatérios e deterministicos, nogdo de acaso e espacos

amostrais nao equiprovaveis;
— exclusividade da perspectiva classica de probabilidade;

— utilizacédo do terno “definicao-exemplo-exercicio” para abordar as nogcdes
introdutérias do conceito de probabilidade (evento, espaco amostral e a
propria definicdo de probabilidade que é realizada exclusivamente pela
visdo laplaciana), totalmente contraria a uma proposta que parta de uma
situacdo-problema e que somente apdés algumas etapas se

institucionalize o conceito;
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— nao consideracao do carater de uma formacao em espiral que retome e
aprofunde algumas nog¢des trabalhadas, apenas definindo e dando
exemplos de nocbes como: tipos de experimentos, experimentos

aleatédrios, tipos de eventos e historia da teoria da probabilidade.

Assim sendo, o autor elaborou sua questdo de pesquisa: “E possivel
organizar uma sequéncia de ensino que encaminhe uma apreensao de modo

significativo e abrangente da no¢ao de probabilidades?” (p. 21).

Silva (2002) enumera suas hipéteses de pesquisa da seguinte forma:

a) Para que haja uma apreensdo abrangente dos conceitos de
probabilidade é necessario que sejam trabalhados os seguintes itens:
experimentos aleatérios, experimentos deterministicos, nocdo de acaso,

espacos amostrais equiprovaveis e nao equiprovaveis e tipos de evento;

b) Tendo como base o estudo historico e epistemoldgico, o conceito de
probabilidade foi se consolidando principalmente sobre duas oéticas: a
frequentista e a classica. Caso se privilegie uma em detrimento da outra,
estariamos oferecendo ao aluno uma visdo limitada do conceito de

probabilidade;

c) Os PCN recomendam que o aluno entenda a sociedade como algo em
constante reconstrucao, inserida num processo continuo; portanto, o
estudo da historia torna-se um instrumento importante para o seu
entendimento. Desse modo, a insercdo do contexto histdérico em que se
desenvolveu a teoria das probabilidades auxilia huma apreensao mais
significativa de seus conceitos;

d) Os itens citados anteriormente sé serdo contemplados tendo como ponto
de partida uma situacao-problema que desencadeie uma série de
questionamentos, culminando em Ultima instancia com a sua

institucionalizacao.

Os seus dados foram coletados a partir de um teste aplicado em alunos da
3.2 série do Ensino Médio, composto por 13 questdes, com o intuito de

diagnosticar as concepg¢des dos estudantes sobre probabilidade. A seguir, foi
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elaborada uma sequéncia didatica constituida por 10 sessdes, totalizando 14
aulas de 55 minutos. A sequéncia didatica foi aplicada em outra turma de 3.2 série
do Ensino Médio da mesma escola, acompanhada pelo pesquisador na funcao de
observador. Os alunos ndo haviam tido nenhum contato com a teoria de
probabilidades, pois no programa de ensino da escola este tema deveria ser visto

somente no Ultimo ano do Ensino Médio.

Ainda, segundo o autor, uma sequéncia de ensino deve conter 0s
seguintes aspectos: introdugcdo da situacao-problema, leitura da atividade
proposta, debate entre professor e alunos para incentiva-los a responder as
questbes propostas, “correcdo” da atividade, institucionalizacdo do conceito,
realizacdo de uma “atividade complementar” para uma revisdo, memorizacao e
aprofundamento da ideia em estudo e, finalmente, correcido dessa Ultima
atividade.

Partindo dos resultados das pesquisas de Coutinho (1996, 2001, 2002) e
Silva (2002), acrescentamos a utilizacdo de jogos entre os alunos para que
tivessem o primeiro contato com a probabilidade por uma maneira ludica e assim

instiga-los a investigar propriedades matematicas envolvidas nas jogadas.

1.3 Justaposicao histérica entre os jogos de azar e o calculo de
probabilidades

Consoante Miguel, Coutinho & Almouloud (2006), a tentativa de entender o
que significa acaso provocou o desenvolvimento de um campo da Matematica
denominado Teoria das Probabilidades. O acaso seria algo que interfere nos
acontecimentos e que nao podemos controlar ou 0 nome que damos ao

desconhecimento das causas de um fenémeno.

Platdo (427 a.C. — 347 a.C.) advoga que nada surge sem causa em razao
do principio da causalidade das coisas. Seu discipulo Aristételes (385 a.C — 322
a.C.) prop6e que 0 acaso é resultado da interacao de diferentes causas, ou seja,
do encontro do que ndo tem causa. Havia pessoas que discordavam, na época,
de suas ideias e defendiam que todo efeito tinha uma causa bem determinada e,
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portanto, era necessariamente decorrente dela. Para contrapor este pensamento,
conta 0 caso de uma pessoa chamada Koriskos que foi assassinada por
marginais porque saiu de casa a noite; saiu porque teve sede e precisava retirar
agua do poco; teve sede porque havia ingerido comida salgada; seria falso
afirmar que em decorréncia da comida salgada ingerida houve o assassinato.
Aristételes atribuia tudo o que existe a trés causas: a natureza, a arte e ao acaso
(MIGUEL, COUTINHO & ALMOULOUD, 2006).

Ainda segundo os autores, Cicero (106 a.C — 43 a.C.) faz o seguinte
questionamento: o que vocé entende quando diz que uma coisa aconteceu por
acaso, a nao ser que poderia ter ocorrido ou nao? Sobre jogos com dados
destaca: é impossivel que alguém lancasse trés dados varias vezes ndo consiga

um terno de seis; é ingenuidade atrelar este acontecimento ao acaso.

Miguel, Coutinho & Almouloud (2006) apresentam um exemplo da atuacao
do acaso feita por Sdo Tomas de Aquino (1227-1247): existe uma razao para abrir
uma cova; da mesma forma ha uma razdo para enterrar um tesouro em
determinado lugar; entretanto, um homem que, ao cavar uma cova, encontra um

tesouro nao tem uma razao, é sem duvida obra do acaso.

Coutinho (2007) destaca que alguns povos da antiguidade como os
mesopotamios e os egipcios estabeleciam associacdes entre a no¢ao de acaso
com intervengdes divinas ou sobrenaturais. Profetisas se utilizavam de praticas
para fazer previsées do futuro ou até mesmo explicar a vontade dos deuses. Esse
tipo de comportamento existe até hoje em algumas culturas que fazem uso da
vidéncia. Os jogos de astragalos' ou jogos com dados produzidos em barro
cozido, apesar de serem utilizados para lazer, estavam inseridos em um contexto

mistico ou psicoldgico do acaso.

O calculo de proporcdes e o raciocinio combinatério ja existiam ha muito
tempo, no entanto apenas no século XVI sdo encontrados os primeiros trabalhos

'o astragalo encontrado em civilizagbes egipcias, gregas e romanas provém da pata de animais dotados de
cascos, tais como veados, bezerros, ovelhas ou cabras, e sdo chamados de tali (latim) ou astragali (grego).
Esse osso tem quatro longas faces planas totalmente diferentes, as Unicas em que ele pousaria quando
jogado, e duas pequenas extremidades arredondadas. Das quatro faces planas, duas sdo estreitas e
planas e duas séo largas, com um lado largo ligeiramente convexo e outro ligeiramente céncavo. Como
cada lado do astragalo tinha um aspecto diferente, ndo era necessario marcar os lados. Quando eram
marcados com pontos, os lados correspondiam a 1, 3, 4 e 6 (BENNETT, 2003, p. 22-23).
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sobre combinatéria com o intuito de analisar jogos, com destaque para Girolamo
Cardano e, ja no século XVIl, com Galileu (COUTINHO, 2007).

Pichard atribui a demora pelo seu estudo a dois fatores:

[...] Uma primeira razéo é que um tratado cientifico sobre os jogos
de azar ndo seria, provavelmente, sério, pois 0s jogos eram coisas
futeis aos olhos dos sébios. Outra razdo, certamente mais
importante, € que o resultado de um sorteio “ao acaso” é a
expressao da vontade divina, e como tal, ndo deveria ser
calculada, pois ndo devemos desafiar Deus (ou o Diabo) [...]
(1997, p. 107, apud COUTINHO, 2007, p. 3).

Sendo assim, o manuseio de moedas, dados, cartas de baralho, entre
outros geradores de acaso, sdo exemplos apontados por Coutinho (2007) para
que somente no século XVI houvesse uma preocupacao com o célculo do acaso

para solucionar questdes referentes a uma dimenséo ludica.

Varios jogos que se utilizam de dois dados tém como meta obter uma
determinada soma. Na Europa, os jogos de dados mais requisitados eram
aqueles em que se usavam trés dados. As somas possiveis em jogadas com trés
dados variam de 3 a 18. No entanto, tais resultados podem ser obtidos de 216
formas distintas (BENNETT, 2003, p. 63-64).

Ainda, segundo o autor, tudo leva a crer que os matematicos achavam que
havia apenas 56 resultados possiveis, pois ndo consideravam a diferenca entre
conjunto e sequéncia. Em virtude desse engano, acabavam contando conjuntos
deixando diversas sequéncias excluidas.

De acordo com Bennett (2003), desde o Império Romano os jogos com trés
dados faziam parte do cotidiano das pessoas, porém a primeira enumeragao
correta foi realizada somente entre 1220 e 1250 por Richard de Fournival em um
poema intitulado De Vetula. De Fournival fez a descri¢do das 216 maneiras como
trés dados podem cair. Elaborou uma tabela sintetizando as possiveis somas de 3
a 18 e a quantidade de sequéncias que podem resultar nesses resultados.

Corroborando com os estudos de Bennett (2003), Miguel, Coutinho e
Almouloud (2006) explicam que com o desenvolvimento do raciocinio

combinatério houve a exploragédo de outra visdo em relacao ao calculo do numero
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de chances, e o primeiro documento que mostra isso € um poema denominado
De Vetula, escrito por Richard de Fournival, em 1250. A partir de trés dados sao
descritas as suas combinag¢des, na ocasidao de seu langamento. Assim diz

Bellhouse:

Talvez, diremos que certos numeros sdao melhores

Do que outros para uso em jogos, pela razdo que,

Desde que um dado tem seis faces e seis numeros simples,

Em trés dados existem dezoito,

Dois quais apenas trés podem estar nas faces superiores dos
dados. Eles variam em diferentes maneiras e deles,

Dezesseis numeros compostos sao produzidos. Eles nao sao,
porém, De igual valor, desde que o maior € o menor deles
Ocorrem raramente e os do meio mais frequentemente,

E o restante, o quanto mais préximo estdo daqueles do meio,
Melhores sao e mais frequentemente ocorrem.

Esses, quando ocorrem, tém apenas uma configuragdo de faces
nos dados,

Aqueles sao seis, e os restantes tém configuracdes intermediarias
entre os dois,

Tal que existem dois nUmeros maiores e exatamente a mesma
quantidade de menores,

E esses tém uma configuracdo. Os dois seguintes,

O maior, e outro menos, tém duas configuracdes de faces nos
dados cada um.

Novamente, depois deles existem trés cada um, entdo quatro
cada um.

E cinco cada um, como eles seguem em sucessdao de
aproximagao.

Os quatro numeros do meio tém seis configuracdes de faces nos
dados cada um.

O pequeno quadro, apresentado abaixo, torna as coisas mais
faceis para vocé:

18 666

17 665

16 664 655

15 663 654 555

14 662 653 644 554

13 661 652 643 553 445

12 651 642 633 552 543 444
11 641 632 551 542 533 443
10 631 622 541 532 442 433
9 621 531 522 441 432 333
8 611 521 431 422 332

7 511 421 331 223

6 411 321 222

5 311 221

4 211

3

111

Existem 56 maneiras dos nimeros ocorrerem
E os nimeros podem nao ser nem maior, nem menor.
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Quando os trés numeros que compdem o terno sao iguais,

desde que seis niumeros podem ocorrer com outro,

existem também seis configuragdes de faces nos dados, uma para
cada numero.

Mas, quando um deles é igual aos outros,

E dois s&o iguais, as configuragdes das faces nos dados podem
variar de trinta maneiras,

Porque, se vocé duplica algum dos seis numeros,

Depois vocé tem acrescentado alguns dos numeros que restam,
entéo

Vocé obtera trinta, como se vocé multiplicasse seis por cinco;
Mas, se os trés numeros sao diferentes,

Entao vocé ira contar vinte configuragdes das faces nos dados
Por essa razdo: Trés numeros podem ser sucessivos

De quatro maneiras e nao-sucessivos exatamente as mesmas,
mas

Se dois sédo sucessivos e o terceiro € ndo-sucessivo,

Vocé ira descobrir de um lado duas vezes trés maneiras e de
outro

lado, trés vezes duas maneiras.

A figura a seguir pode tornar as coisas mais claras:

trés numeros iguais
666 555 444 333 222 111 6
dois iguais e um diferente
665 664 663 662 661
556 554 553 552 551
446 445 443 442 441 30
33 335 334 332 331
226 225 224 223 221
116 115 114 113 112
Os trés sucessivos

654 543 432 321 4
Os trés nao-sucesivos
642 531 641 631 4
dois sucessivos e o terceiro nao-sucessivo
653 652 651 621 521 421 6
542 541 643 431 632 532 6
total 56

Novamente, se olharmos mais perto as configuragdes das faces nos
dados,

Existem algumas que tém apenas uma maneira de sair,

E existem outras que tém trés ou seis, desde que as maneiras de sair
Nao podem ser diferentes quando os trés nimeros em questéao

Sa0 os mesmos. Mas, se um deles pode ser diferente,

E os dois, trés maneiras de cair emergem

Depois que um numero diferente vem na face superior de alguns dos
dados.

Mas, se eles sao todos diferentes, vocé descobrira

Que eles podem variar de seis maneiras, desde que,

Quando vocé da alguma posi¢do para um dos trés, os dois restantes
podem mudar de posicao,

Exatamente como alternando a configuragdo das ternas mostradas.
Entao,

Eles variam em cinquenta e seis maneiras de sai,

Quando esses sao divididos entre os nimeros compostos, como usam
os jogadores,




24

Como eles precisam ser distribuidos entre eles,
Vocé vera bem o quao grande ganho ou perda
Alguém pode ser capaz de ter.

A figura a seguir pode esclarecer isso para vocé:

Quantas configuracdes de faces e maneiras de sair nUmeros complexos
poderiam ter:

3 18 configuragbes de 1 modos de sair 1
faces nos dados

4 17 configuragées de 1 modos de sair 3
faces nos dados

5 16 configuragdes de 2 modos de sair 6
faces nos dados

6 15 configuragées de 3 modos de sair 10
faces nos dados

7 14 configuragbes de 4 modos de sair 15
faces nos dados

8 13 configuragoes de 5 modos de sair 21
faces nos dados

9 12 configuragdes de 6 modos de sair 25
faces nos dados

10 11 configuragées de 6 modos de sair 27
faces nos dados

total  2.(56)=216

(2000, p.123-136, apud MIGUEL, COUTINHO & ALMOULOUD, 2006, p. 26-29).

Em 1665, foi publicada uma obra péstuma de Girolamo Cardano (1501-
1576), que foi matematico, médico e jogador, denominada Liber De Ludo Aleae
(O livro dos jogos de azar). Ela dava subsidios para que se pudessem tomar
decisdes favoraveis em problemas envolvendo jogos de azar (COUTINHO, 2007).

Pascal e Fermat, em 1654, na ocasidao das trocas de correspondéncias,
mostram que ja havia uma compreensdo do acaso com essa nova faceta, bem

como a possibilidade de o acaso tornar-se “geometrizavel”

. Podemos afirmar que
Pascal e Fermat ja4 consideravam que os jogos de azar eram fendémenos
reprodutiveis com interferéncia do acaso e, portanto, passiveis de uma

matematizacao.

2 = « : » :
A expressdo “a geometria do acaso”, segundo Coutinho (2007), proposta por Pascal em sua carta
enderegada a Academia Parisiense, significa que podemos raciocinar, especular e fazer célculos com o
acaso, tal como se fazia com a Geometria. Hoje seria dito “a matematica do acaso”.
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Jacob Bernoulli (1654-1705), em sua obra Ars Conjectandi (1713), foi um
dos pioneiros em confrontar a nocdo de probabilidade com um raciocinio
determinista. A racionalizagdo do acaso toma uma direcdo importante, como
mostra o texto seguir escrito por Bernoulli:

Tudo o que, sob o sol, se beneficia de ser ou de tornar-se,
passado, presente ou futuro, possui sempre em si e objetivamente
uma certeza total. E evidente do presente e do passado: o que é
ou foi ndo pode ndo ser ou ter sido. Sobre o futuro nada a discutir;
contudo nao é pela necessidade de qualquer destino que nao
pode tornar-se, mas em razdo seja da ciéncia seja da
predeterminagéo divina; porque se ndo acontecesse com certeza
tudo o que é futuro, ndo vemos como o Criador supremo poderia

conservar inteira a gléria de sua omniscéncia e sua onipoténcia
(1713, p. 14, apud COUTINHO, 2007, p. 4).

Um século ap6s, em sua obra Essai Philosophique sur Iés Probabilités
(1814), Pierre-Simon Laplace (1749-1827) explicita de maneira mais radical o
pensamento determinista que pode ser sintetizado em sua famosa frase: “o acaso

nao € nada além da expressao da nossa ignorancia”.

Ja no século XX Jules Henri Poincaré (1854-1912), em sua obra Calculo de
probabilidades (1912), apresenta uma evolugdo qualitativa na interpretacdo do
acaso ampliando o seu conceito, como podemos observar no trecho abaixo:

E necessario que o acaso seja outra coisa que ndo o nome que
damos a nossa ignorancia, que entre os fendbmenos dos quais
ignoramos as causas, devemos distinguir os fenédmenos fortuitos,
sobre o0s quais o célculo de probabilidades nos informara
provisoriamente, daqueles que ndo séo fortuitos, e sobre os quais

nada podemos dizer, enquanto nao determinarmos as leis que o
regem (POINCARE, 1912, p. 3, apud COUTINHO, 2007, p. 6).

A partir destas contribuicdes, podemos enfocar o acaso por um viés
determinista, que segundo Coutinho (2007) é “o resultado de um processo
aleatério devido a uma complexidade de causas imperceptiveis, complexidade
esta que escapa a compreensdao do homem e seus instrumentos”. O gerador de
acaso (dados, moedas etc.) € um bom exemplo em que seus resultados possiveis

sao considerados neste contexto.

A historia do ser humano é repleta de interesse pelos jogos de azar,
supondo uma aposta inserida num jogo equilibrado. A nogao de equiprobabilidade
de certa forma ja era evocada, como descreve Pichard:
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Encontramos dados especialmente preparados para jogos nesta
época, de onde a nogcdo complementar de dado honesto, e
podemos conjecturar que os jogadores tinham empiricamente
percebido a freqiéncia de aparicdo das diferentes faces, isto é,
uma concepc¢ao intuitiva da lei dos grandes numeros (1997, p.
106, apud COUTINHO, 2007, p. 7).

Podemos imaginar que havia uma compreensao intuitiva das chances de
conseguir o resultado esperado quando se utilizavam jogos que no seu desenrolar
apresentava resultados distintos (COUTINHO, 2007, p. 8).

O problema considerado como fundador do Calculo das Probabilidades é o
elaborado por Luca Paccioli, apresentado em 1494, que questionava como fazer a
reparticdio das apostas, tendo sido objeto de questionamento nas
correspondéncias entre Pascal e Fermat em 1654. O problema requer que se
atinjam 60 pontos para ganhar. Cada etapa do jogo vale 10 pontos. Um soldado
atinge o valor de 50 pontos e outro, 20 pontos; o jogo € interrompido por um
incidente. Fica a seguinte questdo: Como sera dividido o prémio apostado no
inicio do jogo? (COUTINHO, 2007, p. 9).

De acordo com Coutinho (2007), pode-se constatar que ha uma troca de
ponto de vista, de um modo intuitivo, para um principio de teorizagéo, ou seja, de
uma avaliagdo ingénua das chances para uma enumeragdo dos resultados

ocorridos em um evento.

Pascal e Fermat resolvem o problema por caminhos diferentes, mas ambos
utilizam-se da ideia de que haveria a possibilidade da continuidade do jogo e se
ele fosse equilibrado. Pascal encaminha uma carta a Academia Parisiense no
final de 1654, salientando a importancia da descoberta da “Geometria do Acaso”
sem, contudo explicitar uma definicdo para probabilidade. Coutinho (2007)
salienta a falta de descontextualizacao e teorizacao por parte de Fermat e Pascal,
mesmo assim permite um grande passo para que um pouco mais adiante se

chegasse a relacao favoravel e possivel.

Uma obra que contribuiu de maneira importantissima para a ampliagdo da
concepgao de probabilidade foi escrita por Jacob Bernoulli, intitulada Ars
Conjectandi. E colocada em destaque a dualidade deste conceito: razdo entre

nuamero de casos ou obtencdo de uma estimativa de seu valor pela frequéncia
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experimental. Publicada em 1713, esta obra é considerada a primeira etapa na
teorizacdo do Calculo de Probabilidades. Ela resolve cinco problemas que
Huygens propés utilizando-se da combinatéria, generalizando e aprofundando seu
célculo. Mas, talvez, sua maior contribuicdo seja o fato de vislumbrar uma
aplicacdo em outros contextos, além dos usados em jogos de azar. A relacédo
entre frequéncia e probabilidade é salientada na citagdo a seguir:

O progresso conceitual, no entanto, sustentando a justificagéo da
relagdo entre as frequiéncias relativas e as probabilidades néo foi
compreendido antes de Jacob Bernoulli. Ele trabalhou durante
mais de 20 anos sobre a lei dos grandes numeros, a qual ele
chamou de “teorema aureo”. Este teorema mostra que as
freqiéncias relativas, em certo sentido, convergem para a
probabilidade subjacente, o que justifica a utilizacdo da
probabilidade em outros contextos além dos jogos de azar
(BOROVCNIK et al., 1991, p. 33, apud COUTINHO, 2007, p. 12).

1.4 Trajetoria hipotética de aprendizagem (THA)

Simon (1995) sustenta que as reformas na Educacao Matematica passam
pelo construtivismo e que para tanto € imprescindivel que se criem modelos de
ensino baseados nele. A meta dos professores e 0 peso que se deve dar ao
pensamento matematico dos alunos sdo outros pontos fundamentais nas

preocupacgdes do autor.

Ha uma multiplicidade de significados diferentes para o “construtivismo”,
porém destacaremos o Construtivismo Radical e o Construtivismo Social. O
Construtivismo Radical tem como foco a construcéo individual, em que a crianga
em sua relagdo permanente com o0 objeto constrdéi seus caminhos pelas
experiéncias vivenciadas. O Construtivismo Social salienta a influéncia da
dimensao social no desenvolvimento individual, ocorrendo a apropriagcdo de
significados em consequéncia das experiéncias ocorridas em contextos sociais,

pois o conhecimento encontra-se na cultura (SIMON, 1995).

Ainda, segundo o autor, saber qual o enfoque mais importante, o cognitivo
ou social, ndo é a questdo principal. Procurar a combinacdo de ambos os

enfoques trard analises frutiferas para o processo de ensino e aprendizagem.
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Para entender a importancia de uma combinacdo, pode-se recorrer a uma
analogia com a constituicao fisica da luz. Ha duas teorias, uma que a afirma que
luz € uma particula e a outra que a luz € uma onda, mas ambas nao sao
suficientes para descrever os fendmenos fisicos luminosos. Os fisicos notaram
que fazendo uma coordenacdo das duas visbes ficam potencializadas as
descobertas no campo da Optica.

O National Council of Teachers of Mathematics (NCTM) tem se apropriado
de diversos estudos empiricos e referéncias tedricas que tém com como base
uma perspectiva construtivista. Ainda, segundo Simon (1995), apesar de o
construtivismo ter contribuido para a compreensao de como se processam as
aprendizagens, defende a necessidade de uma reconstrucdo da “Pedagogia da

Matematica”, apontando caminhos para o ensino da Mateméatica em sala de aula.

A expressdao “Pedagogia da Matematica” abrange todos os fatores que
auxiliam a Educagao Matematica em sala de aula. Simon (1995) contempla em
seus estudos o amplo espectro do trabalho do professor, o curriculo em
construgcdo e os materiais destinados ao ensino. O seu foco se concentra no
processo de tomada de decisdo dos conteudos matematicos e nas atividades em

sala de aula visando atingir essas metas.

Simon (1995) introduziu a nogao de Trajetéria Hipotética de Aprendizagem
(THA) como parte de seu modelo do Ciclo de Ensino de Matematica. Este
modelo, como o titulo de seu artigo indica, era a sua proposta para “reconstruir a
pedagogia da Matematica a partir de uma perspectiva construtivista”, e aborda um
dos paradoxos que foi introduzido com o movimento da reforma da Matematica: a
tensdo entre uma visdo construtivista da aprendizagem que requer que 0 ensino
considere e se adapte as agbes dos alunos e uma ideia tradicional de
planejamento do ensino que se baseia na busca dos objetivos predeterminados e
na elaboracgéo de tarefas para alcancgéa-los.

Simon (1995) coletou dados a partir de uma sala de aula composta por 25
alunos em que observou um professor de Matematica desenvolvendo atividades
concernentes a construcdo do conceito de area. Concentrou esforcos para
formular uma “Pedagogia da Matematica” a partir de uma fundamentacao teérica.
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A andlise do episddio de ensino vivenciado por Simon (1995) colaborou
para o desenvolvimento do Ciclo de Ensino de Matematica (Figura 1), como
modelo esquematico de inter-relacdes ciclicas dos aspectos do conhecimento do
professor, reflexdo e tomada de deciséao.

y

Trajetdria hipotética de
aprendizagem
Objetivo do

professor para a
aprendizagem

Conhecimento do Plano do
professor professor para as

atividades de

aprendizagem

Hipoteses do
professor sobre o
processo de
aprendizagem

Avaliagio do Constituicdo interativa
conhecimento nas atividades de sala
dos alunos de aula

Figura 1. Ciclo de ensino de matematica abreviado (SIMON, 1995, p. 136).

De acordo com Simon (1995, p. 136), uma (THA) consiste de: “objetivos
para a aprendizagem dos alunos, tarefas matematicas que serdo utilizadas para
promover a aprendizagem dos alunos e nas hipoteses sobre o processo de
aprendizagem dos alunos”. Simon & Tzur (2004, p. 93) elucidam as principais
caracteristicas da nog¢do de THA inseridas no ciclo de ensino de Mateméatica da

seguinte forma:
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[...] enquanto o objetivo do professor para a aprendizagem dos
alunos aponta uma diregdo para as outras componentes, a
selecdo de tarefas de aprendizagem e as hip6teses sobre o
processo de aprendizagem dos alunos sao interdependentes. As
tarefas sdo selecionadas com hipéteses acerca do processo de
aprendizagem; as hipdteses sobre o processo de aprendizagem
se baseiam nas tarefas propostas. Este construto se fundamenta
nos seguintes pressupostos:

e A construcdo de uma THA se baseia na compreensdo do
conhecimento atual dos alunos aos quais sera oferecido um
dado ensino;

e Uma THA é um veiculo para planejar a aprendizagem de um
determinado conceito matematico;

e As tarefas matematicas proporcionam as ferramentas para
promover a aprendizagem de um determinado conceito
matematico e, portanto, sdo um elemento-chave do processo de
ensino;

e Dada a natureza hipotética e inerentemente incerta deste
processo, o0 professor ver-se-4 obrigado a modificar
sistematicamente cada aspecto da THA.

A aprendizagem em sala de aula requer elementos das duas abordagens
construtivistas como Cobb (1989, apud SIMON, 1995) faz referéncia em seus
trabalhos, sugerindo uma associacdo entre a dimensdo social e cognitiva

usufruindo os beneficios de ambas.

O autor aponta no sentido de superar as contradicées que surgiram com as
tentativas de reforma do ensino de Matematica, pois de um lado temos a
perspectiva construtivista de aprendizagem requerendo que o ensino se paute por
adaptagbes ao desempenho dos alunos, e de outro lado, o modelo tradicional que
enxerga a planificagdo do ensino como elemento essencial para que se atinja um
conjunto de objetivos preestabelecidos utilizando-se de atividades para esse
intento. Propde um Ciclo de Ensino de Matematica que inclui as Trajetérias
Hipotéticas de Aprendizagem valendo-se de inter-relagdes entre o construtivismo
e a “Pedagogia da Matematica”, como especificado na figura a seguir:



Conhecimento do

31

processo de
aprendizagem

THA
. " Hipdteses do
Conhecimento de Objetivo do P
" professor sobre o
—> matematica do professor para a .
. conhecimento
professor aprendizagem dos alunos
Conhecimento de Plano do Teorias do
atividades professor para as professor sobre
matematicas e atividades de ensino e
representagdes aprendizagem aprendizagem de
do professor matematica
Hipoteses do
professor sobre o

professor da
aprendizagem do
aluno sobre um

conteldo
l especifico
Avaliacdo do T
conhecimento
dos alunos

Figura 2. Ciclo de ensino de Matematica. Os dominios do conhecimento do professor e avaliagdo
do conhecimento dos alunos (SIMON, 1995, p. 137).

O ciclo de aprendizagem em Matematica descreve as relagdes de diversas
areas para a concepgao do ensino, a saber: o conhecimento do professor de
Matematica sobre teorias de ensino e aprendizagem geral e especifica sobre um
determinado conteldo matematico (fruto da investigacdo na literatura ou de sua
experiéncia em sala de aula), bem como o conhecimento das representacoes
matematicas, dos materiais e atividades e, finalmente, as suas hipbteses sobre a

compreensao dos alunos.

O Unico fato que € certo no processo de ensino € que as atividades
escolares ndo transcorrerdo como previsto, apesar de o professor ter criado uma
meta inicial com um plano de ensino, que normalmente sera alterado diversas
vezes (provavelmente de maneira permanente) durante todo o desenvolvimento
do estudo conceitual em questdo. Steffe (1990, apud SIMON, 1995) comenta o
seguinte: um professor pode propor uma tarefa, no entanto € o que os alunos

fazem dessa tarefa e as suas experiéncias com ela que determinam o potencial
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de aprendizagem. Simon (1995) indica que deve haver uma mudanca temporaria
de objetivo, caso se perceba uma compreensdo equivocada do conteudo que se

pretendia ensinar.

Pires (2009) fala sobre a tentativa de Simon (1995) compatibilizar
perspectivas construtivistas de aprendizagem com o planejamento do ensino e de
que modo as pesquisas em Educacdo Matematica no que tange ao processo de
aprendizagem colaboram para o desenvolvimento e organizacdo de boas
propostas didaticas que potencializem o ensino, otimizando a aprendizagem dos
alunos. Baseada em Simon (1995), a autora considera dois elementos essenciais
nessa busca:

1) Sua posigcao de afirmar que as visdes construtivistas da aprendizagem

tém dado sustentagéo a fundamentos tedricos na pesquisa no campo
da Educacao Matematica.

2) Dar pistas importantes para que os professores possam compreender
e antecipar a forma de construcdo de conhecimentos matematicos de
seus alunos (PIRES, 2009, p. 87).

Ainda, segundo a autora, a Educagdo Matematica, valendo-se do
construtivismo, precisa superar 0 embarago de estabelecer modelos de ensino
para a construcao de conhecimentos de tal modo que sejam encarados de forma
tedrica. Entretanto, destaca que o objetivo ndo é produzir métodos embasados
em ideias fixas para que o docente os siga, e sim modelos que poderao contribuir
para transformacoes nas estruturas metodolégicas.

Sendo assim, utilizaremos em nossa pesquisa um conjunto de atividades
provido de objetivos de aprendizagem que consideram as hipéteses do professor
de como se processara a constru¢do dos conceitos iniciais de probabilidade. Para
tanto, havera debates antes, durante e ap6s o desenvolvimento das aulas.

Os debates em sala de aula conduziram Simon (1995) a reexaminar varios
conhecimentos e a um aprofundamento do seu “mapa conceitual’. Assim, o
conhecimento do professor serve como um “mapa” que expressa como ele se
dedica na compreensao do processo de constru¢cdo do conhecimento por parte
dos alunos identificando seu potencial de aprendizagem.
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As observacobes feitas em seus alunos alteraram suas perspectivas sobre
0s conhecimentos dos alunos e os conceitos matematicos envolvidos (seu mapa
interno). Esta reorganizacao das perspectivas conduziu Simon (1995) para efetuar
alteracdes em seus objetivos e planos para atividades de ensino e aprendizagem.

A meta de aprendizagem do professor para seus alunos aponta para uma
trajetdria hipotética de aprendizagem.

Eu uso o termo “trajetéria hipotética de aprendizagem” para fazer
referéncia tanto ao prognodstico do professor como também ao
caminho que possibilitara o processamento da aprendizagem. E
hipotética porque a propria trajetéria de aprendizagem nao é
conhecida antecipadamente, sendo caracterizada por ser uma
tendéncia esperada. A aprendizagem individual dos alunos ocorre
de forma idiossincratica, embora muitas vezes por caminhos
semelhantes (SIMON, 1995, p. 135).

Uma trajetéria hipotética de aprendizagem é composta por trés elementos:
0 objetivo do professor com direcoes definidas para a aprendizagem de seus
alunos, as atividades de aprendizagem e o processamento hipotético de
aprendizagem (uma suposicdo de como o0 pensamento e o entendimento dos
alunos serdo colocados em acao no contexto de aprendizagem das atividades)
(SIMON, 1995).

A escolha da palavra “trajetoria” refere-se a um caminho, que talvez possa
ser esclarecida pela seguinte analogia:

Considere que vocé tenha decidido viajar ao redor do mundo para
visitar, na sequéncia, lugares que vocé nunca tinha visto. Ir para a
Franca, depois Havai, depois Inglaterra, sem uma série de
itinerario a seguir. Antes, vocé adquire conhecimento relevante
para planejar sua possivel jornada. Vocé faz um plano. Vocé pode
inicialmente planejar toda a viagem ou uma Unica parte dela. Vocé
estabelece sua viagem de acordo com seu plano. No entanto,
vocé deve fazer constantes ajustes, por causa das condicées que
ird encontrar. Vocé continua a adquirir conhecimento sobre a
viagem e sobre as regides que vocé deseja visitar. Vocé muda
seus planos a respeito da sequéncia do seu destino. Vocé
modifica a duracdo e a natureza de sua visita, de acordo com o
resultado da interagdo com as pessoas no decorrer do caminho.
Vocé adiciona os destinos a sua viagem e que nao eram de seu
conhecimento. O caminho que vocé utilizar4 para viajar € sua
“trajetéria”. O caminho que vocé antecipa em algum ponto é a sua
“trajetdria hipotética” (SIMON, 1995, p. 136-137).



34

O autor refere-se as hipéteses do conhecimento dos alunos para evidenciar
gue nao se tem acesso direto aos conhecimentos deles. E destaca (p. 135):
Como professor, minha percepg¢do do conhecimento matematico
dos alunos estd estruturada pelo meu conhecimento da
matematica em questao. Por outro lado, no sentido oposto, o que
observei no pensamento matematico dos alunos afeta minha
compreensdo das idéias matematicas envolvidas e suas
interconexdes. Estes dois fatores sdo esferas interativas no

pensamento do professores. Ball (1993, apud SIMON, 1995)
chama esse fenébmeno de perspectiva bifocal.

O ciclo de ensino de Matematica sugere que os professores de Matematica
se empenhem para serem propositais no planejamento e agdes, mas flexiveis nos

objetivos e expectativas (STEFFE, 1991, apud SIMON, 1995, p. 141).

Outros autores tém mostrado a relevancia do estudo de THA, tais como
Gomez & Lupianez (2007), que fazem uma analise sobre o interesse de diferentes
pesquisadores sobre a nocao deste construto, especialmente no que se refere ao
processo de formagao inicial de professores.

Steffe ressalta a relevancia desta nocao dentro da Educacdo Matematica

da seguinte forma:

A construgdo de THA dos alunos € um dos desafios mais urgentes
que a educacdao matematica enfrenta atualmente. E também um
dos problemas mais apaixonantes, pois € ali onde podemos
construir nossa compreensao da matematica dos alunos e, de que
forma, nés professores, podemos influir nessa matematica (apud
GOMEZ & LUPIANEZ, 2004, p. 130).

N&o obstante, revelam, mesmo que o0s diversos investigadores
reconhecam os trés elementos centrais da THA (objetivos de aprendizagem,
tarefas matematicas e hipéteses sobre o processo de aprendizagem) e aceitem
0s quatro pressupostos mencionados anteriormente (no presente trabalho, pagina
34) por Simon & Tzur (2004, p. 93), cada um interpreta e usa a nogdao com
maneiras e propésitos distintos. Para Gomez & Lupiafiez (2007) sdo perceptiveis
dois usos claramente diferenciados: ferramenta de investigacao e ferramenta para

planejamento.
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Os trabalhos de Steffe (2004), Lesh & Yoon (2004) e Clements,
Wilson & Sarama (2004) sao trabalhos essencialmente de
investigacdo nos quais se explora a THA para temas especificos.
Por outro lado, os trabalhos de Gravemeijer (2004) e Simon &
Tzur (2004), mesmo explorando também THA, preocupam-se com
maior énfase por seu uso no planejamento do professor.
Finalmente, o trabalho de Battista (2004) centra-se na avaliacao

(p. 81).

Gbémez & Lupidiez (2007) apontam que em todos os trabalhos
desenvolveram-se exemplos de THA em temas especificos. Para tanto, os

investigadores assumiram o papel de professores em aulas reais.

Mesmo que haja professores que participam de alguns projetos,
nao sao eles que produzem os resultados das exploragdes. De
fato, alguns destes trabalhos, como o de Steffe (2004) e de
Gravemeijer (2004), véem a construgdo de THA como um trabalho
do investigador, cujos resultados podem apoiar o trabalho do
professor (p. 82).

E destacam que uma das principais diferencas de interpretacao da nocao
entre esses investigadores tem a ver com o nivel de concretizacdo com que a
utilizam: desde o planejamento de varias aulas até o trabalho com atividades
especificas numa parte de uma aula. Vejamos algumas analises feitas por Gémez
& Lupianez (2007) sobre alguns autores:

Gravemeijer (2004) indica que sua proposta de teorias locais de
ensino é a “descricdo e a fundamentacdo para o caminho de
aprendizagem prevista em sua relagdo a uma colegdo de
atividades de ensino para um tema” (p. 107). Steffe (2004), Lesh
& Yoon (2004) também utilizam a nocado para descrever a
aprendizagem dos estudantes ao longo de varias sessdes nas
quais se trabalha um tema. Simon & Tzur (2004) véem a THA
como uma ferramenta para o planejamento de atividades
matematicas no dia a dia de uma aula. Finalmente Baroody,
Cibulskis, Lai & Li (2004) sugerem que a noc¢ao de THA pode ser
utilizada para promover o “desenvolvimento micro-conceitual”,
sendo esta a atividade central do ensino na aula (p. 82).

Uma questdo importante discutida por Gémez & Lupidfiez (2007) indaga
sobre a relacao que existe entre a atividade diaria do professor e a nocao de THA.
Um aspecto ligado a atuacado do professor tem a ver com o carater reflexivo
inerente a nocao de THA: “ha uma relacao reflexiva em que a THA é o subsidio
de juizos e decisdes locais que, por sua vez, modificam a THA (GRAVEMEIJER et
al., 2000, p. 249-250, apud GOMEZ & LUPIANEZ, p. 82).
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Simon & Tzur (2004, p. 93) também enfatizam o papel do professor na
construgao e revisdao permanente da THA. Mas colocam um desafio: Como fazer
compativel o propdsito de que seja o professor quem construa a revisdao da THA
com o fato de que a totalidade dos exemplos que se tém de THA foi desenvolvida
por investigadores que assumiram o papel de professor?

Para Gémez & Lupianez (2007), “propostas como as desenvolvidas por
Steffe (2004), Lesh e Yoon (2004) sdo tdo complexas e técnicas que acabam
sendo pouco pratico para os professores” (p. 82). Por outro lado, as propostas de
Simon & Tzur (2004) e Gravemeijer (2004, apud GOMEZ & LUPIANEZ 2007) tém um

carater essencialmente pratico.

Baroody, Cibulskis, Lai e Li (2004, p. 233, apud GOMEZ & LUPIANEZ, 2007)
nos alertam para o fato de que a validade ecolégica se conquista a custa da falta
de universalidade: se é comprovado que uma THA ¢é valida em uma circunstancia
particular (em um contexto e com alguns estudantes e um professor particular),
isto ndo quer dizer que essa THA tenha sentido em outras circunstancias.

Gravemeijer (2004, apud GOMEZ & LUPIANEZ, 2007) reconhece a dificuldade
que teriam os professores para construir uma THA como as que sao produzidas
pelos investigadores. No entanto, isso ndo quer dizer que a Unica coisa que se
pode entregar aos professores sejam meras sequéncias de ensino para usar. Ele
sugere dois elementos que podem ser Uteis para os professores: (a) um marco de
referéncia e (b) sequéncias de atividades que |hes sirvam de exemplo. Mas
questiona: Que pode fazer um professor com esta informacdo? Como pode usa-la
para produzir e revisar sistematicamente sua prépria THA para um tema, um

contexto e alunos em uma situagao concreta de sala de aula?

Os professores que tiverem acesso a uma THA poderdo, ao menos,
apropriar-se indiretamente de resultados de pesquisas incorporadas em sua

elaboracéo, colaborando com seu aprimoramento profissional.

No préximo capitulo, comentaremos sobre a metodologia de pesquisa
utilizada, o cenario de pesquisa, o perfil dos professores e as categorias para

analise de dados.
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Capitulo 2

METODOLOGIA DE PESQUISA

Partindo do nosso objetivo de pesquisa — verificar quais as contribuicoes e
dificuldades dos professores ao planejarem atividades de maneira a estimular o
processo na construcdo do conceito de probabilidade —, e apoiados na nossa
fundamentacdo teérica, vamos descrever, neste capitulo, a fundamentagéo
metodoldgica em que nos embasamos e os procedimentos metodolégicos para a
coleta de dados.

2.1 Metodologia e procedimentos metodoldgicos

A metodologia de pesquisa do tipo qualitativa descrita por Bogdan e Biklen
(1994) contempla alguns aspectos que podem compd-la e que consideramos que
estdo proximos da investigacao realizada. Sao eles:

e O ambiente natural é aquele em que serdo retirados os dados pelo
pesquisador. No caso da investigacao que realizamos, foi na escola que
os professores atuam que coletamos os dados.

e As aulas foram acompanhadas pelo pesquisador para elaboracdo de
relatérios, e o foco principal foi a analise do desenvolvimento da THA em
sala de aula caracterizando assim a nossa preocupagcdo com O

processo, e ndo com o produto.
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Nessa investigacao as propostas didaticas foram submetidas a andlise dos
professores antes e apds seu desenvolvimento em sala de aula com o objetivo de
incitarem reflexdes que possam resultar em sugestdées de mudanca tanto na

primeira versdo da THA como em sua pratica de ensino.

Os professores responderam a um questionario com o propdésito de tracar
um perfil em seus aspectos académico e profissional, quais as metodologias
empregadas em suas aulas e também as no¢des concebidas sobre o processo de
ensino e aprendizagem. Posteriormente, para esclarecimentos sobre as respostas
contidas nos questionarios, realizamos entrevistas semi-estruturadas (BOGDAN &
BIKLEN, 1994). ApGs o desenvolvimento das atividades, também foram arguidos

sobre procedimentos e atitudes realizados no desenvolvimento das aulas.

A pesquisa foi realizada com trés professores da rede publica estadual
(SP), em uma escola de Ensino Médio no periodo da manha, contando com um
total de 96 alunos, que desenvolveram as THA acompanhadas pelo pesquisador.
Foram elaborados relatérios das oito aulas (de cinquenta minutos cada) baseados
em observagdes efetuadas durante as aulas, denominada por Bogdan & Biklen
(1994) como “observacao participante”, pois o investigador inseriu-se no universo
das pessoas (professores e alunos) a fim de conhecé-las, documentando por
escrito suas constatagoes.

2.2 Cenario de pesquisa

A escola escolhida para o desenvolvimento da THA foi da rede
publica estadual (SP) localizada na zona sul da cidade de Sao Paulo.

Sua estrutura fisica € composta de dois prédios, um contendo toda a
parte administrativa, 14 salas, uma sala de leitura, cantina, anfiteatro, laboratérios
de quimica e biologia, sala de artes, projecao e cozinha. O outro prédio dispde de
oito salas de aula, quadra coberta, sala de informatica, que se encontra
desativada, patio coberto, descoberto e jardim. Toda a estrutura fisica apresenta

condigbes razoaveis de utilizagao.
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Conhecida como escola de passagem,’® atende, hoje, aproximadamente
2789 alunos exclusivamente do Ensino Médio. Seus alunos sao oriundos tanto
das proximidades quanto de toda a zona sul de Sado Paulo. A faixa etaria dos
alunos do periodo diurno é de 14 a 19 anos de idade e do periodo noturno, de 14
a 35 anos de idade. Atualmente, temos 21 salas por periodo funcionando, no

maximo, com 47 alunos por sala.

Além de todos os objetivos que sempre pretendeu alcancar ao longo de
seus 60 anos, expressos em seu regimento interno, a escola tenciona analisar e
solucionar os fatores que desencadeiam o excesso de faltas e a evasao escolar,
que comprometem o rendimento escolar, e o alto indice de retencao, por meio de
relacdes democraticas no interior da escola, mediante a participagdo de todos os
segmentos na gestado escolar, a integracao real entre escola e comunidade e da
transparéncia dos procedimentos pedagdgicos, administrativos e financeiros.

Perfil dos professores

Professor — P1

Género masculino, 40 anos de idade, 12 anos de magistério, licenciado em
Matematica, professor efetivo da rede publica estadual (SP), participa atualmente
de um curso de mestrado em Educacao Matematica. Atua somente com o Ensino
Médio em escola publica do Estado de Sao Paulo.

Segundo relato pessoal, afirma que sempre participa de cursos
complementares oferecidos pela Secretaria de Educagéo e por outras instituicées
de ensino, visando o aprimoramento em sua pratica. Destaca que a Educacgéo
Matematica oferece em suas pesquisas subsidios que contribuem para uma
atitude critica e reflexiva na educacgéo, favorecendo uma ampla visdo sobre os
aspectos que envolvem o processo ensino e aprendizagem, o que inclui a tomada
de consciéncia sobre a relevancia do educador em propiciar situacdes de

aprendizagem desafiadoras.

3 . ~ o o
Escola de passagem € aquela onde seus alunos ndo moram proximos a ela. Apenas a utilizam por sua
localizagao estar entre sua casa e o local onde trabalham.
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Apesar de uma visdo tedrica fundamentalmente construtivista, o professor
comenta que nao participa de trabalhos colaborativos em sua escola. Quanto a
sua metodologia, deixa claro uma pratica concentrada no perfil tradicionalista
(definicao, exemplo e exercicio), e raramente utiliza-se de situacbes-problema
para introduzir e desenvolver um conceito matematico. Apoia-se em livros
didaticos disponibilizados aos alunos pela rede estadual e dificilmente usa

recursos diversificados e tecnolégicos.

Em relacdo aos conteudos que envolvem a ideia de probabilidade, faz uso
apenas de sequéncias didaticas que estimulam a memorizacdo de procedimentos

para resolucao de exercicios.

Professor — P2

Género feminino, 49 anos de idade, 20 anos de magistério, professora
efetiva da rede publica estadual (SP) e municipal (cidade de Sao Paulo),
licenciada em Matematica. Leciona, atualmente, para o Ensino Fundamental (rede
municipal) e Ensino Médio (rede estadual).

Quanto a complementagdes e especializacbes em sua area profissional,
afirma que participou de cursos oferecidos pela Secretaria Estadual de Educacao
do Estado de Sao Paulo (SEESP) com a finalidade de aprimorar a sua formacgao
inicial. Em relagdo ao percurso académico, ndao frequentou cursos de pos-
graduacéo stricto sensu (mestrado ou doutorado).

Ao ser questionada sobre o que representava a Educacdo Matematica,
assevera que é um conjunto de técnicas para sala de aula, considerando-se as

diferentes formas dos alunos construirem novos conhecimentos.

Nas aulas adota essencialmente a forma expositiva, recorrendo em alguns
momentos a metodologias que utilizam resolucdo de problemas e jogos. Apoia-se
nas sequéncias propostas em livros didaticos fornecidos aos alunos, nao
procurando outras fontes de material didatico.

Afirma que, para introduzir novas aprendizagens, procura abordar os
assuntos como probabilidade, a partir de situacées do cotidiano, propondo
problemas para depois construir os conceitos. Constata que alguns alunos
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compreendem os conteudos a partir dessa abordagem. Nao deixa claro de que
maneira auxilia 0os alunos que ndo assimilaram satisfatoriamente os conceitos

basicos em Matematica.

Em geral, ndo participa de trabalhos colaborativos com professores de

outras disciplinas na escola.

Professor — P3

Género feminino, 23 anos de idade, 5 meses de magistério, professora
temporaria, na rede publica estadual (SP) denominada Ocupante de Funcgéo
Atividade (OFA), licenciada em Matematica. Atua somente com o Ensino Médio
em escola publica do Estado de Sao Paulo.

Destaca que ainda ndo teve oportunidade de se inserir em cursos de
formacao continuada, oferecida pela SEESP.

Sobre a Educacao Matematica afirma que é um conjunto de praticas em
sala de aula, o que Ihe ajuda a refletir e melhorar a cada dia. No que tange a
metodologia, ndo utiliza nenhuma especifica, faz a opgao conforme o momento e

a necessidade.

Apoia-se em diferentes recursos, além do livro didatico, procurando
introduzir o uso de Tecnologia da Informacao e Comunicacéao (TIC), como videos

e softwares.

O docente, ao abordar o tema probabilidade, comenta que faz uso das
orientacées contidas no livro didatico adotado pela escola. Também menciona
que os alunos desenvolvem uma ideia intuitiva sobre o assunto. Acredita que, ao
apoiar-se em materiais diversificados como 0s jogos e a resolucao de problemas,
podera facilitar a vida dos alunos em relacdo a aprendizagem dos conceitos
estruturais da probabilidade.
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2.3 Definicoes para a analise de dados

Iniciar a analise de dados é comecar o processo de busca e organizacao
sistematica dos dados coletados por meio das entrevistas semi-estruturadas,
observacdes em sala de aula e andlise de documentos (BOGDAN & BIKLEN, 1994).
O objetivo desta etapa da pesquisa é compreender o material que temos
coletado, perante o quadro teérico para melhor compreensao do problema de
pesquisa e responder as questdes de investigacao.

Essa analise pode acontecer em diferentes momentos do estudo, isto €,
concomitantemente com a coleta de dados, ou ap6s a mesma (BOGDAN & BIKLEN,
1994). No estudo que realizamos, os dados foram na sua maioria coletados antes
da analise.

Partindo do objetivo de estudo e do quadro teérico de referéncia, elegemos
como unidade de analise: o professor no processo de (re)elaboracao da trajetéria
hipotética de aprendizagem e o desenvolvimento da THA em sala de aula.

Em relacdo a unidade de analise, definimos as seguintes categorias, que

foram observadas em dois momentos distintos:

1. No momento da (re)elaboragédo da THA:
a. Conhecimentos e dificuldades dos professores em relacdo ao
conteldo matematico proposto.
b. Conhecimentos e dificuldades dos professores em relacdo a
metodologia recomendada para a abordagem dos conceitos
propostos.

c. Sugestdes dos professores na ampliacao e modificacao da THA.

2. No momento do desenvolvimento em sala de aula:
a. Abordagem da THA com os alunos.
b. A interag&o entre professor-aluno-conhecimento.
c. Sequéncia de desenvolvimento escolhida pelo professor.

Tendo em vista a analise de dados, passaremos aos relatérios das aulas e
a reconstrucao da THA no capitulo subseqlente.
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Capitulo 3

RELATORIOS DAS AULAS E RECONSTRUGCAO DA THA

Foram relatados conjuntamente os principais acontecimentos ocorridos
durante as aulas abrangendo atitudes tomadas tanto por professores como por
alunos no desenvolvimento das atividades e também sugestdes dos professores
para alteracdes na composicao da THA.

3.1 Primeira versao da THA desenvolvida em sala de aula

AULA 1 — JOGO DA DIFERENCA (parte 1)*

Nome: Ne 22 série
Nome: N2 22 série
Data: / /

Objetivo: Primeiros contatos com a frequéncia relativa, para possiveis conjecturas

sobre sua estabilizacdo ou ndo.

Hipoteses sobre aprendizagem do aluno: Inseridos em uma situacdo
contextualizada, os estudantes deverdo observar e construir os eventos possiveis, mediante
uma experimentacdo concreta, tornando-a significativa por meio de investigacoes e

andlises (LoPES, 2008). Julgamos que para tal seja necessdrio um primeiro contato das

* Atividade baseada em Godino, Batanero & Caiiizares (1996, p. 100) e Smole & Diniz (2005, p. 434).
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ideias iniciais de probabilidade por intermédio da observagdo de sua frequéncia relativa.
A utilizacdo de um grdfico ajuda a visualizacdo de uma possivel estabilizacdo, uma vez
que ndo se pode afirmar com rigor matemdtico que a probabilidade seja esta frequéncia
relativa, em razdo do baixo niimero de experimentacoes (340 jogadas). Para considerar-se
como uma aproximagdo de probabilidade teriamos que efetuar algumas milhares de
jogadas. Como ilustracdo pode-se citar o exemplo de Buffon, Keirich e Pearson, que
lancaram uma moeda 4040, 10000 e 24000 vezes, respectivamente, e observaram a
frequéncia relativa referente a cara no seu lancamento resultando em: 0,5069; 0,5067 e

0,5005, respectivamente.

1. A partida sera composta por 20 jogadas que serao disputadas por alunos
organizados em duplas, de tal forma que os participantes decidem quem

sera o jogador A e quem sera o jogador B.

2. Cada jogada é composta pelo langcamento de dois dados (um dado pelo
jogador A e o outro dado pelo jogador B) e pela observacdo das suas

faces voltadas para cima.

3. O jogador A marca um ponto se a diferenca (sempre do maior para o
menor valor) entre os numeros que sairem nos dados for 0, 1, ou 2. O
jogador B marca 1 ponto se o valor da diferencga for 3, 4, ou 5. Apos 20

rodadas, vence o jogador com maior nimero de pontos.
Jogador A: diferencas (0, 1 ou 2)

Jogador B: diferencas (3, 4 ou 5)

Os pontos de cada participante serdo assinalados com um X na tabela

abaixo:

Jogadas

1 2|34 5|6 |7 |8 |9 |10(11 |12 13|14 15|16 | 17 | 18 | 19 | 20 | Total

>
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a) O vencedor ganhou apenas por ter mais sorte? Justifigue sua resposta.
Verifique com as outras duplas da turma se ha alguma tendéncia de

apenas um jogador ganhar.

Acredita-se que o aluno responda afirmativamente, pois existem poucas jogadas
para se inferir algo; no entanto, quando confrontado com todas as duplas da

sala, pode haver uma tendéncia maior de o jogador A ganhar.

b) Por que vocé escolheu ser o jogador A ou B?

O objetivo dessa pergunta é saber se houve algum critério para a escolha ou foi

somente palpite.

c) A que vocé atribui o fato de o jogador A ou B ter ganhado? Como saber
se 0 jogo é justo? Sugira maneiras de tornar o jogo justo.
Levantar hipoteses sobre os resultados e a possivel vitoria de A e debaté-las.
Sugestdo ao professor: solicitar a um aluno que coloque os valores obtidos
pelas duplas na lousa, conforme mostra a tabela a seguir. Os alunos devem
plotar os pontos num grdfico milimetrado e fazer uma estimativa da

probabilidade pelo grdfico.

d) Copie da lousa o resultado de todas as duplas e sua frequéncia relativa
para fazer um grafico com esses pontos, de tal forma que o eixo das
abscissas seja 0 numero de jogadas e o eixo das ordenadas, a
frequéncia relativa. Observando as frequéncias relativas acumuladas, o

que se pode afirmar.



Fa = n.2de pontos de A
n.2 de lancamentos
(frequéncia relativa
acumulada)

N.2 de pontos do jogador A
(frequéncia absoluta
acumulada)
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Segundo Lopes & Coutinho (2009) a probabilidade frequentista é:

[...] expressa como o valor ao redor do qual a frequéncia relativa
do evento “A” se estabiliza ao repetirmos o experimento aleatério
um numero suficientemente grande de vezes. Logicamente,
quando falarmos do ponto de vista do experimental concreto, essa
estabilizacdo fornece apenas uma estimativa de probabilidade,
pois, de forma sintética, a definicdo de probabilidade por meio da
estabilizagdo de freqUéncias envolve o conceito de limite, sendo
que o numero de repeticbes do experimento n tende ao infinito (p.
65).

d) Qual o valor aproximado da probabilidade de o jogador A ganhar? (veja
em que ponto a reta paralela ao eixo das abscissas intersecta o eixo das

ordenadas).

A probabilidade cldssica, que serd discutida posteriormente, nos fornece um
valor de aproximadamente 67%. No entanto, neste momento estamos

preocupados em procurar uma possivel estabilizacdo da frequéncia relativa.
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Observacoes realizadas durante o desenvolvimento da aula 1

Inicialmente, os professores esclareceram que em oito aulas seriam feitas
atividades diferentes das habituais. Utilizando-se de duplas para realizar as seis
primeiras aulas, a sétima, individualmente, e a oitava seria uma mescla entre
individual e em dupla. Em todas as aulas seriam fornecidos copias e todo o

material necessario para a execugao das atividades propostas.

Para comecar a primeira atividade os professores solicitaram aos alunos
que formassem duplas e distribuiram as folhas de questdoes, uma folha de papel
milimetrado A4 e dois dados. Os professores indicaram que os alunos lessem as

instrugdes e disponibilizaram-se para esclarecimentos no caso de duvidas.

O professor P1 realizou a leitura em voz alta, simulando uma jogada para
que os alunos compreendessem melhor as indicagdes. Utilizou a lousa para
anotar uma jogada que no caso foi 4, pois em um dos dados a face voltada para
cima foi o nimero 6 e no outro dado o numero 2. Isto foi importante para ajudar
inclusive uma dupla que nao havia entendido o significado da palavra diferenca
(com o sentido de resultado da subtracdo entre dois valores).

Ja os professores P2 e P3 realizaram a leitura em voz alta, ndo se

utilizando de exemplificagdes para orientar diretamente os alunos.

Durante as jogadas, os estudantes iniciaram uma interacdo espontanea,
diversas duplas circulavam entre os colegas para verificar o desenvolvimento da
atividade. Observou-se que os trés professores nao interferiram nessa dinamica,

deixando os langamentos a critério dos alunos.

Encerrados os lancamentos, os alunos receberam a indicacdo dos
professores para que respondessem aos questionamentos na ficha recebida pela
dupla, no inicio da atividade.

Péde-se perceber que grande parte dos alunos, nas trés salas analisadas,
associou a vitéria do jogador A apenas ao acaso.
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Referente as possibilidades de vitoria, os alunos destacaram em suas
respostas que o jogo oferece chances iguais aos dois jogadores sem indicar

propostas de novas regras, pois consideravam as jogadas justas.

O professor P3 construiu na lousa a tabela, conforme consta na copia da
aula 1 entregue aos alunos: (numero de lancamentos dos dois dados) / (nUmeros
de pontos do jogador A), ressaltando que todos os valores sdo acumulados. Cada
dupla foi ditando os resultados obtidos e o professor efetuou os calculos para
encontrar a frequéncia relativa acumulada, com duas casas decimais, em cada

grupo de 20 jogadas.

Para a construcao do grafico, ao notar que os alunos apresentavam
duvidas sobre as nomenclaturas (eixo das abscissas e eixo das ordenadas), o

professor decidiu construir o grafico na lousa e os alunos no papel milimetrado.

Nesse item o professor P3 fez algumas intervencées na lousa apos
verificar que muitas duplas estavam tendo dificuldades na sua elaboragao.
Esclareceu que uma das formas seria dividir uma dimensdo pelo ndmero de
jogadas; por exemplo, na sala houve 340 jogadas e temos disponivel 280 mm,
assim 280/340 = 0,8, ou seja, 0,8 mm por jogada, e seria conveniente entdo
adotar 0,5 mm/jogada ou seu equivalente 1mm / 2 jogadas. A maioria das duplas
escolheu para cada 10 mm no eixo das abscissas 20 jogadas e no eixo das
ordenadas para cada 10 mm seria correspondente a 0,1 de probabilidade.

Os professores P1 e P2 deixaram os alunos calcular a frequéncia relativa
acumulada, ap6s anotarem o numero de pontos do jogador A na lousa. Observou-
se que algumas duplas se equivocaram ao registrar no grafico alguns valores, por
exemplo, acreditavam que 0,6 fosse o mesmo que 0,06. Houve intervencao dos
professores esclarecendo esta duvida utilizando-se de fragdes equivalentes
0,6 = 6/10 = 60/100, a partir dai pbdde-se comparar facilmente com
0,06 = 6/100, verificando assim que 0,60 > 0,06 e, portanto, 0,6 > 0,06.

A partir dos calculos, os alunos construiram a tabela apo6s orientacdo dos
professores sobre os eixos e suas localizagdes.

Encerrando as atividades, os professores P1, P2 e P3 retomaram a
proposta estimulando que os alunos observassem e refletissem sobre o que se
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pode afirmar com respeito a frequéncia relativa de um evento a partir de um

experimento aleatorio.

AULA 2 — JOGO DA DIFERENCA (parte 2)

Nome: Ne 22 série
Nome: Ne 22 série
Data: / /

Objetivos: Identificar e resolver uma situacdo-problema com a apropriacdo dos
seguintes conceitos: evento simples, evento composto, evento certo, evento impossivel e

espaco amostral equiprovdvel e ndo equiprovavel.

Hipoteses sobre aprendizagem do aluno: Os alunos deverdo comegar a perceber
que para enumerar o espaco amostral corretamente devemos considerar cada elemento
considerando a ordem em que aparecem, ou seja, cada par ordenado é um ponto amostral

distinto.

Jogadas e diferencas

112|3|4(5(6|7|8|9[10|11 |12 13|14 | 15|16 |17 |18 | 19| 20 | Total

g r(WIN=|Of!

O jogo é o mesmo da aula 1. Preencha uma nova tabela, com os pares
ordenados correspondentes a cada jogada, correspondendo o primeiro nimero ao
valor apresentado pelo dado do jogador A e o segundo, pelo dado do jogador B.
Por exemplo: na primeira jogada obteve-se o seguinte resultado: no dado do
jogador A ocorreu a face 6 e no dado do jogador B, a face 4. Deve-se colocar
esse par ordenado na coluna correspondente a jogada 1 e na linha
correspondente a diferenga 2 entre parénteses: (6,4)



d) Para que a diferenca seja 5 é necessario que os dados tenham as faces
1 e 6, ou seja, o dado do jogador A tenha saido 6 e o dado do jogador B
tenha saido 1 ou vice-versa. Podemos representar esse acontecimento

por um conjunto A.

A: a diferenca é 5. A = {(6,1), (1,6)}, portanto possui dois elementos,
n(A) = 2. Enumere os seguintes acontecimentos e diga quantos
elementos possui:

B: a diferenca é 4

B={(1,5), (2,6), (5,1), (6,2)} e n(B) = 4

C: adiferenca é 3

C=1{(14),(2,5) (3,6), (41), (52), (6,3)} en(C) =6

D: a diferenca é 2

D =/{(1,3) (2,4), (3,5), (46), (3,1), (4.2), (5,3), (6,4)} en(D) =8

E: a diferenca é 1

E=1{(12),(2,3), (3,4), (45), (5,6), (2,1), (3,2), (4,3), (5,4), (6,5)} e n(F) =10

F: a diferenca é 0

F=1{(00) (11),(22),(3.3), (44), (55), (6,6)} e n(F) = 6

Caso os alunos ndo estejam conseguindo visualizar todas as possibilidades,

sugerir a construgdo da tabela de dupla entrada (ou de contingéncia).

dado
dado~_B| 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6

(1,1) | (1,2) | (1,3) | (1,4) | (1,5) | (1,6)
(2,1) | (2,2) | (2,3) | (2,4) | (2,5) | (2,6)
(3,1) | (3,2) | (3,3) | (34) | (3,5) | (3,6)
(4,1) | (42) | (43) | (44) | (45) | (4,6)
(5,1) | (5,2) | (53) | (54) | (5,5) | (5,6)
(6,1) | (6,2)](6,3) | (6,4) | (6,5) | (6,6)

QA | [N |W N~

e) Quantos elementos tém no total? Quantos favorecem ao jogador A?

No total temos n(2) = n(A)+nB)+n(C)+nD) +nE)+nF)=2+4+6+8+ 10+ 6=
=36. Do total, 24 elementos (n(D) + n(E) + n(F) = 8 + 10 + 6 = 24) favorecem

o jogador A. Momento do professor comentar sobre eventos.
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EVENTO COMPOSTO

Os conjuntos A, B, C, D, E e F sdo exemplos, pois sdo formados por mais de um

elemento.

EVENTO SIMPLES OU UNITARIO

O conjunto A é formado por dois pares ordenados (6,1) e (1,6). Cada um desses

pares é denominado evento simples.

O conjunto formado por todos os elementos do experimento é chamado espaco

amostral.

f) De quantas formas podemos obter a diferenga 6 entre os dados? E de

guantas maneiras podemos obter diferenca menor do que 6?

Nao existe nenhuma possibilidade de obter 6 como diferenga entre os dados. O
evento que ndo possui nenhum elemento é denominado evento impossivel.
Sempre ¢ possivel obter diferenca entre os dados menor do que 6, esse tipo de

evento é chamado evento certo.

g) Encontre uma forma de tornar o jogo com o mesmo numero de

possibilidades favoraveis tanto para o jogador A como para o jogador B.

Caso os alunos ndo estejam conseguindo, sugira que “o jogador A ganha

quando a diferenca for par e o jogador B, quando for impar”.

Jogue novamente, preenchendo a tabela com a nova regra:

2|34 5|6 |7 |8 |9 |10(11 |12 13|14 15|16 | 17 | 18 | 19 | 20 | Total

h) Qual foi o vencedor desta vez? Compare com o resultado das outras
duplas e explique por que houve resultados diferentes.

Espera-se que os alunos constatem que em algumas duplas podem ter ocorrido
os trés resultados possiveis: o jogador A ganha, o jogador B ganha ou haja

empate. Também que exista compreensdo de que a probabilidade ndo é uma
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garantia, mais uma quantificacdo da expectativa que um acontecimento se
realize.
i) Encontre a razao entre os resultados favoraveis ao jogador A e o total de
jogadas (no nosso caso 20), nos dois casos, ou seja, no primeiro jogo e
depois quando foram alteradas as regras.

Essa razdo encontrada é chamada de probabilidade de o jogador A ganhar e
pode ser definida como P(A) = n(A)/n(Q), em que:

P(A) é a probabilidade de o evento A ocorrer

n(A) é o niimero de elementos do evento A

n(Q) é o niimero de elementos do espagco amostral, ou seja, todos os resultados
possiveis

Restricoes: o espaco amostral deve ser finito e ndo vazio e os eventos

elementares devem ser equiprovdveis.

Observacoes realizadas durante o desenvolvimento da aula 2

Os alunos voltaram a se organizar em duplas. Os professores P1, P2 e P3
distribuiram as fichas de orientagdo indicando que os alunos lessem as
comandas. Os professores exemplificaram a proposta na lousa.

Houve nova interacdo dos alunos a partir dos lancamentos dos dados,
algumas duplas encerraram as jogadas rapidamente e passaram a auxiliar

aqueles que estavam em duvida quanto as regras de registro.

Encerrada essa etapa, os alunos comecaram a responder as questoes da
ficha. Para tanto, leram o exemplo a ser representado por um conjunto cujo
acontecimento é a diferenca 5, A = {(1,6), (6,1)} e, portanto n(A) = 2. Ao
registrarem 0s conjuntos indicados pelas diferencas 4, 3, 2, 1 e 0, os alunos
utilizaram-se dos lancamentos registrados na tabela. Os professores precisaram
intervir explicando que os valores dos langamentos ndo representavam todos os

resultados possiveis, mas apenas alguns deles.

Apesar de o exemplo estar bem explicito de como deve ser a notacao de

conjuntos e seu respectivo nimero de elementos, nota-se que os alunos nao
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apresentaram uma familiaridade ao utilizar-se de simbolos matematicos para
representarem os pares ordenados e de sua quantidade de elementos. O
professor também reforcou a praticidade (ideia de padronizacao) de utilizar os
simbolos matematicos para representar os pares ordenados com seus
respectivos numeros de elementos, pois os alunos responderam de muitas formas
distintas. Eis algumas delas, quando, por exemplo, foi solicitado a eles que
enumerassem todas as possibilidades de a diferenca entre os dados ser 4 (com
as duplas sendo representadas por E1, E2, ... ,E8):

E1:51/6,2/2,6/1,5
E2:51-1,5-6,2-26
E3: (1,5) (5,1) (2,6) (6,2)
E4:51e1,5e2,6€86,2
E5: {(1,5), (5,1), (6,2), (2,6)}
E6: (6,2) (1,5) (5,1) (2,6) = 4
E7:6,2-2,6

51-1,5 } 4
E8: = {5,1}, {1,5}, {2.6}, {6,2}

Caso fosse seguido o padrdao do exemplo, o resultado deveria ter sido
apresentado assim: B = {(1,5), (2,6), (5,1), (6,2)} e n(B) = 4.

Os professores também construiram na lousa uma tabela de dupla entrada
para que os alunos visualizassem todas as possibilidades na construgcdo dos
conjuntos. Reforcaram a ideia da necessidade de saber a quantidade de
elementos dos conjuntos que representam as diferencas indicadas, destacando
quantos elementos totalizam os conjuntos e quais favorecem o jogador A,
explicando os diferentes tipos de eventos: evento composto, eventos simples,
espaco amostral, evento impossivel e evento certo. Durante essa etapa, os
alunos pediram mais exemplos para compreenderem melhor as diferencas entre

os eventos.

Encerrando a atividade, os professores sugeriram que os alunos criassem
uma nova regra para que os jogadores A e B tivessem o mesmo numero de

possibilidades favoraveis.
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Os alunos nao conseguiram criar regras novas sem a intervencao dos
professores, e sugeriram (conforme as orientacées entregues a eles previamente
pelo pesquisador) que se dividissem os resultados das diferencas entre pares e
impares, ou seja, um dos jogadores ganharia caso a diferenga entre os dados

fosse par e o outro jogador ganharia caso a diferenca fosse impar.

A partir do desenvolvimento das atividades referentes a essa aula, os
professores P1 e P3 sugeriram que, na elaboracao da ficha para a atividade, se
deixasse registrado com clareza que a tabela contém apenas uma parte das
possibilidades solicitadas na atividade posterior. Sendo assim, esses resultados
serviiam apenas como uma “pequena amostra” do conjunto total de

possibilidades (espaco amostral).

AULA 3 — EXPERIMENTO: QUEDA DA MOEDA

Nome: N® 22 série
Nome: N¢ 28 série
Data: / /

Objetivo: Caracterizacdo de experimento aleatdrio e experimento deterministico

explicitando suas principais diferencas.

Hipoteses sobre aprendizagem do aluno: E essencial que os alunos constatem a

existéncia de dois tipos distintos de experimentos e seu cardter de complementaridade.

Realize os seguintes experimentos:

1. Lancar uma moeda honesta 10 vezes de uma altura de 2 metros e
cronometrar o tempo até que ela chegue ao chao.

2. Observar qual a face que ficou voltada para cima (cara ou coroa). Utilize
o tempo de queda em segundos e K para cara e C para coroa.

tempo

face
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a) Os tempos foram semelhantes? Vocé acha possivel os tempos serem os

mesmos? E como isso poderia ser feito?

Os tempos de queda foram muitos proximos. Existem fatores que influenciaram
no experimento que podem ter causado diferencas nos tempos: reflexo para
soltar a moeda e cronometrar seu tempo até chegar ao chdo, diferenca entre o
barulho da moeda ao tocar o chdo e parada do cronometro. Sim, é possivel
serem os mesmos em determinadas condigoes. Deveria ser feito, por exemplo,
em laboratério. O tempo pode ser calculado utilizando a fungdo h = gt2/2

(queda livre) ou aproximadamente h = 5 I (considerando g = 10 m/sz), como

h=2m, temost= ~N2/5—t= 0,632 s (aproximadamente).

b) Anotem quantas caras foram obtidas. E possivel saber qual face sera
obtida na décima primeira jogada?

Nao ¢ possivel saber qual face serd obtida na décima primeira jogada por se

tratar de um experimento aleatorio.

c) Quando observamos somente o tempo da queda da moeda, estamos
realizando um tipo de experimento denominado deterministico. Vocé
seria capaz de dizer quais sao as suas caracteristicas?

Em cada experimento pode-se determinar efetivamente seu resultado, caso seja

realizado nas mesmas condicoes.

d) Quando observamos a face da moeda voltada para cima, estamos
realizando um tipo de experimento denominado aleatério. Vocé seria
capaz de dizer quais sdo as suas caracteristicas?

O experimento aleatorio é aquele em que, mesmo repetido sob as mesmas
condicoes e diversas vezes, gera resultados distintos, que ndo podem ser
determinados previamente antes da conclusdo do processo, entretanto sabemos

de antemdo quais sdo todos os resultados possiveis.

e) Dé exemplos de experimentos ou fendbmenos aleatérios e experimentos

deterministicos.
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Exemplos de experimentos aleatorios: lancamento de uma moeda e leitura da
figura voltada para cima, lancamento de um dado e leitura do niimero voltado
para cima, determinagdo da vida itil de uma lampada, previsdo do tempo,
nascimento de uma crianga e observagcdo do seu sexo.

Exemplos de experimentos deterministicos: temperatura de ebulicdo da dgua,

queda livre dos corpos.

f) Descreva um evento que poderia ser observado. Qual a relagdo entre

evento e espago amostral?

Um evento poderia ser a observacdo da face cara no lancamento de uma
moeda. O espaco amostral poderia ser os resultados possiveis, ou seja, cara ou
coroa. O aluno deve perceber que todos os eventos estdo incluidos no espaco
amostral, mesmo que tenhamos casos extremos: nenhum elemento (evento
impossivel) ou todos os elementos (evento certo). Isso caracteriza o evento como

um subconjunto do espaco amostral.

Observacoes realizadas durante o desenvolvimento da aula 3

O professor forneceu uma moeda de R$ 1,00 e uma trena para cada dupla
e pediu que lessem as instrucées e comegassem a atividade proposta na aula 3.
A cronometragem foi realizada por celular; caso alguma dupla ndo possuisse,

seria fornecido um crondmetro.

Os alunos marcaram com uma pequena marca de giz a altura de 2 metros
na parede. E um deles subia na cadeira e soltava a moeda enquanto o outro
cronometrava o tempo que era iniciado apdés um sinal de que ia soltar a moeda
(que normalmente era a palavra “ja”), e o término da contagem do tempo se dava

apoés o barulho que a moeda fazia ao tocar o chao.

Os alunos se mostraram euforicos para realizar o experimento, acarretando
em algumas duplas nimeros extremamente discrepantes em cada uma das dez
medicdes. No entanto, o professor percebeu que nao foi suficiente essa atividade
para que eles conseguissem caracterizar o0os experimentos aleatérios e

deterministicos. Houve uma melhor compreensao quando o professor deu varios
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exemplos tanto de experimentos aleatérios como deterministicos. Foi importante
também o professor calcular o tempo de queda para uma moeda utilizando-se de

uma férmula.

AULA 4 — JOGO: FACES DA MOEDA

Nome: Ne 22 série
Nome: N2 22 série
Data: / /

Objetivo: Salientar a importincia do par ordenado para cdlculo do niimero de

possibilidades de um evento.

Hipoteses sobre aprendizagem do aluno: Retomada da ideia de pares ordenados

na construgdo de espaco amostral.

1. Os participantes decidem quem sera o jogador A e quem sera o jogador
B.

2. Os jogadores realizam dez jogadas. (Cada jogada é composta pelo
langcamento simultdneo de duas moedas perfeitas: uma dourada e outra

prateada)
3. A cada jogada, os jogadores lancam sua moeda ao mesmo tempo.

4. O jogador A marca um ponto se as faces das moedas voltadas para
cima forem as mesmas. O jogador B marca um ponto se as faces das
moedas voltadas para cima forem distintas. Apds dez rodadas, vence o

jogador com maior nimero de pontos.

Jogador A: faces iguais
Jogador B: faces distintas

1 2 3 4 5 6 7 8 g 10 | Total

03]
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a) Qual foi o critério utilizado para a escolha de cada jogador?

Acredita-se que os alunos respondam que haja mais chance de o jogador A
vencer, pois faces iguais podem acontecer em dois casos: cara-cara e coroa-

coroa e o jogador B ganha em apenas um caso: coroa-cara.

b) Quem foi vencedor nesses dez langamentos?

Seja K = cara e C = coroa. Estima-se que haja predomindncia do empate em
um grande niimero de jogadas, pois dois casos favorecem o jogador A (K, K) e

(C, C) e dois o jogador ao B (K, C) e (C, K)

Juntando todos os resultados da sala, qual seria o vencedor?

Acredita-se que com os resultados da sala reforca-se a ideia de que haja equilibrio
nos ganhadores, pois a probabilidade de o jogador A vencer é a mesma da do
jogador B. Jogador A: A ={(K,K ), (C,C)}, n(A) = 2. Jogador B: B ={(C,K),(K,C)},
n(B) = 2.

Q ={(K,C), (CK),(KK), (C,C)}, n(Q)=4. Portanto, P(A) = n(A) / n(Q2)= =2/4=1/2
e P(B) =n(B)/n(82) = 2/4=1/2.

Realize o0 jogo novamente agora anotando primeiro o resultado da moeda
dourada e depois o da moeda prateada.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | Total

c¢) Faca uma tabela de dupla entrada e um diagrama de arvores com os resultados

desse experimento.

Tabela de dupla entrada

Cara (K) Coroa (C)
Cara (K) (K, K) (K, C)
Coroa (C) (C, K) (C, C)
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Diagrama de arvore

B E.E
1
\I s E.C
E C. K
-+
\ > Z,

Uma das dificuldades que o aluno poderd apresentar serd compreender que o par
“cara, coroa” é diferente do par “coroa, cara”, mas ambos os pares ordenados sdo

favordveis ao jogador C que escolheu como resultado as faces diferentes.

O conjunto formado por todos os pares possiveis é o espagco amostral que nesse

caso é Q= {(cara, cara), (cara, coroa), (coroa, cara), (coroa, coroa)).

O aluno deve verificar que tanto as faces distintas como as faces iguais tém a
mesma frequéncia relativa para um grande niimeros de jogadas, pois do espaco amostral
constituido por quatro elementos metade favorece a um deles. Considerando as moedas
simétricas, tem-se um espago amostral equiprovdvel, pois os seus eventos elementares tém

a mesma probabilidade de ocorrer.

A probabilidade cldssica é definida como a razdo entre o niimero de casos

favordveis sobre o niimero de casos possiveis.

Observacoes realizadas durante o desenvolvimento da aula 4

Ao serem divididos em duplas foi possivel observar que os alunos
preferiam ser o jogador A, pois acreditavam que as faces iguais (cara-cara ou
coroa-coroa) teriam mais chances de ocorrer do que as faces distintas (coroa-
cara). Ignoraram, novamente, o fato de que os pares ordenados “cara, coroa” e

“coroa, cara” devam compor o total de possibilidades como jogadas distintas.
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Apés as jogadas e o preenchimento da tabela, os professores P1, P2 e P3
pediram que os alunos respondessem as questdes da ficha. A partir das
respostas dos alunos, o professor P1 iniciou um debate para que os alunos
pudessem perceber e confrontar suas hipoteses e os resultados obtidos em todas
as duplas.

Foi possivel observar que os alunos conseguiram construir a tabela de
dupla entrada, necessitando, porém, da intervencdo dos professores que,
utiizando das anotacbes dos dados na lousa, puderam relembrar as duas
abordagens de probabilidade vistas até o momento (classica e frequentista).

AULA 5 - JOGO DA TAMPA

Nome: Ne 22 série
Nome: N2 22 série
Data: / /

Objetivo: Verificar concretamente por meio de um experimento aleatorio a

existéncia de um espaco amostral ndo equiprovdvel.

Hipoteses sobre aprendizagem do aluno: A diferenciacdo de espaco amostral

equiprovdvel e espaco amostral ndo equiprovdvel auxilia a compreensdo desse conceito.

1. Os participantes decidem quem sera o jogador A e quem sera o jogador
B.

2. Os jogadores realizam dez jogadas. (Cada jogada é composta pelo
langamento da tampa do tubo do creme dental e a observacao se caiu
“em pé” ou “deitada”).

3. O jogador A marca um ponto se a tampa do creme dental cair “em pé”,
ou seja, a circunferéncia maior voltada para cima ou para baixo. O
jogador B marca um ponto se a tampa cair “deitada”, isto é, as suas
circunferéncias tangenciarem a superficie do chao. Vence o jogador com
maior numero de pontos ao final das dez jogadas.
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Jogador A: tampa “em pé”
Jogador B: tampa “deitada”

1 2 3 4 5 6 7 8 o 10 | Total

03]

a) Esse espaco amostral é equiprovavel?
Provavelmente ndo, pois a tampa do tubo do creme dental tem uma estrutura

fisica irregular.

b) Encontre a frequéncia relativa da tampa “em pé” que favorece o jogador
A e também a frequéncia relativa da tampa “deitada” que favorece o

jogador B.

Jogador que escolheu a posicdo A: fo = ns /n, sendo n = 10, temos fs = ny / 10.

Jogador que escolheu a posicdo B: fg = ng /n, sendo n = 10, temos fg = ng / 10.
c) Cada grupo deve ir a lousa colocar seus resultados para posteriormente

calcular a frequéncia relativa acumulada que favorece cada jogador.

Semelhante ao item b, apenas com variagdo do valor de n.

d) E possivel calcular sua probabilidade a priori?

Sim. Estudando as caracteristicas fisicas da tampa do tubo do creme dental.

Observacoes realizadas durante o desenvolvimento da aula 5

As duplas de alunos receberam tampinhas de embalagem de creme dental.
Os professores P1, P2 e P3 optaram por ler as regras em voz alta registrando na
lousa a tabela a ser preenchida pelos jogadores e a regra de pontuacao (tampa
em pé reverte em ponto para o jogador A e tampa deitada reverte em ponto para

o jogador B).
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Encerradas as jogadas, os professores pediram que os alunos
respondessem as questdes da ficha. Os professores P1 e P2 decidiram que as
questdbes a e b seriam respondidas coletivamente, para que pudessem
estabelecer uma sequéncia reflexiva sobre espagco amostral equiprovavel.

Os professores comentaram novamente o que significa espago amostral
equiprovavel, ou seja, disseram que é aquele em que 0s seus pontos amostrais
tém a mesma probabilidade de ocorrer. Também salientaram que sem uma
analise das caracteristicas fisicas das tampinhas € impossivel calcular sua
probabilidade a priori.

Em relacdo a frequéncia relativa acumulada favoravel ao jogador A e a
frequéncia relativa favoravel ao jogador B, os préprios alunos realizaram os

calculos apds a orientacao prévia dos professores.

AULA 6 — JOGO: PRODUTO PAR OU iIMPAR

Nome: N2 22 série
Nome: Ne 22 série
Data: / /

Objetivo: Obter o espaco amostral para o cdlculo de probabilidades

Hipoteses sobre aprendizagem do aluno: A integracdo do principio fundamental
da contagem auxilia o cdlculo da probabilidade a priori e a visdo frequentista ratifica

concretamente essa projecao.

1. Os participantes decidem quem sera o jogador A e quem sera o jogador
B.

2. Os jogadores realizam oito jogadas ou partidas. (Cada partida é
composta pelo lancamento simultaneo de trés dados perfeitos (honestos
ou nao tendenciosos) e pela realizacdo do produto das suas faces

voltadas para cima).
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3. O jogador A marca um ponto se o produto entre os trés niumeros que
sairem nos dados for par. O jogador B marca 1 ponto se o produto entre
os trés numeros for impar. Apds oito rodadas, vence o jogador com

maior numero de pontos.

Jogador A: produto par
Jogador B: produto impar

1 2 3 4 5 6 7 8 Total

w

a) A vitéria do jogador A ou do jogador B foi pura sorte?

b) Faca um diagrama de arvore do experimento. Parta do pressuposto de
qgue haja nos dados apenas dois resultados “par ou impar”. Calcule a

probabilidade de o produto ser par e a de ser impar.

O professor transcreve o0s resultados de toda a classe na lousa.
Sabemos que soO existe um caso dos oito que apareceram para 0O
produto ser impar: impar. impar.impar, pois todo numero impar pode ser
escrito comon =2k + 1, comn, k€ Z; sefam n; =2k + 1, n2 =2k, + 1 €
ng = 2ks + 1 com ny, Ny, N3, Ky, ko € ks € Z, multiplicando n;. ny. ns temos:
ny. N2 N3= (2ky + 1).(2ko + 1).(2ks + 1) que vai resultar em um numero da
forma: 2k + 1, que é impar. Os demais casos sdo pares, demonstracao
analoga.

c) Utilize o espago amostral como aquele em que lancamos os trés dados e
observamos todos os possiveis resultados dos ternos formados pelas
suas faces voltadas para cima. Com base nisso, calcule, novamente, a

probabilidade de o produto ser par e a de ser impar.

Pelo principio multiplicativo, temos: Total de resultados possiveis no
langcamento de trés dados: 6 . 6 . 6 = 216. Total de casos impares: 3. 3.
3 = 27. Portanto, temos 27 resultados que nos interessam em 216
possiveis, ou seja, de cada 8 resultados possiveis 1 nos interessa.
P(impar) = 27/216 = 1/8.
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Observacoes realizadas durante o desenvolvimento da aula 6

Nessa aula, os alunos dividiram-se novamente em duplas. Percebe-se que
seguiram o mesmo critério das aulas anteriores tanto na subdivisdo dos alunos

qguanto na escolha do jogador A ou B.

Apés lerem as regras do jogo, nota-se que os professores P1, P2 e P3
necessitaram exemplificar a proposta descrita, considerando que parte dos alunos
havia se esquecido o que significava produto. Como intervengao, os professores
P2 e P3 realizaram a operacéao, registrando exemplos na lousa. O professor P1
decidiu usar a prépria atividade para servir de exemplo concreto. Solicitou os trés
dados a uma dupla e realizou os lancamentos, anotando o produto. Por meio
disso, os alunos puderam perceber a operacao realizada.

Encerrada essa etapa, os alunos responderam as questées da ficha de
atividades. Nota-se que, quando questionados a respeito da vitéria de um dos
jogadores, ndo mais atribuiram esse fato a sorte. Como exemplo, podemos citar a
atitude do professor P1 que pediu que comentassem em voz alta a resposta do
item a; alguns argumentaram que havia uma tendéncia ao jogador A ganhar e

iSSO ndo era algo em virtude exclusivamente do acaso.

Na construcao do diagrama de arvores, algumas duplas pediram auxilio ao
professor, no entanto um numero significativo de duplas conseguiu construir o

diagrama com autonomia. N&o estabeleceram a estrutura final das possibilidades.

Estrutura desenvolvida pelos alunos:

P| ——— | PPP
F)
PP
P
Pl —— | PP
PIP




65

Pl ———— | IPP
F)
[
Pl —— | P
Il

A partir desse ponto, os professores precisaram iniciar uma intervencao
para que o diagrama fosse finalizado. Recorreram a uma simulagdo na lousa com
nameros que correspondessem aos itens par e impar na arvore para que 0S

alunos calculassem as possibilidades.

| 246=48(P) |

| 245=40(P) |

| 216=12(P) |

| 212=6(P) |

| 124=8(P) |

| 123=6(P) |

| 136=18(P) |

| 135=15() |
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Tendo em vista que os préprios professores utilizaram alguns elementos do
espaco amostral para que os alunos pudessem construir o diagrama de arvore, o
exercicio foi usado para uma reflexdo coletiva sobre os resultados possiveis no

langcamento dos trés dados.

Os alunos mostraram-se, a principio, muito admirados de como o jogador A
(produto par entre os 3 dados) ganhava, na maioria dos casos, de uma forma tao
arrasadora, e em varias duplas ocorreu ou o resultado de 8 x 0 ou 7 x 1 em favor
do jogador A. Esse fato serviu como um “gancho” importante para o professor
recorrer a primeira aula e lembra-los que havia ocorrido uma situacao analoga de

espago amostral ndo equiprovavel.

Os professores também salientaram que, embora todos os jogadores A
houvessem ganho, poderia suceder o contrario, ou seja, todos os jogadores B
ganharem ou também ocorrer empates, porém a chance de isso ocorrer € bem

mais reduzida.

As duplas, como ja estavam se acostumando a observar seus vizinhos,
verificaram prontamente que o produto par (jogador A) ganhava e com grande
diferenca, mesmo sendo realizado numa “pequena” quantidade de vezes. O
professor foi obrigado a fazer uma intervencao no sentido de ajuda-los a analisar
0s casos em que o produto de trés numeros inteiros positivos resulta em um
ndamero par ou impar, pois alguns alunos estavam testando alguns valores, mas
nao estavam conseguindo generalizar todos os resultados possiveis.

Algumas duplas conseguiram fazer o diagrama de arvore para representar
o evento produto par ou impar, partindo do pressuposto de que o espaco amostral
era composto por apenas numeros pares ou impares. Entretanto, quando foi
solicitada a ampliacdo do espaco amostral para que observassemos as trés faces
dos dados e anotassemos seus valores, os alunos perceberam que tanto o
diagrama de arvores ou a tabela de dupla entrada seriam inconvenientes em

razao do grande numero de elementos que esse experimento exige.

A ampliacao do espaco amostral solicitada no item c foi importante para a
reafirmacdo da importancia do principio multiplicativo, pois nesse caso sua

enumeracao seria trabalhosa e propicia a erros, contando com 216 elementos.
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AULA 7 — ENEM 2006

Nome: Ne 22 série
Data: / /

Objetivo: Identificar o problema como experimento aleatério e os seus eventos.

Calcular e comparar as probabilidades desses eventos mutuamente exclusivos.

Hipoteses sobre aprendizagem do aluno: Desenvolvimento de competéncias e

habilidades amplia o campo de visdo do educando.

(ENEM 2006 — adaptado) Um time de futebol amador ganhou uma taga ao
vencer o campeonato. Os jogadores decidiram que o prémio seria guardado na
casa de um deles. Todos quiseram guardar a tagca em suas casas. Na discussao
para decidir quem ficaria com o troféu, travou-se o seguinte dialogo:

Pedro, camisa 6: — Tive uma ideia. N6és somos 11 jogadores e nossas
camisas estdo numeradas de 2 a 12. Tenho dois dados com as faces numeradas
de 1 a 6. Se eu jogar os dois dados, a soma dos numeros das faces pode variar
de 2 (1+1) a 12 (6+6). Vamos jogar os dados, e quem tiver a camisa com 0

namero do resultado vai ganhar a taca.

Tadeu, camisa 2: — Ndo sei ndo... Pedro sempre foi muito esperto... Acho

que ele esta levando alguma vantagem nessa proposta...

Ricardo, camisa 12: — Pensando bem... Vocé pode estar certo, pois,
conhecendo o Pedro, é capaz que ele tenha mais chances de ganhar que nés
dois juntos...

Comente cada item a seguir, justificando-o matematicamente

a) Tadeu e Ricardo estavam equivocados, pois a probabilidade de ganhar a

taca era a mesma para todos.

b) Tadeu tinha razdo e Ricardo estava equivocado, pois, juntos, tinham

mais chances de ganhar a guarda da taca do que Pedro.

c) Tadeu tinha razdo e Ricardo estava equivocado, pois, juntos, tinham a

mesma chance de ganhar a guarda da taca do que Pedro.
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d) Tadeu e Ricardo tinham razdo, pois os dois juntos tinham menos
chances de ganhar a guarda da taca do que Pedro.

e) Nao é possivel saber qual dos jogadores tinha razao, por se tratar de um
resultado probabilistico, que depende exclusivamente da sorte.

Inicialmente, construiremos a tabela de dupla entrada

+ 1 2 3 4 5 6
1 2 3 4 5 6 7
2 3 4 5 6 7 8
3 4 5 6 7 8 9
4 5 6 7 8 9 10
5 6 7 8 9 10 11
6 7 8 9 10 11 12

Com o auxilio da tabela de dupla entrada, iremos calcular as seguintes probabilidades:
Pedro, camisa n.° 6 (guardar a taca) = 5/36.
Tadeu, camisa n.° 2 (guardar a taca) = 1/36.

Ricardo, camisa n.° 12 (guardar a tagca) = 1/36.

a) Seja P(P) a probabilidade de Pedro guardar a taca, P(T) a probabilidade de Tadeu
guardar a taga e P(R) a probabilidade de Ricardo guardar a taga, entdo:
P(P) = n(P)/n(Q2) = 5/36
P(T) =n(T)/m(Q2) = 1/36
P(R) = n(R)/n(R2) = 1/36
Portanto, P(T)=P(R) # P(P). Item a é falso.

b) P(T) + P(R) = 1/36 + 1/36 = 2/36 # 5/36 = P(P). Item b é falso.
¢) P(T) + P(R) = 1/36 + 1/36 = 2/36 < 5/36 = P(P). Item c é falso.
d)P(T) + P(R) = 1/36 + 1/36 = 2/36 < 5/36 = P(P). Item d é verdadeiro.

e) Os resultados ndo dependem exclusivamente da sorte, mas sim de cdlculos das

probabilidades de cada um.
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Observacoes realizadas durante o desenvolvimento da aula 7

Esta foi a primeira tarefa individual apds seis aulas realizadas em dupla e
nao foi permitida a comunicacao entre eles; os alunos receberam as folhas de
exercicio da aula 7. Foram orientados pelos professores P2 e P3 para que
realizassem a leitura do enunciado e procurassem desenvolver uma justificativa
matematica que atendesse a cada item proposto. O professor P1 optou por
executar a leitura em voz alta do enunciado e dos itens, sugerindo que os alunos

relessem o texto e indicassem solugdes para os itens abordados.

Apés algumas tentativas por parte dos alunos, os professores identificaram
que se tornava necesséario trabalhar cada enunciado individualmente,

incentivando a interpretacao e a reflexdo dos dados descritos.

Tanto o professor P1 quantos os professores P2 e P3 iniciaram a mediacao
questionando os alunos sobre os dados relevantes que identificaram na leitura.
Por exemplo: Quantas camisas teremos numeradas? Quais as possiveis

combinagbes?

Por meio destes elementos, os professores construiram na lousa uma
tabela de dupla entrada, com a finalidade de facilitar a identificacdo das
possibilidades do resultado das somas coincidirem com o nimero da camisa de
um dos jogadores.

Observa-se, a seguir, esta construgao:
Pedro: camisa 6

Tadeu: camisa 2

Ricardo: camisa 12

Faces dos dados: 6

Total de pares ordenados possiveis com suas respectivas somas: 36

+ 1 2 3 4 5 6
1 2 3 4 5 6 7
2 3 4 5 6 7 8
3 4 5 6 7 8 9
4 5 6 7 8 9 10
5 6 7 8 9 10 11
6 7 8 9 10 11 12
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Durante a organizacédo dos dados, os professores incentivaram uma breve

reflexao por parte dos alunos, destacando:
a) Qual a probabilidade de o jogador camisa 6 levar a taga?
b) Qual a probabilidade de o jogador camisa 2 levar a taga?

c) Qual a probabilidade de o jogador camisa 12 levar a taca?

Os alunos registraram nas folhas:
a) Camisa 6 = 5/36
b) Camisa 2 =1/36

c) Camisa 12 = 1/36

Encerrada a verificacdo dos dados que compdem a situacao-problema, os
professores retomaram o enunciado dos itens, discutindo as possibilidades e
estimulando os alunos a justificar matematicamente suas respostas. Exemplo: no
item “d) Tadeu e Ricardo tinham razdo pois os dois justos tinham menos chances

de ganhar do que Pedro”, os alunos foram capazes de distinguir e associar que:
1/36 + 1/36 < 5/36 ou Tadeu + Ricardo < Pedro

Nota-se que nesta aula 7 os alunos apresentaram dificuldades na
interpretacdo do enunciado. Os professores comentaram que, somente por meio
da visualizacao dos dados concretos, a partir do preenchimento da tabela de
dupla entrada, a aprendizagem poderia ser facilitada, o que foi possivel identificar
no resultado final da aula, quando os alunos conseguiram estabelecer

justificativas matematicas para os itens indicados.

AULA 8 —- ELABORACAO DE UM JOGO DA SOMA

Nome: N° 22 série
Data: / /

Objetivo: Avaliar se houve por parte dos alunos a apropriacdo de conhecimentos

sobre eventos, espaco amostral e probabilidade.
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Hipoteses sobre aprendizagem do aluno: Retorno para averiguacdo de uma

competéncia fundamental das ideias iniciais de probabilidade

Elabore um jogo utilizando-se da soma entre 0os numeros resultantes do
lancamento simultidneo de dois dados. Vocé podera ter como base o “jogo da

diferenca”, discutido inicialmente na primeira aula e descrito de novo a seguir.
O jogo deve ser elaborado individualmente por todos os alunos.

Apbés a sua elaboracdo com as regras e questionamentos, deve-se
escolher um oponente para jogar.

Testar as regras juntando-se a um outro colega e disputar com ele o jogo
elaborado por vocé e posteriormente o jogo elaborado por ele.

Como teremos dois jogos, as duplas devem disputar utilizando-se as regras
ora elaboradas por um e, posteriormente, jogando-se novamente, mas agora com

as regras feitas pelo concorrente.

JOGO DA DIFERENCA (Parte 1)

1. A partida sera composta por 20 jogadas que serao disputadas por alunos
organizados em duplas, de tal forma que os participantes decidem quem
sera o jogador A e quem sera o jogador B.

2. Cada jogada é composta pelo lancamento de dois dados (um dado
lancado pelo jogador A e o outro dado lancado pelo jogador B) e pela

observacao das suas faces voltadas para cima.

3. O jogador A marca um ponto se a diferenca (sempre do maior para o
menor valor) entre 0s niumeros que sairem nos dados for 0, 1, ou 2. O
jogador B marca 1 ponto se o valor da diferenca for 3, 4, ou 5. Apds 20

rodadas, vence o jogador com maior nimero de pontos.

Jogador A: diferengas (0, 1 ou 2)
Jogador B: diferengas (3, 4 ou 5)
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Os pontos de cada participante serdo assinalados com um X na tabela
abaixo:

Jogadas

1 2|34 5|6 |7 |8 |9 |10(11 |12 13|14 15|16 | 17 | 18 | 19 | 20 | Total

Observacoes realizadas durante o desenvolvimento da aula 8

Os alunos foram orientados pelos professores, ressaltando-se que esta

atividade seria realizada individualmente.

Apbs a distribuicdo da proposta de atividade, os professores P1 e P3
aguardaram a leitura por parte dos alunos, executando, em seguida, uma leitura

em voz alta do enunciado.

Observa-se que muitos alunos demonstraram certa inseguranca ou duvida
na realizacao do exercicio, relendo o texto, escrevendo e apagando por diversas
vezes suas ideias ou hipéteses iniciais. Alguns optaram por dialogar com o0s
colegas que estavam ao seu redor, na tentativa de apoiar-se em um tipo de

raciocinio que pudesse desenvolver o exercicio.

Passado algum tempo, os professores pediram que os alunos se

dividissem em duplas para realizarem as jogadas a partir de novas regras.

Analisando o preenchimento da tabela anexa ao exercicio, os professores
perceberam que muitos alunos executaram o jogo da diferenca que constava

como um exemplo.

Segundo o professor P1, esta confusdo na interpretacdo do enunciado
pode ter ocorrido porque na folha de exercicio o enunciado foi sucedido pelo
exemplo, sem apresentar uma proposta que sequenciasse com clareza a
atividade que deveria ser desenvolvida. Sugeriu que no momento de elaboracao
escrita do exercicio é preciso salientar com maior destaque o jogo da diferenca
(parte 1) para que os alunos relembrem a primeira aula dessa THA.
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Como orientacdo, os professores se dispuseram a retomar o exercicio,
construindo coletivamente uma regra a partir da ideia de soma. Reescrevendo a
tabela, podemos idealizar um jogo equitativo como o exemplo a seguir, no
langamento de dois dados e observacao de sua face voltada para cima:

© |0 (N |Oo s

O~ (W= [+
N[O~ W=
0N | (0|~ |Ww (N
© |0 |N o |0~ W

—
o
—_
—
—_
N

Vencedor: jogador A (quando a soma for 7, 8, 9 ou 10)
Soma de pontos: 7. Enumerando o conjunto:

S7={(6,1), (5,2), (4,3), (1,6), (2,5), (3,4)};

Total de elementos cuja soma seja 7: n(S;7) =6

Soma de pontos: 6. Enumerando o conjunto:

Se={(6,2), (5,3), (4,4), (2,6), (3,5)};

Total de elementos cuja soma é 8: n(Sg) =5

Soma de pontos: 9. Enumerando o conjunto:

Se={(6,3), (5,4), (3,6), (4.5)};

Total de elementos cuja soma seja 9: n(Sy) = 4

Soma de pontos: 10. Enumerando o conjunto: S7 = {(6,4), (5,5), (4,6)};
Total de elementos cuja soma seja 10: n(S7) = 3

Total de elementos cuja soma seja 7, 8, 9 ou 10:

N(Sa) = N(S7) + n(Sg) + N(Sg) + N(S10) =6 +5+4+3=18

Vencedor: jogador B (quando a soma for 2, 3, 4, 5, 6,11 ou 12)

De maneira analoga podemos observar a tabela e calcular o nimero de
elementos que favorecem o jogador B:

N(Sg) = N(Sz) + N(S3) + N(S4) + N(Ss) + N(Se) + N(S11) + N(S12)

n(Sg) = 18

Como n(Sa) = n(Sg), entdo o jogo é justo.



74

3.2 Sintese da analise dos dados

No momento da (re)elaboracao da THA:

Conhecimentos e dificuldades dos professores em relacao ao conteudo
matematico proposto

Os professores tinham dominio sobre a introdugdo das ideias iniciais de
probabilidade utilizando-se da abordagem laplaciana, mas ndo haviam ainda
concebido uma tentativa de mudanca de pratica em sala de aula que combinasse
o enfoque frequentista com o enfoque classico na construcdo das nocdes
elementares de probabilidade. O desconhecimento por parte dos professores da
“lei dos grandes numeros” foi o principal fato que gerou as dificuldades iniciais no
entendimento das atividades propostas na THA para desenvolvimento com os

alunos.

Conhecimento e dificuldades dos professores em relacao a metodologia
recomendada para a abordagem dos conceitos propostos

Os professores tinham conhecimento da resolucdo de problemas como
uma opcao de metodologia para construcdo de conceitos, no entanto revelaram
qgue nao haviam elaborado ainda uma sequéncia de ensino que proporcionasse
um ambiente de exploracdo e investigacao para aprendizagem de probabilidade.

Sugestoes dos professores na ampliacao e modificacao da THA

Nao houve sugestbes de ampliagdes e/ou modificacdes na primeira versao
THA apresentada aos professores. Eles alegaram que, por ser uma experiéncia

nova, gostariam de opinar apds o término de seu desenvolvimento com os alunos.

Somente apds a conclusdo das atividades desenvolvidas com os alunos e
o esclarecimento por parte do pesquisador de que para a frequéncia relativa ser
considerada uma estimativa de probabilidade deve-se ter um grande numero de

experimentos foi proposto pelo professor P1 um aumento na quantidade de
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partidas referentes a aula 1: jogo da diferenca (parte 1) — passaria de uma partida
de 20 jogadas realizadas por cada dupla para a realizacao de 10 partidas de 20
jogadas por dupla de alunos, aumentando de 340 para 3400 jogadas na sala de
aula, pois a classe contou com 34 alunos. Isto permitiria aproximar os valores
calculados pela probabilidade laplaciana e os obtidos pela probabilidade
frequentista.

Na aula 2, ficaria suprimida a parte experimental, visto que foi aumentada
consideravelmente a quantidade de jogadas na aula 1 de 340 para 3400,

passando assim a constar apenas as perguntas tedricas.

Foi discutida também uma inversdo na ordem das aulas, pois a ideia de
experimento aleatério é prioritaria no estudo de probabilidade. A aula 3 passaria a

ser a primeira e vice-versa, ou seja, a aula 1 tornou-se a aula 3.

Nas atividades referentes as aulas 4 e 5, chegou-se a um consenso: a
quantidade de jogadas passaria de 10 para 20 em cada partida, Sendo repetidas

10 partidas de 20 jogadas por dupla de alunos, como na aula 1.

As atividades referentes as aulas 6, 7 e 8 permaneceram inalteradas.

No momento do desenvolvimento em sala de aula:

Abordagem da THA com os alunos

Os professores expuseram que seriam necessarias, aproximadamente,
duas semanas (oito aulas) para que fosse apresentado um novo tema em
Matematica, de uma forma diferente do que eles estavam acostumados.
Inicialmente, ndo foi mencionado aos alunos que se tratava de nocodes

elementares de probabilidade. As aulas seriam configuradas da seguinte forma:

e Nas seis primeiras aulas seriam solicitadas atividades utilizando-se de
duplas;

¢ Na sétima aula uma atividade individual;
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e Na primeira parte da oitava aula uma atividade individual que seria

complementada, em seguida, pela mesma dupla utilizada anteriormente.

Todo o material necessario ao desenvolvimento das aulas também seria
fornecido: cépias do texto, dados, moedas, trena, cronémetro, régua e papel

milimetrado.

Os professores ressaltaram que eventuais esclarecimentos seriam feitos
somente apds a leitura cuidadosa por parte dos alunos das instru¢des contidas

em cada xerox.

A interacao entre professor-aluno-conhecimento

Constatamos que os professores, no afa de atingir suas metas iniciais de
aprendizagem das nogdes iniciais de probabilidade, pularam algumas etapas no
processo de entendimento dos alunos. Ainda notamos a énfase do professor ao
se referir aos alunos quando se expressa dizendo que algum resultado esta certo

ou errado, sem se preocupar com o processo utilizado para sua obtencgao.

Uma situacdao que exemplifica este fato ocorreu na aula 2, quando foi
solicitado ao aluno que enumerasse e posteriormente contasse os elementos do
espaco amostral referente ao lancamento de dois dados. Uma dupla apresentou
como resposta 34, ndo atentando ao fato que deveria considerar os dois pares ja
apresentados no inicio como modelo. O professor ndo analisou a causa do

engano, simplesmente disse que estava errado.

Sequéncia de desenvolvimento escolhida pelo professor

Os professores seguiram a sequéncia preestabelecida na primeira versao
apresentada a eles sem alteracoes, por se julgarem sem embasamento teérico e
conhecimento pratico sobre essa abordagem que lhes permitissem opinar com

mais propriedade.
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3.3 Segunda versao da THA apoés alteracoes sugeridas pelos
professores

AULA 1 — EXPERIMENTO: QUEDA DA MOEDA

Nome: ne 22 série
Nome: ne 22 série
Data: / /

Objetivo: Reconhecer o experimento aleatorio e experimento deterministico

explicitando suas principais diferencas.

Hipoteses sobre aprendizagem do aluno: E essencial que os alunos constatem a

existéncia de dois tipos distintos de experimentos e seu cardter de complementaridade.

Realize os seguintes experimentos:

1. Langar uma moeda honesta 10 vezes de uma altura de 2 metros e

cronometrar o tempo até que ela chegue ao chao.

2. Observar qual a face que ficou voltada para cima (cara ou coroa).

Utilize o tempo de queda em segundos e K para cara e C para coroa.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Tempo

Face

a) Os tempos foram semelhantes? Vocé acha possivel os tempos serem os

mesmos? E como isso poderia ser feito?

Os tempos de queda foram muitos proximos. Existem fatores que influenciaram
no experimento que podem ter causado diferencas nos tempos: reflexo para
soltar a moeda e cronometrar seu tempo até chegar ao chdo, diferenca entre o
barulho da moeda ao tocar o chdo e parada do cronometro. Sim, é possivel
serem os mesmos em determinadas condigcoes. Deveria ser feito, por exemplo,
em laboratério. O tempo pode ser calculado utilizando a funcdo h = gt*/2

(queda livre) o u aproximadamente h = 5 I (considerando g = 10 m/sz), como

h =2m, temost= N2/5—t= 0,632 s (aproximadamente).
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b)

C)

d)

Anotem quantas caras foram obtidas. E possivel saber qual face sera
obtida na décima primeira jogada?

Nao ¢ possivel saber qual face serd obtida na décima primeira jogada por se

tratar de um experimento aleatorio.

Quando observamos somente o tempo da queda da moeda, estamos
realizando um tipo de experimento denominado deterministico. Vocé

seria capaz de dizer quais sao as suas caracteristicas?

Em cada experimento pode-se prever seu resultado, caso seja realizado nas

mesmas condicoes.

Quando observamos a face da moeda voltada para cima, estamos
realizando um tipo de experimento denominado aleatério. Vocé seria

capaz de dizer quais sdo as suas caracteristicas?

O experimento aleatorio é aquele em que, mesmo repetido sob as mesmas
condigcoes e diversas vezes, gera resultados distintos, que ndo podem ser
determinados previamente antes da conclusdo do processo, entretanto sabemos

de antemdo quais sdo todos os resultados possiveis.

Dé exemplos de experimentos aleatérios e experimentos

deterministicos.

Exemplos de experimentos aleatorios: jogos de azar (lancamento de uma
moeda e leitura da figura voltada para cima, lancamento de um dado e leitura
do niimero voltado para cima, rifa, roleta, caga-niqueis, baralho etc.),
determinagdo da vida util de uma lampada, nascimento de uma criangca e
observacdo do seu sexo.

Exemplos de experimentos deterministicos: temperatura de ebulicdo da dgua e

queda livre dos corpos.

f) Qual a relagao entre evento e espago amostral? Dé exemplos.

Segundo Novaes & Coutinho (2009), o conjunto de todos os possiveis resultados
para um experimento aleatorio é denominado conjunto universo ou espaco
amostral (notacdo: U ou Q). Cada um desses possiveis resultados recebe o

nome de evento.
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Exemplo:

1. No lancamento de uma moeda, observamos a face voltada para cima.
Q = {cara, coroa).

2. No sorteio de uma peca em um lote para verificacdo de defeitos, os
resultados possiveis podem ser identificados por:

Q = {defeituoso; ndo defeituoso}

AULA 2 — JOGO DA DIFERENCA (parte 1) °

Nome: N® 22 série
Nome: N2 22 série
Data: / /

Objetivo: Investigar uma possivel estabilizacdo da frequéncia relativa a um evento,
repetindo-se o experimento aleatorio um grande niimero de vezes, fazendo uma inferéncia

sobre sua probabilidade.

Hipoteses sobre aprendizagem do aluno: Mediante uma situacdo contextualizada
os estudantes deverdo observar e construir os eventos possiveis, por meio uma
experimentacdo concreta tornando-a significativa por intermédio de investigacoes e
andlises (LoOPES, 2008). Julgamos que para tal seja necessdrio um primeiro contato das
ideias iniciais de probabilidade por meio da observacdo de sua frequéncia relativa. A
utilizacdo de um grdfico ajuda a visualizacdo de uma possivel estabilizagdo, visto que ndo
se pode afirmar com rigor matemdtico que a probabilidade seja esta frequéncia relativa,
em razdo do baixo niimero de experimentacoes (340 jogadas). Para considerar-se como
uma aproximagdo de probabilidade teriamos que efetuar algumas milhares de jogadas.
Como ilustragcdo pode-se citar o exemplo de Keirich, Buffon e Pearson, que lancaram uma
moeda 10000, 4040 e 24000 vezes, respectivamente, e observam a frequéncia relativa
referente a cara no seu lancamento resultando em: 0,5087; 0,5069 e 0,5005,
respectivamente.

1. A partida sera composta por 20 jogadas que serao disputadas por alunos

organizados em duplas, de tal forma que os participantes decidem quem
sera o jogador A e quem sera o jogador B.

> Atividade baseada em Godino, Batanero & Caiiizares (1996, p.100) e Smole & Diniz (2003, p.434).
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2. Cada jogada é composta pelo langcamento de dois dados (um dado pelo
jogador A e o outro dado pelo jogador B) e pela observacdo das suas

faces voltadas para cima.

3. O jogador A marca um ponto se a diferenca entre os nimeros que
sairem nos dados for 0, 1, ou 2. O jogador B marca um ponto se o valor
da diferenga for 3, 4, ou 5. Apds 20 rodadas, vence o jogador com maior

namero de pontos.

Jogador A: diferengas (0, 1 ou 2)
Jogador B: diferengas (3, 4 ou 5)

Os pontos de cada participante serdo assinalados com um X na tabela

abaixo:

Jogadas correspondentes a uma partida

1/2|3 (4|5 |6 |7 |8 |9 |10(11 |12 13|14 |15 |16 |17 | 18 | 19 | 20 | Total

4. Devem-se realizar, além desta primeira partida, mais nove vezes este
jogo totalizando 200 jogadas de cada dupla.
a) Por que vocé escolheu ser o jogador A ou B? O vencedor das dez
partidas ganhou apenas por ter mais sorte? Justifique sua resposta.

Acredita-se que o aluno responda afirmativamente, pois existem poucas
jogadas para se inferir algo; no entanto, quando confrontado com todas as

duplas da sala, pode haver uma tendéncia maior ao jogador A ganhar.

O objetivo dessa pergunta é saber se houve algum critério para a escolha ou

foi somente palpite.

Levantar hipoteses sobre os resultados e a possivel vitoria de A e debaté-las.
Sugestdo ao professor: solicitar a um aluno colocar os valores obtidos pelas
duplas na lousa, conforme mostra tabela a seguir. Os alunos devem plotar os
pontos num grdfico milimetrado e verificar se percebem ou ndo uma

estabilizagdo..
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O professor deve familiarizar os alunos com os termos: frequéncia absoluta

A . 6
e frequéncia relativa.

b) Copie da lousa o resultado de todas as duplas e sua frequéncia
relativa para fazer um grafico com esses pontos de tal forma que o
eixo das abscissas seja o numero de jogadas e o0 eixo das
ordenadas, a frequéncia relativa. Observando as frequéncias relativas

acumuladas, o que se pode afirmar:

Fa = n.2de pontos de A
n.2 de lancamentos
(frequéncia relativa
acumulada)

N.2 de pontos do jogador A
(frequéncia absoluta
acumulada)

N.2 de langcamentos
dos dois dados

200
400
600
800
1000
1200
1400
1600
1800
2000
2200
2400
2600
2800
3000
3200
3400
3600
3800
4000

Frequéncia absoluta de um acontecimento € o nimero de vezes que ele é observado. Frequéncia relativa
de um acontecimento € o quociente entre sua frequéncia absoluta e o nimero de elementos observados ou
experimentados (SMOLE & DiNiz, 2003, p. 20).
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c) Qual o valor aproximado da probabilidade de o jogador A ganhar ? (veja
em que ponto a reta paralela ao eixo das abscissas intersecta o eixo das
ordenadas).

O valor esperado deve estar entre 65% e 70 %. Apesar de os resultados do
experimento apresentarem uma estabilidade de sua frequéncia relativa apenas
para quando n cresce indefinidamente, é possivel que os alunos apreciem uma

certa regularidade ou tendéncia para o valor atribuido a priori, embora o
nuimero de experiéncias realizadas em sala de aula seja limitado.

AULA 3 — JOGO DA DIFERENCA (parte 2)

Nome: N2 22 série
Nome: Ne 22 série
Data: / /

Objetivos: Identificar e resolver uma situagcdo-problema com a apropriacdo dos
seguintes conceitos: evento simples, evento composto, evento certo, evento impossivel e

espaco amostral equiprovavel.

Hipoteses sobre aprendizagem do aluno: Os alunos deverdo comegar a perceber
que para enumerar o espa¢o amostral corretamente devemos considerar cada elemento
considerando a ordem em que aparecem, ou seja, cada par ordenado é um ponto amostral

distinto.
a) Apds a observacgao dos resultados da aula 1 é possivel manter a mesma
opinido sobre se o jogo € justo ou ndo?

b) Enumere todos os resultados possiveis (chamados de eventos simples
ou eventos elementares) que podem ser obtidos ao lancarem-se dois

dados simultaneamente.

Caso os alunos ndo estejam conseguindo visualizar todas as possibilidades,

sugerir a construgdo da tabela de dupla entrada (ou de contingéncia)
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dado
dado B 1 2 3 4 5 6
A
1 (1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6)
2 2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5) (2,6)
3 (3.1) (3,2) (3,3) (34) (3,5) (3,6)
4 4,1) (4,2) (4,3) (4,4) 4,5) (4,6)
5 (5.1) (52) (5,3) (54) (5,5) (5,6)
6 6,1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5) (6,6)

c) Enumere e diga quantos elementos possuem 0s seguintes eventos,
conforme foi realizado no conjunto A:
A: diferenca é 5
A ={(6,1), (1,6)} e n(A) = 2.
B: a diferenca é 4
B=1{(1,5), (2,6), (5,1), (6,2)} e n(B) =4
C: adiferenca é 3
C=1{(14) (2,5), (3,6), (4,1), (5,2), (6,3)} en(C) =6
D: a diferenca é 2
D ={(1,3),(2,4), (3,5), (4,6), (3,1), (4.2), (5,3), (6,4)} en(D) =8
E: a diferenca é 1
E={(12) (2,3) (3,4), (4,5), (56), (2,1), (3,2), (4,3), (5,4), (6,5)} en(F) =10
F: a diferenca é 0
F=1{(00) (1,1),(2,2), (3,3), (4,4), (5,5), (6,6)} e n(F) =6

d) Quantos elementos tém no total? Quantos favorecem ao jogador A?

No total temos n(Q2) = n(A) + n(B) + n(C) + n(D) + n(E) + n(F) =2 +4 + 6 +
+ 8+ 10 + 6 = 36. Do total, 24 elementos (n(D) + n(E) + n(F) =8 + 10 + 6 = 24)

favorecem o jogador A.

e) Encontre a razao entre os resultados favoraveis ao jogador A e total de
casos possiveis conforme determinado no item anterior.
Essa razdo encontrada ¢ chamada de probabilidade do jogador A ganhar e
pode ser definida como P(A) = n(A)/n(Q), em que:
P(A) é a probabilidade de o evento A ocorrer

n(A) é o niimero de elementos do evento A
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n(Q) é o niimero de elementos do espaco amostral
Restricoes: o espago amostral deve ser finito e ndo vazio e os eventos

elementares devem ser equiprovdveis.

EVENTO COMPOSTO

Os conjuntos A, B, C, D, E e F sdo exemplos, pois sdo formados por mais de um

elemento.

EVENTO SIMPLES OU ELEMENTAR

O conjunto A é formado por dois pares ordenados (6,1) e (1,6). Cada um desses
pares é denominado evento simples.
O conjunto formado por todos os elementos do experimento é chamado espaco

amostral.

e) De quantas formas podemos obter a diferenga 6 entre os dados? E de
guantas maneiras podemos obter diferenca menor do que 6?

Nao existe nenhuma possibilidade de obter 6 como diferenga entre os dados. O
evento que ndo possui nenhum elemento é denominado evento impossivel.
Sempre é possivel obter diferenca entre os dados menor do que 6, e esse tipo de

evento é chamado evento certo.

f) Encontre uma forma de tornar o jogo com o mesmo numero de

possibilidades favoraveis tanto para o jogador A como para o jogador B.

Caso os alunos ndo estejam conseguindo, sugira que “o jogador A ganha
quando a diferenca for par e o jogador B, quando for impar”. Insista no fato de
que a probabilidade ndo é uma garantia, mas uma quantificacdo da expectativa

de que um acontecimento se realize.



AULA 4 — JOGO: FACES DA MOEDA

Nome: Ne 22 série
Nome: Ne 22 série
Data: / /

Objetivo: Verificar a importancia do par ordenado para

possibilidades de um evento.
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cdlculo do nimero de

Hipoteses sobre aprendizagem do aluno: E necessdria uma retomada da ideia de

pares ordenados para auxiliar o educando na sua construg¢do de espagco amostral.

1. Os participantes decidem quem sera o jogador A e quem sera o jogador

B.

2. Os jogadores realizam 20 jogadas. (Cada jogada é composta pelo

lancamento simultdneo de duas moedas perfeitas: uma dourada e outra

prateada).

3. A cada jogada, os jogadores lancam sua moeda ao mesmo tempo.

4. O jogador A marca um ponto se as faces das moedas voltadas para

cima forem as mesmas. O jogador B marca um ponto se as faces das

moedas voltadas para cima forem distintas. Ap6s 20 rodadas, vence o

jogador com maior nimero de pontos.

Jogador A: faces iguais

Jogador B: faces distintas

17

18

19

20

Total

a) Qual foi o critério utilizado para a escolha de cada jogador?

Acredita-se que os alunos respondam que haja mais chance de o jogador A

vencer, pois faces iguais podem acontecer em dois casos: cara-cara e coroa-

coroa e o jogador B ganhe em apenas um caso: coroa-cara.
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b) Quem foi vencedor nesses 20 langamentos?

Seja K = cara e C = coroa. Estima-se que haja predomindncia do empate em
um grande niimero de jogadas, pois dois casos favorecem o jogador A (K, K) e

(C, C) e dois o jogador ao B (K, C) e (C, K)

Juntando todos os resultados da sala, qual seria o vencedor?

Acredita-se que com os resultados da sala reforca-se a ideia de que haja
equilibrio nos ganhadores, pois a probabilidade de o jogador A vencer é a
mesma da do jogador B. Jogador A: A ={(K,K ), (C,C)}, n(A) = 2. Jogador B: B
={(C.K),(K,C)}, n(B) = 2.

Q ={(KC), (CK) ,(KK), (CC)}, n(Q)=4. Portanto, P(A) = n(A)/n(Q)=
=2/4=1/2 e P(B) = n(B)/n(Q) = 2/4= 1/2.

c) Faca uma tabela de dupla entrada e um diagrama de arvores com os resultados

desse experimento.

Tabela de dupla entrada

Cara (K) Coroa (C)
Cara (K) (K, K) (K, C)
Coroa (C) (C, K) (C, C)

Diagrama de arvore

CE

NN
\
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Uma das dificuldades que o aluno poderd apresentar serd compreender que o par
“cara, coroa” é diferente do par “coroa, cara”, mas ambos os pares ordenados sdo

favordveis ao jogador C que escolheu como resultado as faces diferentes.

O conjunto formado por todos os pares possiveis é o espaco amostral que nesse caso é

Q= {(cara, cara), (cara, coroa), (coroa, cara), (coroa, coroa))}.

O aluno deve verificar que tanto as faces distintas como as faces iguais tém a mesma
frequéncia relativa para um grande niimeros de jogadas, pois do espagco amostral

constituido por quatro elementos metade favorece a um deles.

A probabilidade cldssica é definida como a razdo entre o niimero de casos favordveis

sobre o niimero de casos possiveis.

AULA 5 — JOGO DA TAMPA

Nome: Ne 22 série
Nome: Ne 22 série
Data: / /

Objetivo: Determinagdo de uma estimativa de probabilidade por uma abordagem

[frequentista. Apresentar o espagco amostral com a possibilidade de ndo ser equiprovavel.

Hipoteses sobre aprendizagem do aluno: A diferenciacdo de espaco amostral

equiprovdvel e espaco amostral ndo equiprovdvel auxilia a compreensdo desse conceito.

1. Os participantes decidem quem sera o jogador A e quem sera o jogador
B.

2. Os jogadores realizam dez jogadas. (Cada jogada é composta pelo

lancamento de uma vez da tampa do tubo do creme dental.)

3. O jogador A marca um ponto se a tampa do creme dental cair “em pé”,
ou seja, a circunferéncia maior voltada para cima ou para baixo. O
jogador B marca um ponto se a tampa cair “deitada”, isto €, as suas
circunferéncias tangenciarem a superficie do chdo. Vence o jogador com
maior numero de pontos ao final das dez jogadas.

4. Realizar o jogo dez vezes.



88

Jogador A: tampa “em pé”
Jogador B: tampa “deitada”

1 2|34 5|6 |7 |8 |9 |10(11 |12 13|14 15|16 | 17 | 18 | 19 | 20 | Total

a) Esse espaco amostral é equiprovavel?

Provavelmente ndo, pois, caso o seu centro de massa ndo seja o mesmo na
9

posicdo “em pé” ou “deitada’, esta diferenca geraria uma instabilidade maior

mais em uma posi¢do do que na outra.

c) Cada grupo deve ir a lousa colocar seus resultados para posteriormente

calcular uma estimativa de probabilidade com um erro menor.

d) E possivel calcular sua probabilidade a priori?

Sim. Mas ndo serd objeto de nosso trabalho, pois envolveria nogoes de natureza

fisica que fogem do objetivo do estudo em questdo.

Observacdo: as aulas 6, 7 e 8 ndao sofreram alteragdes, por isso nao foram
descritas novamente nesta segunda versado da THA.
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Consideracoes Finais

Com o propésito de responder a questdo de pesquisa, “Quais as
dificuldades e contribuicbes do professor no planejamento e desenvolvimento de
uma trajetoria hipotética de aprendizagem (THA) sobre nocgdes iniciais de
probabilidade?”, nos deparamos com dois grandes desafios.

O primeiro desafio foi na propria elaboragdo da primeira versao da THA,
pois deviamos constitui-la de forma a compatibilizar perspectivas construtivistas
de aprendizagem com um planejamento de ensino. Os trabalhos que mais se
aproximaram do nosso objetivo foram os de Coutinho (1996, 2001, 2002), Lopes
(1998, 2003, 2008), Lopes & Coutinho (2009), e Silva (2002), pois se
preocuparam com sequéncias de ensino de probabilidade que confrontassem o

enfoque frequentista com o classico em uma perspectiva construtivista.

Consoante os autores, devem-se propor situagdes em que os estudantes
realizem atividades, que considerem seus contextos, e possam observar e
construir os eventos possiveis, por meio de experimentacdo concreta. Concluem
que para haver uma aprendizagem significativa é imprescindivel considerar
situacbes familiares a eles, que sejam contextualizadas, investigadas e
analisadas. Portanto, foram planejadas atividades que partissem de situacbes
concretas (por exemplo: jogos de azar) para que 0s alunos observassem,
registrassem e analisassem experimentos aleatorios, tendo em vista que muitos ja

brincavam com dados e moedas desde a infancia.

Outro aspecto importante na elaboracdo das nossas atividades foi a

preocupacao em nao limitar o contexto as situacées equiprovaveis, uma vez que
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pode conduzir a certas concepcdes errbneas, como: “se existem dois resultados

possiveis, entdo a ocorréncia de cada um deles é 1/2” (COUTINHO, 2001).

O estudo da anélise combinatéria, na perspectiva formal, de acordo com os
autores pesquisados, ndo é um pré-requisito para uma primeira familiarizacao
com as ideias probabilisticas, podendo acrescentar dificuldades a aprendizagem
da probabilidade. Sendo assim, evitamos situagdes que envolvessem calculos

complexos em analise combinatéria.

Esses autores deixaram clara a necessidade de os alunos da Educacéao
Basica vivenciarem os processos de experimentacdo cientifica, permitindo-lhes
desenvolver as bases do raciocinio probabilistico: a apreensao do acaso, a ideia
de experiéncia aleatéria e o conceito de probabilidade. A THA elaborada prop6s
atividades que permitiram distinguir um experimento deterministico de um
experimento aleatério, bem como, por meio da frequéncia relativa acumulada de
experimentos aleatérios, estimar a probabilidade de alguns eventos e compara-la

com seu calculo a priori.

O segundo grande desafio foi apresentar aos professores a primeira versao
da THA e por meio de discussbes fazé-los sentir como coautores na sua
reelaboracédo e desenvolvimento. Neste caso, as pesquisas que fundamentaram
nosso trabalho foram as de Simon (1995), Simon & Tzur (2004), Gémez &
Lupianez (2007) e Pires (2009).

As pesquisas nos apontam que o ensino de probabilidade, em razao de
sua complexidade, ndao deve ser assentado em um entendimento mais classico e
em uma visdo determinista do mundo, compelindo os professores a investir no

seu desenvolvimento pessoal e profissional.

O desenvolvimento profissional do professor acontece num continuo
movimento de dentro para fora, como afirma Ponte (1998), e considera a teoria e
a pratica de forma interligada, em que uma nao se sobrepde a outra e dependera
principalmente do préprio professor, do quanto sua insatisfacdo diante de seus
conhecimentos e/ou pratica de ensino atuais o inquieta e também de sua vontade

e empenho em desenvolvé-los e aprimora-los (LOPES, 2003, p. 31).
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O “Ciclo de Ensino de Matematica” proposto por Simon (1995) vai ao
encontro da perspectiva descrita anteriormente e torna-se vital no repensar do
papel do professor no processo de ensino e aprendizagem, como destacado no

esquema a seguir:

\’

Trajetdria hipotética de
aprendizagem

Objetivo do
professor para a
aprendizagem

|

Conhecimento do Plano do
professor professor para as

atividades de

aprendizagem

Hipdteses do
professor sobre o
processo de
aprendizagem

Avaliacdo do Constitui¢do interativa
conhecimento nas atividades de sala
dos alunos de aula

Figura 1. Ciclo de ensino de matemética abreviado (SIMON, 1995, p. 136).

O conhecimento do professor presente na figura 1 engloba varios

dominios:
e Conhecimento matematico;

e Conhecimento sobre teorias de ensino e aprendizagem (em geral dentro
da Matematica);

e Conhecimento da representacao das atividades matematicas;

e Conhecimento da aprendizagem dos alunos de um dado conteudo.

Além disso, considerando-se que a aquisicao do teor cientifico a esta area
da educacao estruturou-se recentemente, muitas situacbes de ensino e

aprendizagem podem ser verificadas nas salas de aula, na qual os conceitos sao
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explicitados sem uma prévia reflexdo por parte dos alunos. Os proprios livros
didaticos, ao apresentarem os conteudos de probabilidade, iniciam suas
atividades a partir de nocdes basicas, que destacam poucas situacbes que
oferecam a construcao gradual da aprendizagem a partir das vivéncias em sala
de aula.

Os professores, considerados no estudo, tinham familiaridade com o
desenvolvimento de jogos e experimentos nas aulas de Matematica somente
quando realizados de maneira ficticia, simulando uma situacao real. Segundo
eles, nunca haviam propostos jogos e experimentos de maneira concreta, ou seja,
os alunos participando de disputas com dados e moedas reais. Os professores
mencionaram que, ao desenvolverem o conteudo sobre probabilidade, utilizavam

dados e moedas apenas como exemplo de geradores de acaso.

Nos questionarios preenchidos pelos professores, citaram que a maior
parte das aulas, ao abordarem este tema, era conduzida a partir das propostas
dos livros didaticos, o que ndo salienta a diferenciagdo entre experimento
deterministico e experimento aleatério, ndo se realizando uma confrontacdo do

enfoque combinatério com o frequentista.

Surgiram alguns comentarios que deixaram claro que o ensino de
probabilidade é considerado de extrema complexidade, contribuindo e muito para
que eles prescindissem desse conteudo em seu planejamento de ensino, ou que
o colocassem como o ultimo tépico no seu planejamento anual, que sé seria

desenvolvido caso houvesse tempo.

Ao serem questionados a respeito de suas sequéncias de ensino sobre
probabilidade, um dos professores citou que iniciava o assunto pela definicdo
classica (n.® de casos favoraveis / n.? de casos possiveis); relembrava alguns
tépicos de andlise combinatéria e utilizava os resultados possiveis das faces de
um dado apds seu lancamento, sem realizar 0 experimento concretamente,

apenas em nivel mental, para enumerar um espaco amostral.

Ao iniciarem a THA a partir das atividades com jogos, os professores se
depararam com uma nova abordagem sobre o processo de aprendizagem. A

participacao dos alunos na construcao dos conhecimentos matematicos impds um
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novo ritmo as aulas. Percebemos que em algumas situagdes o professor acabou
intervindo diretivamente, atropelando o processo de constru¢cao do conhecimento
por parte do aluno. Apbés a intervencdo do professor, houve uma
homogeneizacdo, por parte dos alunos, na execucdo das atividades, que
impossibilitou uma percepcao efetiva sobre o que realmente foi apropriado por

eles sobre o tépico em estudo naquele momento.

O motivo principal alegado pelos professores para ndo proporem
alteracdes na primeira versao apresentada a eles foi que se sentiam inseguros ao
elaborarem atividades com a finalidade de construir as primeiras nocdes de
probabilidade com abordagem frequentista, pelo fato de desconhecerem as
pesquisas que se utilizam dessa visdo e também por ignorarem a “Lei dos

Grandes Numeros”, que é o suporte tedérico para esta abordagem.

Outra constatacado foi que os professores nao trabalhavam com espacos
amostrais nado equiprovaveis, privando assim os alunos de um contraponto
importante na compreensdo de espagos amostrais que estdo presentes no
cotidiano. Portanto, as contribuicdes dos professores, apds o desenvolvimento da
THA em sala de aula, se limitaram a adequacéao das atividades ao tempo de aula
e a quantidade de vezes que deveriamos lancar os dados e as moedas nos jogos

propostos.

Nosso intuito foi de que os professores utilizassem a THA sobre
probabilidade, adequando-a a um contexto com alunos em uma situacao concreta
de sala de aula. Logo, a sequéncia de atividades da THA poderia servir como um
exemplo ou um marco de referéncia, e nao apenas como uma mera sequéncia de

ensino.

Um aspecto que nao foi explorado nesta pesquisa refere-se as condi¢des
de trabalho oferecidas aos professores, que servem como obstaculo ao seu

desenvolvimento profissional, como descrito no trecho a seguir:

Um professor, que deve ensinar durante cinco ou seis horas por
dia, tem pouco tempo para refletir, para preparar material didatico,
para experimentar abordagens alternativas ou para trabalhar com
os colegas no projeto e na renovagao de um programa coerente.
Nao se pode pretender que seja um “profissional reflexivo” um
professor ao qual falta um espacgo para trabalhar, uma infra-
estrutura adequada, dinheiro para comprar materiais e tempo a
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disposicdo para trabalhar com os colegas e os estudantes. E
importante que os administradores e os pesquisadores prestem
mais atencdo as motivagdes que conduzem os professores a
fecharem em si mesmos, a nao se aventurar em novas
experiéncias e, portanto, a renunciar em dar outras explicagoes,
exercicios etc. Até que ponto os professores hoje sdo sensiveis as
dificuldades técnicas que sao verificadas ao se trabalhar em
classes heterogéneas, pela falta de uma preparacdo matematica
suficiente, pela énfase, hoje colocada, sobre os objetivos
estimaveis obtidos pelos alunos, pelo medo de serem
considerados responsaveis pelo fracasso dos estudantes e assim
por diante? (HOWSON, 1995, apud D’AMORE, 2007, p. 239).

Para futuras pesquisas, sugerimos que se elaborem THA que abordem

outros contextos matematicos, conforme apontam Lopes & Coutinho (2009):

[...] As atividades em torno desse conceito de probabilidade tém o
potencial de evidenciar diversas conexdes matematicas,
permitindo que os alunos utilizem, entre outras, nogdes relativas a
fracoes, percentagens, propor¢des e numeros decimais (p. 73).

Apesar de o foco da investigacao nao ser os alunos, perante as atividades

propostas, apresentamos alguns pontos que mereceram destaque:

e Na primeira aula, estranharam o fato de o professor ndo explicar nada

sobre 0 assunto a ser desenvolvido, apenas esclareceu a dindmica a ser

realizada nas oito aulas seguintes;

Durante as aulas, os alunos demonstraram grande curiosidade para
saber como as outras duplas estavam enfrentando os desafios
propostos nas atividades, promovendo assim uma grande integragéo na

sala de aula;

Dificuldade para elaboracdo de graficos que representassem a

frequéncia relativa acumulada em funcéo do numero de jogadas;

Alguns alunos questionaram a validade deste tipo de abordagem que
privilegiou experimentacdes concretas por meio de jogos para introducao
das nocdes elementares de nog¢des de probabilidade, pois, segundo

eles, os vestibulares tradicionais requisitam outro tipo de conhecimento.
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Como ultima sugestdo para futuras pesquisas, propomos que sejam feitas
analises do envolvimento e dificuldades apresentadas pelo aluno durante o
desenvolvimento de THA e como a avaliacdo pode influenciar no processo de
realimentacao do Ciclo de Ensino de Matematica descrito por Simon (1995).
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Anexo

Questionario sobre o perfil dos professores

1) Nome:

2) Formacao
( ) Licenciatura Plena em Matematica  ( ) Complementacao

3) Nome da escola em que leciona e sua localizagéao

4) Tempo de magistério:

5) Professor
( ) Efetivo ( ) O.F.A. (temporario)

6) Segmento que leciona
( )E.F.I ( )EF. 1 ( ) E.M.

7) Pos-graduacao cursada e/ou em andamento
( ) Nao
() Sim. Qual?
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8) Ja participou de cursos que a SEE-SP proporcionou para a formacao
continuada de professores, como Teia do Saber e Ensino Médio em Rede

(EMR) ou oficinas, cursos e/ou palestras em outras instituicoes?

9) Comente sobre 0 que a Educacao Matematica representa para vocé.

10) Ja participou de algum trabalho colaborativo em sua escola? Qual?

11) Em suas aulas aborda alguma metodologia de trabalho?

12) Este ano o ensino da escola publica esta passando por mudancas no qual
o professor deve cumprir o conteudo apresentado pela SEE-SP do
respectivo bimestre e série utilizando uma apostila cedida ao professor
que nesta surgem sugestdes de abordagens do tema. Antes desse
sistema e/ou dentro dele, utiliza recursos didaticos além do livro?

13) Em nossa pesquisa estamos desenvolvendo o conteudo de
probabilidades. Como vocé costuma abordar ou abordaria esse tema em
sala de aula?

14) Os alunos compreendem o conceito de probabilidades?

15) Costuma trabalhar com resolucdo de problemas para desenvolver e/ou
aplicar o conceito?





