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RESSUMO

Este trabalho, inserido na tematica do uso de tecnologias digitais, discute o ensino e
aprendizagem da prova. O objetivo é investigar uma abordagem para a prova em
geometria, tomando por objeto de estudo as construgbes geométricas no ambiente do
Cabri-Géometre. A fim de alcangar o objetivo proposto, foi elaborado um experimento
de ensino envolvendo estudantes de uma 72 série da rede publica estadual de Sao
Paulo. Este experimento foi formado por duas fases, o design e a analise das
atividades. Na fase de design, foram criados e aplicados trés conjuntos de atividades,
sendo um deles fora do ambiente do Cabri. As atividades tinham como uma inspiragédo
a geometria do compasso (MASCHERONI, 1980). Para a fase de analise, buscou-se
apoio na teoria de Balacheff (1987,1988) sobre as categorias de provas produzidas
pelos aprendizes: pragmaticas e conceituais. Por meio das atividades desenvolvidas
com o Cabri, além dos aspectos dindmicos deste software, procurou-se explorar os
diferentes tipos de ferramentas para a resolugdo de um mesmo problema proposto.
Enfatizou-se, em grande parte das tarefas com constru¢des geométricas, ndo apenas
os aspectos indutivo e dedutivo das provas, mas também possiveis movimentos do
primeiro rumo ao segundo. Um dos principais resultados obtidos aponta que o Cabri é
bastante sugestivo aos aprendizes no sentido de que tende a facilitar as verificacdes
empiricas de propriedades geométricas nas figuras e, além disso, em grande medida,
se centram mais nas tarefas de construgbes e descricdo que nas de justificativas. Outro
resultado importante diz respeito as dificuldades dos aprendizes com a nocédo de
construgao robusta, indicando que a tela do Cabri é confundida, muitas vezes com o
ambiente do lapis e papel.

Palavras-chaves: Argumentacao e Prova, Mohr-Mascheroni, Geometria Dinamica,
Cabri-Géométre
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ABSTRACT

This study, inserted in the theme of the use of digital teachnologies within Mathematics
Education, discusses the teaching and learning of proof. It aims to investigate an
approach to proof in geometry with its basis in geometrical constructions using the
software Cabri-Géometre. With this aim in mind, a teaching experiment involving
students from the 7" grade of school from the public school system of the state of Sao
Paulo was conducted. The experiment was carried out in two phases: the design phase
and the analysis phase. In the design phase, three sets of activities were created and
tested, two involved use of the dynamic geometry software, will the thirds was paper and
pencil based. The dynamic geometry activities were inspired by Mascheroni’s geometry
of the compass. During the analysis phase, Balacheff’s notions related to types of proof
produced by students (pragmatic and conceptual) were employed (BALACHEFF, 1987,
1988). Through the medium of the dynamic geometry activities, the study sought to
explore not only the impact of the dynamism but also how the availability of different
tools for the solution of the same problem influenced students” strategies and thinking.
The activities drew from the possibilities associated with geometrical constructions, in
terms of aspects inductive and deductive proofs as well as movements between these
two poles. Results points to how the use of Cabri encouraged students to at least give
attention to empirical verifications of geometrical proprieties within the constructed
figures, but may also have contributed to the tendency to focus more on constructions
and descriptions than on justifications. Another notable result relates to students’
difficulties with the notion of robust construction, indicating that the screen of Cabri is

frequently confused with the paper and pencil environment.

Keywords: Argumentation and proof, Mohr-Mascheroni, Dynamic Geometry, Cabri-
géometre
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APRESENTACAO

E muito comum nos planejamentos de Matematica do inicio de cada ano os
professores colocarem, na parte de objetivos gerais, algo como “desenvolver o
raciocinio logico” e até mesmo, as vezes, “desenvolver o raciocinio dedutivo”. O que
ndo ocorre na pratica, quase nunca. Ora, desenvolver o raciocinio légico em
matematica sugere uma relacdo direta com as demonstracdes, justificativas de
procedimentos, etc. Os Pardmetros Curriculares Nacionais (PCN) recomendam o
trabalho com atividades que levem o aluno a conjecturar e provar suas proprias
conjecturas, ou melhor, atividades que fomentem nos aprendizes a capacidade de
argumentar e de explicar, o que poderia ser feito partindo de situagbes-problema que
privilegiem as verificacdes empiricas de propriedades e relagbes (MEC,1998). Isso, no
ensino de Geometria, seria particularmente muito interessante, pois esta matéria tem
sido fortemente negligenciada, principalmente na escola basica. Isso acontece no Brasil

e em outros paises.

Uma outra sugestdo que os PCN enfatizam é que o curriculo de Matematica
deve necessariamente contemplar atividades e experiéncias que possibilitem aos
aprendizes a comunicacéao efetiva de argumentos matematicamente. O problema é que,
de 98 (advento dos PCN) para ca, pouco mudou na pratica dos professores de
Matematica, notadamente com relacédo ao ensino de prova e de Geometria, talvez

devido a precaria formacao que obtiveram.

A importancia do ensino da prova tem sido enfatizada por inumeros educadores
matematicos no mundo inteiro, por exemplo, Nasser & Tinoco (2001, 2003), Healy &
Hoyles (2000), Vaz (2003) e Balacheff (1987,1988). A maior parte das pesquisas se
foca nas dificuldades dos aprendizes em construir argumentos matematicamente
validos. Dito de outra forma, sdo abordadas as dificuldades dos estudantes em produzir

provas matematicas, seja no campo da algebra ou da geometria e com o incremento,
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ou ndo, do uso do computador. E exatamente nesta perspectiva que trazemos ao leitor

a presente pesquisa.

Neste trabalho, apresentamos uma discussdo acerca da demonstracdo em
geometria, a partir de uma pesquisa que conduzimos com trés duplas de estudantes do
nivel basico (72 Série do Ensino Fundamental), numa escola estadual de Diadema, S&o
Paulo. Tratamos, essencialmente, de abordar o tema prova, partindo-se das
construgcdes geométricas e Cabri. A opgao pelo software Cabri-Géometre se deve, nao
somente a sua versatilidade ou ao seu dinamismo, mas também, por que 0 mesmo se

configura como uma via de acesso para a prova.

A histéria da matematica também €& um aspecto relevante enfatizado nesta
dissertacdo. Buscou-se inspiracédo em fatos relacionados com a histéria da geometria,
como os trés problemas classicos da antiguidade (trissec¢do do angulo, duplicagao do
cubo e quadratura do circulo), mas com especial interesse nas construgbes
geomeétricas realizadas com o compasso apenas (constru¢cdes de Mohr-Mascheroni ou
Geometria do Compasso). Este aspecto do desenvolvimento histérico da matematica
contempla bem aquilo que o foco central deste estudo: as demonstragbes em

geometria.

Nos proximos paragrafos sdo destacados os principais pontos discutidos em

cada um dos cinco capitulos da presente pesquisa.

No Capitulo 1 discutimos um pouco de histéria da matematica focada,
especificamente, no contexto da geometria, aproximadamente desde os gregos de 600
a.C. até o século XIX e inicio do século XX. Procuramos nos concentrar nos aspectos
histéricos que dizem respeito ao desenvolvimento da matematica pela otica das
demonstragbes, particularmente em geometria. Neste capitulo sdo apresentados

também resultados te6ricos importantes sobre constru¢cdes geométricas.
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De certa forma, o capitulo sobre histéria levanta questdes importantes, que irdo
nos levar a uma discussao sobre provas/demonstracées no contexto da Educacgéo
Matematica e das novas tecnologias, especialmente os programas ditos de Geometria
Dindmica — O Cabri-Géometre. Este software tem se mostrado uma importante
ferramenta nas investigagbes em Educacdo Matematica, porque €& freqlientemente

utilizado como recurso no processo de prova.

No Capitulo 2, além dos aspectos citados acima, faremos as devidas
consideracdes tedricas, procurando fundamentar a nossa pesquisa. De um lado, a parte
de nossa pesquisa que envolveu a criacdo das atividades, se fundamenta no trabalho
de Mariotti (2001), que enfoca as constru¢gées geométricas no Cabri como um campo de
experiéncia para a aprendizagem da prova. De outro lado, para a analise das
atividades, nos baseamos nos trabalhos de Balacheff (1987,1988), que versam sobre
processos de prova e situag¢des de validagao, ou seja, sobre a categorizacéo de provas
(empirica e conceitual). Este capitulo também apresenta as questées de pesquisa a

serem investigadas.

Quanto as questdes metodoldgicas, bem como todo o processo envolvendo o
design das atividades que compuseram a presente pesquisa, isto sera tratado no
Capitulo 3. Este traz as informacdes referentes a elaboracao, descrigdo, comentarios e
resolugdo das atividades pretendidas para serem aplicadas/realizadas. A metodologia
empregada se baseia nos experimentos de ensino, de Kelly e Lesh (2000). Trata-se de

um tipo de metodologia baseada em design.

A anadlise de todas as atividades desta pesquisa sera objeto de estudo do
Capitulo 4, no qual lancaremos mé&o da teoria de Balacheff, sobre classificagdo de
provas, ou seja, serao analisadas as produg¢des matematicas dos aprendizes:
construgdo, descricdo e justificativas. Finalmente, no Capitulo 5, apresentaremos os
principais resultados obtidos nesta pesquisa, bem como responderemos as duas

questdes investigadas.



CAPIiTULO 1

Um Panorama da Geometria

1.1 Introdugao

Desde o momento em que o homem adquiriu um grau razoavel de civilizagao,
eis que comecgou a interessar-se por problemas de medidas de comprimentos, de
areas etc e, desta forma, se viu obrigado a comparar distancias e a determinar as
dimensdes dos corpos que o rodeavam. Conjectura-se que tenha sido isto a origem
da geometria. Por exemplo, egipcios, assirios e babildnios ja conheciam as
principais figuras geométricas, bem como as no¢des de angulo que usavam na
medicéo de areas e na Astronomia. Primeiro, com uma geometria intuitiva, passando
em “seguida” a uma geometria cientifica e desta, para o que temos na atualidade,

que é, entre tantas outras, uma geometria demonstrativa.

Discutiremos neste capitulo um pouco de histéria da matematica. E dentro da
histéria da matematica, focaremos atengédo um pouco na forma como a matematica
foi sendo construida ao longo dos séculos. Ou melhor, dissertaremos um pouco

sobre geometria, raciocinio dedutivo e demonstragdo em matematica.

1.2 As Etapas da Geometria

Como um dos focos deste trabalho estd na histéria da matematica, se faz
necessario desenvolver algumas idéias sobre esta histéria e, em particular, sobre a

historia da geometria.

1.2.1 Geometria Subconsciente

Uma das necessidades mais basicas do ser humano é a alimentagéo e para
consegui-la os homens criam, se adaptam a novas situagdes, se relacionam uns
com os outros, etc. Essa busca pela sobrevivéncia tem sido assim desde os tempos

mais remotos.



Desde o inicio dos tempos, devido as necessidades dos homens na sua
caminhada pela sobrevivéncia, técnicas foram sendo criadas e assim incorporadas
ao montante dos conhecimentos ja existentes. Por outro lado, pela observacédo dos
fatos e coisas a sua volta, surgia a necessidade de organizacdo e ocupagdo do
espaco fisico habitado; concomitante a isto, uma das primeiras no¢cées geométricas

que se desenvolveram no homem primitivo foi a de distancia.

Todos os povos do mundo desenvolveram e desenvolvem conhecimentos
geométricos. Basta lembrarmos das pinturas rupestres nas cavernas, feitas pelos
primitivos cacgadores da idade da pedra. Esses desenhos nos mostram que ja nos
homens primitivos as nogbes de forma, tamanho e proporgéo estavam presentes (e
inter-relacionadas). Portanto, ja manifestavam aquilo a que podemos chamar de

‘geometria subconsciente”. Para Eves (1992):

As primeiras consideragdes que o homem fez a respeito da geometria séo,
inquestionavelmente, muito antigas. Parecem ter se originado de simples
observagbes provenientes da capacidade humana de reconhecer
configuragbes fisicas, comparar formas e tamanhos.(p.1)

Os conhecimentos matematicos e/ou geométricos vao surgindo como uma
necessidade vital de adaptagdo do homem ao meio em que vive. Por exemplo, da
necessidade de demarcar a terra emergiu a no¢do de figuras geométricas simples
(retdngulos, quadrados, triangulos); com as construgcbes de casas e muros, teriam

surgido as nog¢des de vertical, horizontal, paralela e perpendicular.

Pela observacéo das formas da natureza, como troncos de arvores, folhas,
pétalas de flores, o sol, a lua; certos fenbmenos naturais, como o arco-iris e 0s
furacdes, tudo isso e muito mais teriam conduzido o homem as primeiras no¢des de
curvas, superficies e sdélidos. As primeiras confec¢des de cestos, de recipientes de

barro ou de ceréamica teriam levado o homem a formar a nogéo de volume.

O conjunto das artes e das técnicas criadas nos tempos primitivos € o que
podemos chamar de “geometria subconsciente” ou primitiva. O que
fundamentalmente caracteriza essa etapa da geometria, entre outros fatores, é o

fato dela s6 levar em conta questdes concretas, de forma que o saber geométrico



era traduzido num montante desconexo de nogdes geométricas sobre o espago
fisico. Mas esse conjunto é que veio a preparar o terreno para uma etapa posterior

do conhecimento geomeétrico.

1.2.2 Geometria Cientifica

Nao se sabe ao certo quando e nem como se deu a passagem da geometria
subconsciente a uma forma de geometria superior. Conjectura-se que, mais tarde,
apO6s a etapa subconsciente, estava o homem em condi¢gdes (devido a sua
inteligéncia) de relacionar entre si observagbes geométricas que, apesar de
particulares, tinham em comum propriedades subjacentes. Isto quer dizer,
essencialmente, que o homem desse estagio comegou a “abstrair’ relagbes dos

objetos que observava e, por assim dizer, a tirar conclusdes acerca dessas relacdes.

E nessa etapa da geometria, & qual dar-se o nome de geometria cientifica,
que surgem as primeiras elaboragdes intelectuais de fatos longamente observados,
ou seja, vao emergindo pouco a pouco leis geométricas. Por exemplo, a bem
conhecida constante resultante da razdo entre o comprimento e o didametro de uma
circunferéncia pode ter sido percebida (descoberta) a partir de processos

envolvendo mensuragéo pratica (processos empiricos).

Domingues (1997) complementa:

Com isso tinha-se um processo geral para achar o comprimento de qualquer
contorno circular, independentemente de o medir diretamente: bastava
multiplicar por essa constante o comprimento do didmetro. Essa questéo,
em particular, envolve duas outras,a saber, a da natureza dessa constante e
a de seu valor, questdes essas cuja abordagem requer um grau de
sofisticagdo que somente seria alcangado muitos séculos depois.(p.4)

Caracteriza esse nivel mais elevado do desenvolvimento da geometria o fato
de os métodos empregados lembrarem o método indutivo moderno, uma vez que
inducdo (observacdo de casos particulares), ensaio e erro eram 0s meios de
descobertas (EVES, 1992).



Temos nessa época a geometria como um conjunto de receitas praticas e
resultados de laboratério. Esses resultados — uns corretos, outros aproximados ou
mesmo errados —, diga-se de passagem, referem-se a areas, volumes e relagdes

entre varias figuras sugeridas por objetos fisicos.

Datam dessa fase as contribuicdes geométricas dos antigos egipcios e
babilénios, de acordo com relatos do historiador grego Herddoto, o qual escreveu
que a geometria teria surgido no Egito, a partir de questbes envolvendo a medigao
de terras'. Os conhecimentos matematicos desenvolvidos, tanto pelos egipcios
quanto pelos babilénios, constituiam verdades geométricas determinadas por
‘métodos indutivos”, ainda que bastante incipientes. Nessa fase, em geral, ndo havia

preocupacgao com qualquer justificativa ou demonstracao dos resultados obtidos.

1.2.3 Geometria Demonstrativa

By

Eudemo de Rhodes, que viveu a mesma época de Euclides (séc. Il a.C),
escreveu “uma historia da geometria grega”, abrangendo desde o seu inicio até 335
a.C; mas esta se perdeu. O filosofo neoplatdnico Proclus (410-485 d.C) teve acesso
a essa obra e no seu “Comentario sobre Euclides, Livro I’ encontramos um breve
relato sobre a obra de Eudemo, na verdade um sumario — o chamado “Sumario
eudemiano”. Neste relato Proclus afirma que “a geometria grega parece ter
comecado essencialmente com o trabalho de Tales de Mileto na primeira metade do
século VI a.C” (EVES, 2001, p.7).

Essa geometria grega a que nos referimos deve ser entendida como a
precursora da geometria demonstrativa que conhecemos hoje em dia. Além disso,

coloca-se Tales como o inaugurador dessa etapa do desenvolvimento geométrico.

Ainda de acordo com Eves (1992):

Os gregos insistram em que os fatos geométricos deviam ser
estabelecidos, ndao por procedimentos empiricos, mas por raciocinios
dedutivos; as verdades geométricas deviam ser obtidas no gabinete de
estudos, e ndo no laboratério. Em suma, os gregos transformaram a
geometria empirica, ou cientifica, dos egipcios e babilénios antigos no que
poderiamos chamar de geometria ‘sistematica’ ou ‘demonstrativa’. (p.7)

! Etimologicamente, geometria quer dizer “medida da terra”. E claro, entretanto, que esta acepgéo
remonta as origens; a geometria € muito mais que medigéo de terras.



1.2.4 As Origens do Raciocinio Dedutivo

Ha trés consideragdes que devemos fazer acerca das origens da matematica
demonstrativa. Em primeiro lugar, e segundo a tradicdo, € creditado a Tales de
Mileto (624 — 548 aC, aprox.), um dos sete sabios da Antigliidade, ter sido o iniciador
da geometria demonstrativa. Para Boyer (1996), “Tales foi freqientemente saudado
como o primeiro matematico verdadeiro — originador da organizagdo dedutiva da
geometria”. Sendo fato ou lenda, a questdo € que a tradigado tem sido persistente, e
a Tales é atribuida nada menos que a demonstragao dos cinco teoremas seguintes:
1) um angulo inscrito num semicirculo é reto; 2) um circulo é bissectado por um
didmetro; 3) os angulos da base de um tridngulo isGsceles sao iguais; 4) os pares de
angulos opostos formados por duas retas que se cortam sao iguais; e 5) se dois
tridangulos sdo tais que dois angulos e um lado de um s&o iguais respectivamente a

dois angulos e um lado de outro, entédo os triangulos sdo congruentes.

Uma segunda consideragéo sugere que a forma dedutiva tenha surgido mais
tarde, pelo inicio do século V a.C, com a descoberta dos segmentos
incomensuraveis?, o que é defendido por historiadores da matematica como Otto
Neugebauer. E por ultimo, uma terceira sugestdo é que esse aludido raciocinio
dedutivo tenha suas origens fora da matematica, a partir do florescimento, nas
cidades-estado gregas, da dialética e da logica, ramos do saber que tem a ver com
convencimento e base racional. Mas, de qualquer forma, € quase unanime a opiniao

de que a deducao tenha aparecido na Grécia.

Como ja fizemos referéncia a Tales de Mileto, que viveu por volta de 600 a.C,
avancemos para cerca de 300 a.C, época em que surge a obra mais marcante das

matematicas, pelas maos de um grego chamado Euclides de Alexandria.

J§—1_

2 N3o se sabe ao certo se foi \/5 ou \/g ,O0U ainda, o segmento aureo



1.3 Sobre Euclides e seus “Elementos”

Na obra do matematico grego Euclides de Alexandria, escrita por volta de 300
a.C e intitulada Os Elementos, encontramos uma compilagéo de praticamente toda a
matematica produzida até entdo. Mas, € particularmente interessante ressaltar que,
como se pensa as vezes, Os Elementos nao formava um compéndio de todo o
conhecimento geométrico; era, sim, um texto que servia de introdugéo, cobrindo toda

a matematica elementar, ou seja:

v" Aritmética — no sentido de “teoria dos nimeros”;
v' Geometria sintética — de pontos, retas, planos e esferas; e

v' Algebra — ndo no sentido moderno, mas mais em roupagem geométrica.

O conteudo d’Os Elementos, como apresentado por Euclides, foi o primeiro
sistema de idéias desenvolvido pelo homem, a partir do qual umas poucas
afirmacgdes simples sdo admitidas sem demonstragdo e entdo utilizadas para se
provar outras mais complexas. E o que chamamos de um sistema dedutivo. Este
carater dedutivo, dado com énfase a geometria, veio a inspirar sabios das mais
diversas areas do conhecimento humano a organizarem suas idéias da mesma
forma como esta nos Elementos. O “Principia’, de Newton, em que ele tenta
apresentar a fisica como um sistema dedutivo, e a “Etica’, de Espinosa, séo sbé

alguns exemplos.

Prossigamos dando mais alguns detalhes sobre Os Elementos. O que segue

€ um resumo do conteudo dos treze livros (ou capitulos) desta obra:

v' Livro I: Construgbes elementares, teoremas de congruéncias, areas de
poligonos, teoremas de Pitagoras;

Livro II: Algebra geométrica:;

Livro Ill: Geometria do circulo;

Livro IV. Construgéo de certos poligonos regulares;

Livro V: A teoria das proporgdes de Eudoxo;

Livro VI: Figuras semelhantes;

I N N NN

Livro VII-IX: Teoria dos nimeros;



v Livro X: Classificagdo de certos irracionais ou incomensuraveis(Teaetetus);

<\

Livro XI: Geometria no espacgo, volumes simples;
v Livro XIlI: Areas e volumes achados pelo “método da exaustdo” (integragéo)
de Eudoxo; e

v" Livro XllI: Construgéo dos cinco sélidos regulares (AABOE, 2002).

Como se observa pela descricdo anterior, os seis primeiros livros versam
sobre geometria plana elementar. A titulo de exemplo, boa parte das proposi¢des do
Livro | nos é apresentada em qualquer curso da escola secundaria, como o0s
teoremas “familiares” sobre congruéncia de triangulos, propriedades das retas
paralelas, construgdes simples com régua e compasso, entre outros. E vale enfatizar
ainda que o Livro | termina com a demonstragédo do teorema de Pitagoras e sua

reciproca.

Euclides, de cuja vida pouco sabemos, viveu em Alexandria no final do século
lll a.C, portanto, pouco antes de Arquimedes (287-212 aC) e de Apolonio (262-190
a.C). Esta monumental obra, composta por 13 livros (ou capitulos), ndo expde
somente o bé-a-ba das matematicas; vai muito mais além: “... o principal mérito d’'Os
Elementos é apresentar a totalidade dos conhecimentos segundo uma organizagao
dedutiva e unificada, axiomatica, como se diz hoje”(BARTHELEMY, 1999, p.42.).
Além disso, o encadeamento ldgico-dedutivo € tdo consistente que sua obra
permaneceu imune as varias tentativas de mudangas feitas ao longo de vinte
séculos de evolugdo. Mas a partir do século XIX, com as muitas investidas de
matematicos em tentar provar o quinto postulado (que sempre causou desconforto
aos matematicos desde a Antiguidade), acabam por surgir as Geometrias Nao-

Euclidianas : a Geometria Hiperbdlica e a Geometria Eliptica *(ver adiante).

A obra de Euclides tornou-se um classico, e ndo s6 em seu tempo: Depois da
Biblia, € um dos maiores best-sellers de todos os tempos. Mais de 1000 edigbes
desta obra ja foram publicadas desde que a imprensa foi inventada. Muito do que

estudamos hoje em dia é heranga, direta ou indiretamente, d’Os Elementos.

® Na Geometria Hiperbdlica, o quinto postulado é substituido pelo que afirma que “por um ponto dado
P, fora de uma reta r, existe mais de uma paralela a reta dada”. Ja na Geometria Eliptica, postula-se
que nao existe nenhuma paralela. (COUTINHO, 1989, p.27)



O fato de termos mencionado Euclides e seus Elementos tem uma
explicagédo: a de que Euclides, como professor, fez diversas demonstra¢cdes em seu
trabalho, como por exemplo, uma demonstracdo do teorema de Pitagoras, bastante
engenhosa, ou entdo, a de que existem infinitos numeros primos. Ora, como a maior
parte de nossa pesquisa esta relacionada com a tematica das demonstracées em
geometria, o interesse pela obra de Euclides fica justificado. A seguir, daremos uma

idéia inicial do que sera investigado em nossa pesquisa.

Iniciaremos nossa discussao sobre prova fazendo uma breve retrospectiva do
chamado quinto postulado, o postulado das paralelas, por entendermos que este foi
uma das alavancas para o desenvolvimento de idéias matematicas fecundas, que
culminaram no aparecimento de novas geometrias, as chamadas geometrias nao-

euclidianas.

1.4 O Postulado das Paralelas e as Geometrias Nao-Euclidianas

Nos topicos anteriores tratamos de questdes relacionadas ao
desenvolvimento da geometria, a partir dos Elementos de Euclides, que foi o
primeiro € o mais influente sistema dedutivo na historia da matematica. As sementes
plantadas pelo trabalho de Euclides tém influenciado centenas de cientistas e
matematicos desde 2300 anos atras: as sementes de um sistema axiomatico-
dedutivo. Isso estd de acordo com Greenberg (1997), que enfatiza o método
axiomatico dos Elementos como protoétipo do que hoje se chama “matematica pura”,
no sentido de “pensamento puro”, ou melhor, sem o uso de experimentos fisicos

para a sua comprovagao, mas apenas através da exatidao do raciocinio utilizado.

Segundo Vaz (2003), se se pretende afirmar que algo € correto usando o

método axiomatico, duas condigbes devem ser satisfeitas:

1) Aceitagdo de certas afirmag¢des chamadas “axiomas” ou “postulados”
sem qualquer justificagao; e

2) Acordo sobre como e onde uma afirmacgao “deriva logicamente” de outra,
ou seja, um acordo sobre certas regras de raciocinio.” (VAZ, 2003, p.21)



Esta autora ainda nos conta que a pretensao de Euclides nos seus Elementos
era que toda a sua geometria derivasse de apenas cinco postulados, o que nao
ocorreu, pois como se percebeu em estudos posteriores, “a primeira proposicéo do
livro primeiro mostra claramente que os axiomas de Euclides ndo sdo completos”
(AABOE, 2002, p.56). Pede esta proposi¢ao que se construa um tridngulo equilatero
com a medida do lado. Uma construgcéo elementar, inclusive que pode ser feita
apenas com o compasso. Porém, nada ha nos axiomas que nos assegure a
existéncia de um ponto comum entre dois arcos de circunferéncia, o que mostra a

incompletude dos axiomas de Euclides.

Euclides baseou a sua geometria em 10 axiomas separados em dois grupos:
cinco foram classificados como “no¢gdes comuns” e os outros como “postulados”. A
distingdo entre eles ndo é bem clara. As nogbes comuns parecem ter sido
consideradas como hipéteses aceitaveis a todas as ciéncias ou a todas as pessoas
inteligentes; ja os postulados eram considerados como hipo6teses caracteristicas da
geometria (BARBOSA, 2001).

Nao é possivel precisar quais afirmacbdes Euclides assumiu como seus
postulados e axiomas nem, muito menos, quantos ele empregou, devido as
mudancgas e acréscimos em edigdes posteriores dos Elementos. A maioria dos
matematicos gregos fazia distincdo entre postulado e axioma. Na matematica

moderna nao é feita distingdo alguma entre ambos.

1.4.1 Postulados e axiomas na Obra de Euclides

Os cinco axiomas (no¢des comuns) sao:
= A1) Coisas iguais a mesma coisa sao iguais entre si.
» A2) Adicionando-se iguais a iguais, as somas sao iguais.
= A3) Subtraindo-se iguais de iguais, as diferengas s&o iguais.
= A4) Coisas que coincidem uma com a outra sdo iguais entre si.

= A5) O todo é maior do que a parte.

Os cinco postulados séao:

= P1)E possivel tracar uma reta de um ponto qualquer a outro ponto qualquer.
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P2) E possivel prolongar uma reta finita indefinidamente em linha reta.

P3) E possivel descrever um circulo com qualquer centro e qualquer raio.

P4) Todos os angulos retos s&o iguais entre si.

P5) Se uma reta, interceptando duas outras retas forma angulos interiores do
mesmo lado menores do que dois angulos retos, entdo as duas retas, caso
prolongadas indefinidamente, se encontram do mesmo lado em que os

angulos sao menores do que dois retos. Veja a Fig. 1.1 abaixo.

N

Figura 1.1 - Postulado das paralelas

A questdo é que o quinto postulado (acima), desde Euclides, ndo parecia

auto-evidente* como os quatro primeiros, procurando-se substitui-lo por um outro

equivalente, e das muitas alternativas propostas, a mais comumente utilizada deve-

se ao fisico e matematico escocés John Playfair. Este substituto para o postulado

das paralelas (como € chamado o quinto postulado), ja fora formulado no século V

d.C por Proclus. Playfair, que em 1795 publicou seus Elementos de Geometria, deu

a seguinte faceta ao postulado das paralelas: “Por um ponto fora de uma reta pode-

se tracar uma unica paralela a reta dada” (EVES, 1992).

———————————————————————————

rjifr

Figura 1.2 - Substituto do Quinto Postulado

* Isto quer dizer muitos matematicos, até o século XIX, tentaram deduzir este postulado como
conseqliéncia dos quatro primeiros.
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Muitas descobertas e o surgimento de novas teorias nas matematicas sao
particularmente interessantes. Foi o0 que aconteceu quando matematicos
(especialmente os gebmetras) de varias geragdes tentaram deduzir como um
teorema o postulado das paralelas a partir dos quatro primeiros. Muitos foram os
esforcos e as investigagdes para “solucionar’ este problema, mas muito mais
importantes foram os frutos de tais investigagdes, pois apesar de ter sido provado
que o quinto postulado é independente dos demais, essas pesquisas foram o motor
propulsor, culminando em alguns dos desenvolvimentos de maior alcance da

matematica contemporanea.

Entre os matematicos mais particularmente importantes que se empenharam
em “provar” o 5° postulado, estdo G. Saccheri em 1733, J. H. Lambert e Adrien M.

Legendre:

Cada um desses homens tentou instituir uma reductio ad absurdum,
produzindo uma contradicdo sob a hipétese de alguma negagéo de algum
equivalente do postulado das paralelas. Embora seus esforgos tenham
falhado, todos trouxeram a luz varias conseqiiéncias reconhecidas hoje
como teoremas importantes de uma geometria ndo-euclidiana. (EVES,
1992, p.21)

Os préximos matematicos a se debrugcarem sobre o assunto foram,
destacadamente, K. F. Gauss (1777-1855), N. |. Lobachevsky (1793-1856) e J.
Bolyai (1802-1860), que de fato foram os primeiros a suspeitar e até anunciar a
impossibilidade de obter uma contradicao sob umas das nega¢des do postulado das
paralelas. O que fizeram foi focar atengdo na forma de Playfair do postulado das
paralelas, analisando trés possibilidades: dada uma reta e um ponto fora dela, pode-
se tragar mais que uma reta, exatamente uma ou nenhuma paralela a reta dada. O
terceiro caso é descartado, bastando assumir tacitamente — como o fazia Euclides —
a infinitude da reta; a nenhuma contradi¢gdo se chegou sobre o primeiro caso, apesar
de inumeras investigacdes; finalmente, cedo ou tarde, cada um deles comecgou a
desconfiar de que contradicdo alguma poderia haver e também de que a geometria
resultante, mesmo que muito distinta da euclidiana, era tdo consistente quanto esta.
E entdo que comecam a surgir as geometrias ndo-euclidianas: uma bela criacdo de
matematicos, como resultado de incansaveis investigacdes sobre aquelas coisas

duvidosas e inalcancaveis.
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Somente na segunda metade do séc XIX, de forma definitiva e inquestionavel,
foram dadas provas da consisténcia da geometria ndo-euclidiana e,
consequentemente, a independéncia do postulado das paralelas em relagdo aos
outros postulados da geometria euclidiana foi comprovada. Esses feitos
monumentais para a matematica devemos principalmente a Beltrami, Klein e
Poincaré. E o método consistia, ainda de acordo com Eves, em construir um modelo
em que a geometria ndo-euclidiana tivesse uma interpretacédo como parte do espaco
euclidiano e entédo, se houvesse uma inconsisténcia na geometria n&o-euclidiana, o
mesmo ocorreria, correspondentemente, na geometria euclidiana. No préximo tépico
exporemos algumas idéias sobre a demonstragédo na matematica, fazendo antes um

breve relato de seus primérdios, desde aproximadamente 600 anos antes de Cristo.

Nosso trabalho tem por preocupagdo abordar as demonstracbes em
matematica, particularmente na geometria, onde atacaremos a problematica das
construcbes geométricas e sua fundamentacdo nas propriedades da geometria
euclidiana, ou seja, trataremos o tema prova em torno das justificativas das
construgcées geomeétricas. Por isso, a nosso ver, é importante que fagamos um
retrospecto de alguns problemas histéricos, com destaque para os trés problemas
classicos da antiguidade: o da quadratura do circulo, o da duplicagéo do cubo e, em
especial, o da trissec¢do de um angulo arbitrario, porque, como entendemos, tais
problemas estdo relacionados com as constru¢gdes geométricas com régua e
compasso. E uma outra justificativa é a seguinte: que as investidas de inumeros
matematicos por tentar solucionar estes problemas (apenas com régua e
compasso!) resultaram em muitas descobertas frutiferas, e isso aconteceu porque

persistentemente procuraram fazer apenas uma coisa: demonstragdes.
1.5 Os Trés Famosos Problemas da Antiguidade

Provavelmente nenhum outro problema exerceu um fascinio maior ou mais
duradouro do que aquele de construir um quadrado cuja area seja a mesma de um
circulo dado. Este problema é o da quadratura do circulo. Segundo Eves(2004,
p.140), “ja em 1800 a.C, os egipcios haviam ‘resolvido’ o problema, tomando o lado

do quadrado igual a 8/9 do diametro do circulo dado”. Como se vé&, uma aplicagao
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pratica® da ciéncia egipcia. Anaxagoras (c. 499 — ¢.427 a.C) — primariamente um
filbsofo da natureza mais que um matematico —, ocupou-se com uma tentativa de
quadrar o circulo, mas nao se sabe exatamente em que ele contribuiu. Fora o fato de
que este problema iria fascinar inUmeros matematicos por mais de 2000 anos, “nao
ha outros detalhes quanto a natureza do problema ou as regras que o condicionam,
sendo que mais tarde ficou entendido que o quadrado procurado, de area
exatamente igual a do circulo, deveria ser construido s6 com régua e compasso”
(BOYER, 1996, p.44). Aqui temos um tipo de matematica bem diferente da dos
egipcios e babilénios: Nao se trata de uma aplicacao pratica do mundo dos numeros
a uma experiéncia comum, mas de uma questéo tedrica que envolve uma diferenca
clara entre bom grau de aproximacgao e exatiddo de pensamento.

O problema da duplicagdo do cubo — aquele de construir com régua e
compasso apenas, a aresta de um cubo cujo volume seja o dobro de um cubo dado
— € um dos mais intrigantes de toda a histéria da matematica, e sua origem esta
relacionada com lendas mitolégicas. Conta-se que por volta de 427 aC (ano da
peste, que matou em torno de um quarto da populacdo de Atenas) formou-se uma
delegacdo e que esta foi enviada ao oraculo de Apolo, em Delos®, para saber
como a tal peste poderia ser combatida, ao que o oraculo lhes respondeu que
deveriam dobrar o altar cubico de Apolo. Obedientemente, dobraram as dimensbes
do altar, com o que conseguiram multiplicar por oito o seu volume, e nao duplica-lo,
como pedira o oraculo. A soluc;éo7 € encontrada com o uso de cOnicas: a partir de
um cubo de aresta x, que tem por volume x°, se quisermos um novo cubo, de aresta

y, que tenha duas vezes o volume do primeiro, basta que fagcamos y* = 2.x°, donde a

aresta procurada sera y = x.3/2 . Outra forma de duplicar o cubo usa a teoria das

propor¢cdes de Eudoxo: Parte-se de dois segmentos de reta medindo s e 2s e forma-

~ s x y R ~
se a proporgao dupla —=—= 57 que leva as duas relagdes
X S

y

2
d
® Para a area do circulo, os egipcios aplicavam a formula (d _5 , 0 que conduzia a um valor de

2
8 256
7 de 256/81 = 3,1605 (STRUIK, 1986,p.55). Ou, 0 que da no mesmo, (5-2rj = H-rz .

® Dai o problema da duplicagéo do cubo ser comumente chamado “deliano” ou “délico” .(observagao
nossa)

A solugdo nao esta no uso de nossa notagdo moderna (como se pensa as vezes), mas sim no uso
de cdnicas (que n&o era permitido).
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L i:21, ou seja, x’ =sy e y° =2sx, donde tirando y na primeira e
Y Yy S

X

levando-o a segunda equacgao, encontramos

2

2
[x_j =2sx, x' =25’x, x° =25 e, portanto, x:S%/E.
S

Um terceiro problema comecgara a circular a esta mesma época em Atenas.
Era o problema da trisseccdo do dngulo. Seu enunciado é o seguinte: dado um
angulo arbitrario, pede-se construir com régua (néo graduada) e compasso, um outro
angulo igual a um tergco do angulo dado. Sabe-se que Arquimedes tri-seccionava um
angulo arbitrario usando a seguinte construcao (ver Figura 1.3): dado o angulo COD
= X, traca-se um semicirculo de centro O e raio r que corte em C o lado OC.
Marcam-se sobre a régua os pontos A e B, distando r. Agora, desliza-se a régua,
mantendo A sobre o prolongamento de OD e B sobre o semicirculo, de maneira que

a régua passe por C, obtendo entdo o angulo CAD = y. Exatamente nesta posicao
tem-se y =§' Para se chegar a este resultado, primeiro observamos que o triangulo

ABO ¢ isésceles, com AB = BO e portanto, m(<BOE) = m(<EAB) =y (propriedade do
tridangulo isésceles). Agora, observemos que m(<CBO) =y + y = 2y (propriedade do
angulo externo); de forma que o triangulo OBC ¢ isésceles, pois OB = OC =r, 0 que

acarreta m(<OBC) = m(<OCB) = 2y. Finalmente, como x & angulo externo do
triangulo OAC, vem que x =y + 2y, x = 3y e, por conseguinte, y =§ . Observe-se

que nesta “construgdo” é necessario o uso de medidas.

Figura 1.3 — Trissec¢ao de um angulo arbitrario

Quando a régua nao possui escalas, o problema da trisseccdo € de maneira

geral impossivel, conforme serd mostrado mais adiante.
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A importancia dos trés problemas famosos da antiguidade, os chamados
problemas classicos, esta no fato de que muito do esforgo dispendido para se
resolver esses problemas resultou em muitas descobertas frutiferas, o que veio a
influenciar fortemente a geometria grega. Podemos citar as secgbes codnicas,
diversas curvas cubicas e quarticas e varias curvas transcendentes, conforme
relatado em Eves (2004, p.134). Boa parte da matematica grega e muito do que
apareceu posteriormente em pesquisas matematicas e até na fisica, se deveu aos

esforgcos para atingir objetivos inalcancaveis.

No século XIX, portanto mais de 22 séculos depois de os trés problemas
terem sido concebidos, seria provada a impossibilidade de que os mesmos
pudessem ser solucionados apenas com régua (ndo-graduada) e compasso. Mas a
possibilidade de os resolver por métodos aproximados, como exemplificamos acima,
grande estimulo deu a matematica, notadamente no tocante a criagdo de novas
teorias. E por isso que os esforcos ininterruptos para dar cabo dos trés problemas da
Antiguidade ilustram o valor heuristico de problemas matematicos atraentes nao

resolvidos.

1.6 Os Instrumentos Euclidianos

E muito importante que sejamos claros quanto ao que é permitido fazer com a
régua e o compasso. Com a régua permite-se tracar uma reta de comprimento
indefinido, passando por dois pontos distintos dados. Com o compasso, é permitido
tracar uma circunferéncia com centro num ponto dado, passando por um segundo
ponto qualquer dado. O tragcado de constru¢gdes com régua e compasso, encarado
como um jogo em que se obedecem as duas regras referidas, provou ser um dos
jogos mais fascinantes e absorventes jamais inventados (EVES, 2004, p.134). E de
surpreender a gama de construgcdes realmente dificeis que se podem realizar dessa
maneira (com esses instrumentos). Portanto, é dificil crer que os trés problemas

classicos da antiguidade néo possam ser resolvidos por esses meios modernos.

Uma vez que os postulados dos Elementos de Euclides limitam o uso da
régua e do compasso de acordo com regras dadas acima, esses instrumentos,

assim utilizados, ficaram conhecidos como instrumentos euclidianos. A limitagao diz
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respeito ao seguinte. A régua ndo tem escalas® (ndo é graduada) e o compasso de
Euclides, também chamado de compasso dobradigog, difere do compasso moderno,
na medida em que com este é permitido tragar um circulo com centro num ponto
qualquer e tendo como raio um segmento AB qualquer, ou seja, com 0 compasso

moderno permite-se efetuar o transporte de segmentos.

Poderia se pensar, no entanto, que o compasso moderno € muito mais
poderoso que o compasso euclidiano. Mas isso n&o é o que ocorre. De fato, como
sera mostrado, toda construgdo efetuada com o compasso moderno pode também
ser efetuada com o compasso euclidiano (eventualmente com um numero maior de

operagdes). Dito de outra forma: esses dois instrumentos s&o equivalentes.

Para provar a equivaléncia entre compasso moderno e compasso euclidiano
usa-se a idéia de transporte de segmentos. A este respeito alguns comentarios de

Sousa (2005) nos parecem oportunos:

Ao falarmos em construgbes com régua ndo graduada e compasso
estamos a referir-nos aos trés primeiros postulados dos Elementos de
Euclides. Estes postulados sdo a base destas construgdes, muitas vezes
designadas por construgdes euclidianas. Nos Elementos de Euclides nio se
menciona 0 compasso ou quaisquer outros instrumentos, Euclides
simplesmente assume que linhas rectas podem ser construidas dados dois
pontos, e que uma circunferéncia pode ser construida dado o seu centro e
passando por um outro ponto. A régua néo tem propriedades métricas e o
compasso € de pontas "caidas" (contrariamente ao nosso "compasso
moderno" que é de pontas fixas) e assim a possibilidade de transposi¢éo de
comprimentos €, obrigatoriamente, assegurada por Elementos |, 2. (SOUSA,
2005)

A construcdo'® — que faz uso de retas e circunferéncias -- e a prova seréo

dadas na sequéncia.

Dados um ponto A e um segmento BC, construir um ponto F tal que AF = BC.

® Lembremos que, com uma régua com escalas, é possivel trissectar um angulo.

° Com este compasso ndo é possivel transportar segmentos, pois seus bragos se fecham logo que
uma de suas pontas é tirada do papel.

" Em Alves (1991), usa-se o compasso apenas para transportar segmentos. A prova, neste caso,
apresenta pequenas variagdes.
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Figura 1.4 Transporte de segmentos (Equivaléncia de compassos)

Passos da construgéo:

Dados um ponto A e um segmento BC,

v
v

Unem-se os pontos A e B (Postulado 1);

Construimos o triangulo equildtero ABD (Proposicdo 1'"), onde D é
interseccédo das circunferéncias (A, AB) e (B, BA), de acordo com a figura
acima;

Construimos a circunferéncia de centro B e raio BC (Postulado 3);
Prolongamos o segmento DB (Postulado 2) até encontrar a circunferéncia (B,
BC) no ponto E;

Construimos a circunferéncia de centro D e raio DE (pelo Postulado 3);

Prolongamos DA (Postulado 2), que encontra a circunferéncia (D, DE) em F.

Entao, F é o ponto pretendido.

Prova: Temos que DF = DE (pela definigcdo 1512) e que DA = DB (por

construcao). Dai resulta que AF = BE (pelo Axioma 3). Mas como, pela Definicéo
15, BC = BE, segue o resultado AF = BC (Axioma 1).

" Esta proposicéo é a que pede para construir um tridngulo equilatero, dada a medida do lado
gsegmento de reta).

? Esta diz respeito a definicdo de circulo. Um circulo € uma figura plana fechada por uma s6 linha (a
qual se chama periferia ou circunferéncia), de forma que todos os segmentos conduzidos a ela de um
ponto existente dentro da figura s&o iguais entre si. Este ponto se chama centro do circulo.
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Os postulados e os axiomas citados na descricdo e prova anterior sdo aqueles

que constam na sessao 1.4.1 (p.9-10).

1.6.1 Construgoes Euclidianas

O uso da régua nao-graduada e do compasso é permitido nas constru¢des
geométricas, sendo que as unicas operacbes possiveis de serem efetuadas com
estes dois instrumentos sao:

v' Assinalar um ponto, ou arbitrario, ou completamente arbitrario, mas sobre
uma figura ja desenhada;

v Tragar uma reta, ou arbitraria, ou completamente arbitraria, mas passando por
um ponto conhecido;

v Tracgar a reta que passa por dois pontos conhecidos;

v Tragar uma circunferéncia de centro e raio, ou ambos arbitrarios, ou um deles

conhecido e o outro arbitrario; e

v' Tracar uma circunferéncia de centro conhecido, conhecendo também ou o
seu raio ou um de seus pontos.

Uma construgcdo que possa ser executada com um numero finito das
operagbes acima chamar-se-a construgdo euclidiana. Conseqientemente, nas
constru¢des euclidianas os pontos sao obtidos de trés maneiras, como intersecc¢des
de:

v Duas retas;
v Duas circunferéncias; e

v" Uma reta com uma circunferéncia.

1.6.2 Construgoes Geométricas

Problemas envolvendo construgdes geométricas sempre ocuparam lugar de
destaque na geometria, além de terem importancia teérica fundamental. Passemos a
algumas considerag¢des sobre as construgdes geomeétricas em seus aspectos gerais.
Por uma construgcao geométrica devemos entender um problema do seguinte tipo: a
partir de elementos dados ou prontamente construidos (pontos, retas, circulos,
angulos) outros elementos podem ser derivados, de acordo com as regras

seguintes, com base em Breidenbach & Siss (1983; p.198-237):
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v" Apenas certos instrumentos bem-definidos podem ser usados em cada caso;
v Cada um dos instrumentos pode ser usado apenas de uma forma pré-
determinada; e

v A construgdo deve acabar em um numero finito de passos.

Qualquer construcao geométrica com régua e compasso obedece a uma
seqléncia de etapas bem caracteristica e pode envolver ao menos uma das etapas
seguintes: (a) unir dois pontos por uma reta; (b) achar o ponto de interseccao de
duas retas; (c) desenhar um circulo com um raio dado em torno de um ponto; (d)
encontrar os pontos de interseccédo entre dois circulos ou entre um circulo e uma
reta. Uma construgdo geométrica consiste, portanto, em encontrar elementos que

podem ser pontos, retas ou circulos.

Os esforgos de geracbes e geragdes de matematicos por resolver os trés
problemas classicos da antiguidade resultaram no desenvolvimento de novas idéias,
novas teorias e novos procedimentos, a exemplo do que ocorre quando se quer
provar a impossibilidade da trisseccdo de um angulo arbitrario apenas com régua
(sem escalas) e compasso. A questdo central aqui é que os matematicos tiveram
que mudar de foco, passando entdo a considerar a seguinte questdo, apontada em
Courant & Robbins (2000): “Como é possivel provar que certos problemas nao
podem ser resolvidos?”. Tiveram que concentrar esforgcos num “casamento” da
geometria com a algebra, na medida em que foi necessario traduzir problemas
geométricos para a linguagem da algebra. Vamos agora dar uma idéia resumida de
como este procedimento funciona: um elemento x € procurado a partir de outros
elementos a, b, c,... e entdo o que se tem de fazer € primeiro encontrar uma
equacdo que relacione x com as quantidades a,b,c,... dadas; em seguida,
encontramos x resolvendo esta equacao para, finalmente determinarmos se esta
solucdo pode ser obtida por processos algébricos que correspondam a processos

geomeétricos.

Para ilustrar o que foi dito acima, consideremos o problema de achar a média
geométrica entre a e b. Neste caso, a quantidade x procurada € obtida a partir dos

segmentos dados a e b, e devido a semelhanga dos tridngulos ABE e EBC
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formamos a equacéo ﬁ:%, da qual tiramos x=+/a.b . De fato, a solugdo algébrica
X

obtida corresponde a construgdo geométrica indicada na figura abaixo.

AABE~AEBC

> =

A M

Figura 1.5 — Construcao da média geométricaentrea e b

Nesta situacdo, o que se vé € um problema algébrico com solugdo no campo
real ser solucionado de forma correspondente no campo geométrico por meio de

uma constru¢do com régua e compasso.

Vamos, mais uma vez, nos reportar ao problema da trissecgdo do angulo. A
prova de que a trissecgdo do angulo é de maneira geral impossivel usa a idéia

simples de considerar um angulo ¢ dado por seu co-seno, digamos cosfd = g, e
. 0
desta forma o problema consiste em encontrar o co-seno de 3 que como sabemos

esta relacionado com o de @ pela identidade trigonométrica

cosf =g = 4.cos3(§) - 3.COS(§),

ou seja, o problema de trissectar o angulo equivale a construir uma solucdo da
equacao cubica
47°-3z-g=0 (*).
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O que se tem de demonstrar € que a tri-sec¢gao do angulo nao pode ser
efetuada por um procedimento valido para todos os angulos. Para levar a prova a
efeito, basta tomar um angulo que n&o possa ser trissectado, pois um método geral
valido teria que cobrir cada exemplo individual, o que nao é possivel. De fato, a falta
de um método geral sera provada se pudermos demonstrar, por exemplo, que o

angulo de 60° ndo pode ser trissectado apenas com régua e compasso. Agora, do
fato de que g = cos 60° = %(13), a equacao (*) pode ser escrita:

82°-6z-1=0,

que é uma equacao cubica de coeficientes racionais que ndo possui qualquer raiz

racional'

. Um teorema importante nos assegura que a raiz desta equacao n&o pode
ser construida com régua e compasso: Se uma equag¢do cubica de coeficientes
racionais ndo tem raiz racional, nenhuma de suas raizes é construtivel a partir do
corpo dos racionais. Pode-se colocar esse resultado de forma mais geral,
escrevendo-se o0 seguinte: Se um dado numero real € construtivel, entdo ele é raiz
de um polinbmio a uma variavel com coeficientes racionais cujo grau € uma poténcia

de 2 (dois).

O fato de a equagdo 8z° — 6z - 1= 0 ser de grau 3 corresponde a
impossibilidade da tri-secgédo do angulo. O leitor pode encontrar os detalhes da
prova deste fato em Courant & Robbins (2000; p.164-167), que usa a teoria das
equacdes algébricas, em particular a das equacgdes cubicas. Resumindo, a questao
da construtibilidade de um numero deve ser enunciada assim: “um numero sera

construtivel somente se for algébrico, de grau igual a uma potencia de dois”.

¥Sea trissecgéo nao pode ser feita para um certo angulo, por exemplo, de 60°, entdo é impossivel
de maneira geral, exceto, é claro, para os casos de 90° e 180°, que sao facilmente trissectados

apenas com O compasso.

2

' Se uma equagao polinomial a x" +a, x" "' +a, ,x"+..+ax+a, =0 (a, #0) de

coeficientes inteiros, admite uma raiz racional p/q (onde p e g s&o inteiros primos entre sie g #0),
ent&o p é divisor de a, e q € divisor de a, . No caso da equagéo 8z° - 6z - 1= 0, teriamos pe{l,-1}e
qe{1, -1, 2,-2, 4, -4, 8, -8}. Assim, se esta equacao tiver alguma raiz, ela estara no conjunto

1 -11-11 -1
{1,—1,5,7,Z,T,§,?}. Fazendo a verificagao para os 8 elementos deste conjunto, constatamos
que nenhum deles é raiz da equagéo dada.
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Nossa intengdo ao mencionar esses fatos referentes aos problemas classicos
da antiguidade foi basicamente a seguinte: o fato de estarem ligados a problemas de
algebra e teoria dos numeros, além de, teoricamente, o assunto nos remeter ao

campo das construgdes geomeétricas com régua e compasso.

Enfim, convém ressaltar que as construgbes geométricas tém uma
importancia tedrica (e pratica) fundamental no ensino e aprendizagem de geometria,

além de representarem uma poderosa ferramenta nas investigacbes matematicas.

1.6.3 Construgoes geométricas com restricoes: Régua ou compasso apenas?

Que construgdes sao possiveis apenas com a régua? E que constru¢des sao
exequiveis apenas com o compasso? Muitos estudiosos se debrugaram sobre estas
questbes e € com base no trabalho dessas pessoas que daremos as devidas

respostas.

E sabido que o uso conjunto da régua e do compasso amplia
consideravelmente a gama de constru¢cdes que se pode realizar. Mas a restricdo a
um desses instrumentos constitui um ponto de interesse central nos problemas de
construgcées geomeétricas, como € o caso do que se pode construir apenas com a
régua. Neste caso, a auséncia do compasso €& uma restricdo real e muito
significativa, sendo que o estudo sistematico do que é possivel fazer usando
somente a régua nos leva a Geometria Projetiva (LEITE; 1983). Uma boa referéncia
para este assunto se encontra na obra intitulada Geometria do compasso ou de

geometria de Mascheroni, de Lisboa (1915).

As construgdes geométricas com meios limitados dizem respeito as restricbes
adicionais na escolha dos instrumentos a serem usados e/ou a maneira de acordo
com a qual devem ser usados. Certamente, umas dessas restricbes que mais
interessara ao nosso presente trabalho, € a de que a régua pode ser dispensada
nas construgbes geométricas. Ainda de acordo com Leite (1983; p.3), a restricao ao
uso da régua teve origem por razées de ordem pratica, com a dificuldade de se obter

réguas de boa qualidade e em vista disso, desenhistas e construtores dos primérdios
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do renascimento passaram a usar, sempre que possivel, o compasso em detrimento

da régua.

A limitagdo tradicional nos instrumentos usados para as construgdes
geométricas somente pelo compasso e pela régua remonta a antiguidade. De fato, a
geometria de Euclides (euclidiana) se fundamentou sobre as construgbes
geométricas cumpridas mediante o compasso e a régua (KOSTOVSKI, 1980, p.8).
Além disso, o compasso e a régua eram considerados equivalentes, ou seja, foi
completamente indiferente como se realizavam algumas constru¢des separadas — se
com a ajuda do compasso e da régua, por meio de um compasso ou de uma régua

somente.

Quanto ao uso apenas do compasso nas constru¢cdes geométricas, pode-se
afirmar que esta ferramenta tem sua importancia justificada por ser mais precisa que
a régua, sendo possivel construir, sem recorrer a régua, certas figuras como o
hexagono regular (e também o triangulo equilatero) e achar o simétrico de um ponto
(simetria central e axial). E por ser mais precisa, tinha aplicagdo imediata na
construcédo de certos instrumentos astrondmicos e gravacdes em placas metalicas
finas, que, segundo Kostovski (1980), teria sido [um outro] o motivo que veio a

estimular as investigagcdes das constru¢gdes geométricas somente com o compasso.

Continuemos. Poderiamos indagar: qual o interesse préprio das construcdes
apenas com o compasso? Uma resposta & devida ao professor José Paulo Q.

Carneiro:

Em primeiro lugar, devemos ressaltar que dentro da linha de ‘pureza’
procurada pelos gregos, o compasso €, sob um certo aspecto, mais nobre
que a régua, uma vez que nesta, somos obrigados a utilizar o seu ‘fio’, que
ja foge dos dois pontos iniciais que determinam a reta, isto é, os outros
pontos da reta sdo determinados pela régua, ‘plagiando um instrumento
fisico previamente construido, enquanto que o compasso € de fato um
instrumento baseado em apenas dois pontos, correspondentes a um centro
e um ponto de passagem, ou seja, 0 compasso acompanha mais de perto a
teoria. Por outro lado, deve ser observado que, justamente no final do
século XIX, com o uso cada vez maior dos motores de explosdo, passou a
interessar particularmente aos cientistas o problema de como transformar,
mecanicamente, um movimento circular em um movimento retilineo, o que
equivale, geometricamente, a construir retas s6 com o compasso. Neste
sentido, é particularmente interessante uma obra de 1877, intitulada ‘Como
desenhar uma linha reta: uma licdo sobre engrenagens’, do inglés A. B.
Kempke. (CARNEIRO, 2000, p.107)
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1.6.4 As Construgoes de Mohr-Mascheroni

As construgbes que fazem uso apenas de um compasso foram descobertas
por G. Mohr (1640-1697), um matematico dinamarqués que em 1672 publicou um
livro intitulado Euclides danicus’, no qual mostrou que toda construgdo ponto a
ponto que possa se realizar com régua e compasso pode ser realizada apenas
com o compasso (BOYER,1996). Mas, ainda segundo este autor, assim como
Lahire (1640-1718), Mohr ndo foi um matematico reconhecido em sua época. Tanto
€ assim que s6 em 1928 um exemplar de seu livro foi encontrado numa livraria de
Copenhagem (Dinamarca) pelo também dinamarqués Guelmslev e o que sabemos
hoje ser a geometria do compasso é devida, nao a Mohr, mas ao gebmetra e poeta
italiano Lorenzo Mascheroni (1750-1800), um professor da Universidade de Pavia,
que em 1797 publicou sua Geometria del compasso. Neste livro, segundo Eves
(2004), Mascheroni fez a fantastica descoberta de que todas as constru¢des
euclidianas, na medida em que os elementos dados e procurados sédo pontos,
podem ser feitas apenas com o compasso, demonstrando assim a superfluidade da
régua. Mas entenda-se que nado é possivel tracar (construir) uma reta com o
compasso; deve-se ter em mente uma reta como sendo determinada por dois de
seus pontos. Hoje em dia a geometria do compasso recebe o nome de geometria de
Mohr-Mascheroni e mais adiante daremos uma demonstracdo dos resultados

(teorema) de Mohr-Mascheroni.

Com relacao as construgbes utilizando-se apenas a régua, sabe-se que em
1822, Poncelet, inspirado pelo trabalho de Mascheroni, sugeriu que todas as
constru¢des euclidianas planas podem ser efetuadas com uma régua desde que

seja dada uma unica circunferéncia e seu centro.

Este teorema foi provado em 1833 por Steiner e é conhecido hoje por
Teorema de Poncelet-Steiner. Em outras palavras, o teorema diz que n&o se pode
na geometria euclidiana, dispensar totalmente o compasso, mas tendo usado este
para tracar uma circunferéncia e o seu centro, pode-se dai por diante dispensa-lo e

utilizar somente a régua. Em 1904, o italiano F. Severi foi muito mais além,

'* Euclides dinamarqués
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mostrando que é suficiente dispor de um arco de circunferéncia (por menor que seja)
e seu centro, a fim de cumprir todas as construgdes euclidianas com a régua

apenas.

A seguir enunciaremos o teorema que nos garante que a régua é supérflua

nas construcdes euclidianas.

1.7 Teorema de Mohr - Mascheroni

O enunciado do Teorema de Mohr-Mascheroni € o seguinte:

Todo ponto do plano obtido através de uma construgao euclidiana pode ser

obtido por uma construgao utilizando apenas o compasso.

A demonstracdo do teorema acima sera dada mostrando, primeiro, que é
possivel, apenas com o compasso, encontrar o ponto de intersecgao de duas retas
(n&o paralelas). Segundo, mostrando que o(s) ponto(s) de intersec¢cdo de uma reta
com uma circunferéncia (quando existirem) podem ser obtidos somente com o

compasso. O que sera feito demonstrando-se os lemas abaixo enunciados:

1.7.1 Lema 1|

Sejam A, B, C e D pontos distintos do plano tais que as retas AB e CD concorrem no
ponto X. Nestas condigbes, € possivel obter-se o ponto X por uma construgcéo

usando-se apenas 0 compasso.

1.7.2 Lema 2|

Seja C uma circunferéncia de centro O e raio R e A e B dois pontos do plano de C
tais que a reta AB intercepta a circunferéncia C. E possivel nestas condigbes
determinar os pontos M e N de interseccédo de C com a reta AB, utilizando-se

apenas 0 compasso.
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Passaremos, agora, a demonstracéo dos lemas.

1.7.3 Prova do Teorema

A prova dos lemas anteriormente enunciados sera feita através da resolucao
de 8 problemas e, assim, de maneira construtiva, ao final deles teremos
demonstrado o Teorema de Mohr-Mascheroni (FERREIRA'®, 2000; MASCHERONI,
1980; KOSTOVSKI, 1980).

Problema 1: Dados trés pontos A, B e C nao alinhados, achar o simétrico de C
em relagdo a reta AB .

Antes de solucionarmos este problema, vamos definir “ponto médio” e

“simetria axial”.

Definicdo 1) Ponto Médio: Dados os pontos A e B, chama-se ponto médio do

segmento AB o ponto M, colinear com A e B, tal que AM = MB.

A"_______'h ______ - B

Figura extra 1 — ponto médio

Definicdo 2) Ponto Simétrico (Simetria Axial): Dadas uma reta r e ponto P,define-se

simetria axial de eixo r como uma aplicacao que faz corresponder:

» a cada ponto da reta r esse mesmo ponto P;
» a cada ponto P nao pertencente a reta r, um ponto P', tal que r seja
perpendicular ao segmento PP’ pelo seu ponto médio. A reta r chama-se eixo

de simetria.

A principal referéncia para a demonstragéo deste resultado se baseia no trabalho de Shirley
Ferreira (Trabalho de Conclusao de Curso, sob orientagdo do professor Sérgio Alves)
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4

b ——— — g — — — —

Figura extra 2 — simetria axial

Passos da Construgéo:

v' construa a circunferéncia C1 de centro no ponto A passando pelo ponto C;
v construa a circunferéncia C, de centro no ponto B passando pelo ponto C;

v' tome C’ pertencente a intersecgéo de Cq e C; e tal que C#C’ ;

CI

C

Figura 1.6 — Construgao do simétrico de um ponto; simetria axial.

Justificativa:

Sabemos, por construcdo, que AC=AC’ e que BC=BC’. Como AB ¢ lado
comum aos triangulos ABC e ABC’, podemos dizer que eles sdo congruentes (pelo
caso LLL). Agora, seja M = ABNCC'. Os triangulos ACM e AC’'M s&o congruentes
pelo caso LAL, pois
AC = AC’ (raio) (L)

2 CAM= ~ C’AM ( por causa da congruéncia dos triangulos ABC e ABC’) (A)
AM = AM (lado comum) (L).

Conseqlientemente, temos CM = CM e ZCMA=./C'MA (devido a

congruéncia LAL acima). Além disso, como CMA+C'MA=180°, podemos concluir
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que CMA=C'MA=90° (pois se dois angulos sdo congruentes e a soma de suas
medidas € igual a dois angulos retos, entdo cada um deles mede 90°). Como

provamos que os triangulos AMC e AMC’ sdo congruentes e com angulos retos nos

vértices em M, concluimos que C’ é o simétrico de C em relagéo a reta AB.

Problema 2'": Dados os pontos A e B, achar o ponto C da reta AB tal que B
seja ponto médio do segmento AC . Generalize o exercicio para obter um

ponto C de tal forma que AC=mAB, m&N.

Passos da Construgéo:

v construa um tridngulo equilatero ABD de base AB
v'construa outro tridngulo equilatero BDE com E#A

v' com base BE construa o tridangulo equilatero BEC tal que C#D

Figura 1.7 — Construgao do simétrico de um ponto (simetria central).

Justificativa:

Sabemos que os tridngulos ABD e BDE séao equilateros, assim, AB=BD,
BD=BE e m(«£ABD) = 60°= m(«£ DBE). Da mesma forma, o ABEC é equilatero e,
assim, BE=BC=AB e m(«£ EBC) = 60°. Ou seja, como a soma dos 3 angulos no
vértice B é igual a dois angulos retos (angulo raso), os pontos A, B e C séao
colineares e como AB = BC = raio (por construcdo), temos que B é ponto médio do
segmento AC, o que implica AC = 2.AB. Repetindo-se o processo para os pontos B

e C, ou seja, dobrando o segmento BC, teremos triplicado AB, o que se faz

' Este problema é equivalente aquele de multiplicar de duplicar, triplicar, etc, um segmento de reta.
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encontrando um ponto F na reta AB tal que AF=3AB. E assim por diante, de forma
analoga, conseguimos encontrar um ponto P na reta AB tal que AP=m.AB, para m

natural.

Problema 3: Dados trés pontos A, B e C, verifique se estes sdo colineares.

Justifique a resposta.

Passos da construgdo:
v' tragar a circunferéncia de centro em A e raio AC;
v' trace outra circunferéncia de centro C e raio AC;
v encontre os pontos D e E de intersecgdo destas circunferéncias

v' se BD=BE entao os pontos A, B e C sdo colineares.

Figura 1.8 - Verificagao de colinearidade de pontos.

Antes de passarmos a justificativa, precisamos definir mediatriz e demonstrar dois

resultados importantes relativos a este conceito.

Mediatriz:. Chama-se mediatriz de um segmento de reta a reta perpendicular ao
segmento passando pelo seu ponto médio. A reta mediatriz tem a propriedade de
que todos os seus pontos (e somente eles) sdo equidistantes dos extremos do
segmento (A mediatriz € o0 que se chama de um Lugar Geométrico). Esta

propriedade € o

Teorema. Se P pertence a mediatriz do segmento de reta AB, entdo P &

equidistante de A e B.
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Por hipbtese, P pertence a mediatriz de
r AB. Temos que provar que P é
T equidistante de A e B, ou seja, que PA =
PB.
- I - |
[[* ] B

Figura extra 3 — mediatriz

Hipotese: A reta r € mediatriz de AB
Tese: PA=PB

Demonstragao. Primeiramente é preciso lembrar que, por definicdo, a mediatriz €
perpendicular a AB e passa pelo seu ponto médio. A partir disso, vamos provar que

os triangulos PMA e PMB s&o congruentes. Vejamos:

MA = MB (pois por hipotese, M é ponto médio de AB) (L)
Z AMP = /BMP (por hipétese, ambos sao retos) (A)
PM = PM (lado comum) (L).

Pelo critério LAL, os triangulos PMA e PMB sado congruentes e dessa congruéncia

concluimos que PA = PB.

Reciproco. Dado o segmento AB e o ponto P tal que PA = PB, entdo o ponto P
pertence a mediatriz de AB (ou seja, ele existe na perpendicular ao meio do

segmento AB).

Demonstrag¢ao. Primeiro, une-se o ponto A com M, o qual divide ao meio o
segmento AB (M é o ponto médio de AB). Temos entdo que os triangulos PMA e
PMB sao congruentes pelo caso LLL, visto que

PA = PB (por hip6tese) (L)

AM = BM (pois M é ponto médio) (L)

PM = PM (lado comum) (L)
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Logo, os angulos PMA e PMB s&o congruentes e como eles s&o suplementares,
concluimos que cada um deles é igual a um angulo reto, ou seja,
m(£LPMA) = m(LPMB)=90°.

Portanto, as retas por AB e PM sao perpendiculares, o que prova que o ponto
P pertence a perpendicular pelo ponto médio do segmento AB (P pertence a
mediatriz de AB).

Na verdade provamos que P pertence a mediatriz de AB se, e somente se,
PA = PB.

Justificativa:

Os triangulos AEC e ADC sao congruentes, pelo caso LLL. Assim, D e E séo

simétricos em relagao a reta AC (conforme Problema 1).

Da construcao acima, temos que CD = CE, ou seja, P pertence a mediatriz do
segmento DE; da mesma forma, AD = AE e entdo, A pertence a mediatriz de DE.
Para verificar se os pontos A, B e C sdo colineares basta comparar com o compasso
os segmentos BD e BE. Se BD=BE, tem-se que B pertence a mediatriz do segmento
DE e, portanto, os pontos A, B e C sao colineares; caso contrario, B ndo pertence a

reta AC e, assim, os pontos A, B e C nao serao colineares.

Problema 4: Dados dois pontos A e B, achar o ponto médio do segmento AB .

Passos da construgdo:

construa o ponto C tal que B € ponto médio do segmento AC (problema 2)
construa a circunferéncia C1 de centro A passando pelo ponto B

construa outra circunferéncia C, de centro C e de raio AC

faga a interseccgéo de C4 e C, encontrando os pontos X e Y

construa a circunferéncia C3; de centro X passando pelo ponto A

N NN

construa a circunferéncia C4 de centro Y passando pelo ponto A
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v' tome M pertencente a intersecgdo de C3 e C4, com M#A (M sera o ponto

procurado)

Figura 1.9 - Construgao do ponto médio.
Justificativa:

Pela construgédo do ponto C sabemos que B esta entre os pontos A e C; como
C pertence a mediatriz do segmento XY (pois, por construgdo, CX = CY) e como
também B pertence a mediatriz de XY (pois, por constru¢ao, BX = BY), tem-se que C
€ colinear com A e B. Agora, observando que as circunferéncias C3 e C4 tém o
mesmo raio (por constru¢ao), o ponto M é tal que MX = MY e, portanto, M pertence a
mediatriz de XY, donde se conclui que A, M e C s&o colineares, como o sdo também
A, M e B. Além disso, os triangulos AXM e ACX sdo semelhantes ja que sao

isosceles e possuem os angulos da base congruentes ao angulo XAC. Logo,

2
ﬂzﬂ AM = (4X) . Mas, por construgéo, sabe-se que AC = 2AB e AX =
AX AC
2
AB, donde se segue que AM =&=£.
2.AB 2

Como provamos que os pontos A, M e B sao colineares e que AB = 2.AM,

disso resulta que M é ponto médio de AB.
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Problema 5: Dado um arco AB em uma circunferéncia de centro O e raio R,

achar a bissetriz deste arco.

Passos da Construcao

AN N N N N Y U N N NN

construa a circunferéncia C4 de centro no ponto O e raio AB;
construa a circunferéncia C, de centro no ponto A e raio R;
construa a circunferéncia C3; de centro no ponto B e raio R;
seja C o ponto tal que CeC,NC1 e ABOC seja um quadrilatero;
seja o D ponto tal que DeC3NC1 e ABDO seja um quadrilatero;
construa a circunferéncia C4 de centro no ponto C e raio CB,;
construa a circunferéncia Cs de centro no ponto D e raio DA;
ache um ponto E tal que E€C4NCs;

trace a circunferéncia Cg de centro C e raio OE;

trace a circunferéncia C; de centro D e raio OE;

Encontre os pontos X e Xj na intersecgao de Cgs e C5.

Figura 1.10 - Bissec¢ao de arco
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Justificativa:

O quadrilatero ABDO é um paralelogramo, pois os pares de lados opostos
AB e OD, e AO e BD sao congruentes, ou seja, AB=0OD e AO=BD. Analogamente,
ABOC também é paralelogramo. Assim, os pontos C, O e D sao colineares, pois
CO//AB e OD//AB. Devido ao fato dos triangulos CED e CXD serem isOsceles, temos
m(£COE) = m(£COX) = 90° (pois CO=0D). Deste modo, a reta OX é
perpendicular a corda AB.

Vamos provar, primeiro, que OX € a bissetriz do arco AB e, em seguida, que

OX=R (ou seja, que ponto X pertence a circunferéncia dada, de centro O e raio R).

Vamos a prova?

12 Parte: Vamos provar que OX bissecta o arco AB, o que se faz provando que CX

=DX.

AOCX | AODX Justificativa Critério
OoC = OD Pois O é ponto médio |Lado

2 COX = «DOX |Angulo reto, 90° Angulo
OX = OX Lado comum Lado

Logo, pelo caso LAL, os dois triangulos OCX e ODX s&o congruentes.
Consequentemente (devido a essa congruéncia), podemos concluir que CX= DX e,

portanto, CX bissecta de fato o arco AB.
22 Parte: Prova de que OX = R.

O quadrilatero ABOC é paralelogramo e dai temos:

OC = AB, AC = 0B, m(0OC4)= a e m(COB )= 180° — .

Aplicando a lei dos co-senos, respectivamente, aos triangulos AOC e BOC, teremos:
*= No tridngulo AOC,
AO?=0C? + OB?-2.0C.0B. cos (a) (1)
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= No tridngulo BOC,
BC? = OC? + OB? — 2.0C.OB.cos(180° —« ); mas como cos(180° —« ) = - cos(« ),

esta igualdade se transforma em

BC? = OC? + OB? - 2.0C.OB.( - cos(« )), ou melhor: Da figura, pode-
) ) ) se observar que:
BC“=0C” + OB“ + 2.0C.OB.cos(« ) (1 AB = OC,
CX=0E e
CE=BC
Adicionando, membro a membro, as igualdades (I) e (ll), obtemos:

AO* + BC* =20B* + 2 AR?

R>+ BC*=2R*+2A4B*

=B =248 +R

Além disso, o triangulo COE é retangulo e, portanto,

CE? =BC? =0C* + OE* = 2AB* + R* = AB* + OF®

—=OF =AB +F*

Finalmente, notando que o tridngulo COX também é retangulo, obtemos

OX =\ CX?* —0C? =\JOE* —0C?
—JAB*+R*— 4B =JR* =R

Ou seja, OX =R.

Assim, o ponto X pertence a circunferéncia de centro O e raio R dada e

bissecta o arco AB.

Note que a solugdo do problema de bissectar um dado angulo arbitrario AOB,
€ consequéncia imediata deste, pois basta tracarmos uma circunferéncia C com

centro em O e raio R arbitrario e bissectarmos o arco correspondente.

Observagao: Este resultado pode ser usado para encontrar o ponto de intersecgéo
entre uma reta e uma circunferéncia, no caso em que a reta passa pelo centro da

circunferéncia.
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Problema 6: Determinar, quando possivel, os pontos de intersec¢cao de uma

reta dada pelos pontos A e B com uma circunferéncia C de centro O e raio R.

CASO 1: O nao pertence a reta AB

Passos da Construgéo:

v ache O’ simétrico de O em relagéo a reta AB (problema1)
v construa a circunferéncia C1 com centro em O’ e raio R
v" encontre os pontos D e E na intersecgdo de C com C1 (estes sdo os pontos

procurados)

N

Figura 1.11 - Intersecgao de reta com circunferéncia (1)

Justificativa:

O ponto O’ é simétrico de O em relagao a reta AB, ou seja, areta é a
mediatriz do segmento OO’. Pela construgdo, OD=0’D=R e OE=0O’E=R. Assim,
DeAB e E€AB . Como, pela construcéao, ja sabiamos que D e E pertencem a

circunferéncia C,temos que, DeAB NC e E€AB NC.

CASO 2: O pertence a reta AB

Passos da Construgéo:

trace uma circunferéncia C1 de centro no ponto A e raio adequado
ache os pontos E e D na intersec¢do de C4 e C.

encontre a bissetriz do arco ED na circunferéncia C (problema5)

AR NN

os pontos X e Y que definem a bissetriz acima sédo os pontos procurados
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Figura 1.12 - Intersecc¢ao de reta com circunferéncia (2)

Justificativa:

Como, por constru¢ao, OE = OD e AE = AD, entao a reta AO é mediatriz do
segmento ED. Como X e Y pertencem a bissetriz do arco entdo X e Y pertencem a

mediatriz de ED , isto é, X e Y pertencem a reta AB .

Problema 7: Dados os segmentos de comprimentos a, b e ¢, tais que a>c/2,

construir um segmento de comprimento x tal a/b =c/x.
Passos da Construgéo:

sejam R e S os pontos extremos do segmento de comprimento ¢
construa a circunferéncia C1 de centro R e raio a

construa a circunferéncia C, de centro S e raio a

faca a intersecgédo de C4 com C; obtendo os pontos X e Y

construa a circunferéncia C3 de centro X e raio b

N NN SR

ache os pontos D¢, D3, Dy, Ds na interseccdo de C; com C; e Cj,
respectivamente

v' tome dois destes pontos do mesmo lado da reta XY(na figura, os pontos D1 e
Dsou D; e D3)

v' 0 segmento que une esses dois pontos é a solugao
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Figura 1.13 — Construgdo da quarta proporcional

Justificativa:

Os triangulos SXD4 e RXD1 sdo congruentes pelo caso LLL, pois
SX=RX=a (Lado)

SD4=RD¢=a (Lado)e

XD,=XDs=b (Lado).

Logo m( £ RXD4) = m( £ SXD4) e assim, m( £ RXS) =m (£ D1XD4). Como os
tridangulos RXS e D4XD4 séo isésceles com angulos congruentes no vértice X, e,

portanto, estes tridngulos sdo semelhantes pelo caso LAL. Desta forma, temos que:

a

b DD,
a C .

Chamando DD, de x vem o resultado —=—, como queriamos.

Dizemos que x € a quarta proporcional entre a, b e c.

Problema 8: Dados os pontos A, B, C e D, determinar os pontos de
interseccao das retas AB e CD .

Passos da Construcao:

v' vamos supor, sem perda de generalidade, que C e D estdo em lados opostos
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v’ construa os simétricos C’ e D’ dos pontos C e D, respectivamente, em relagédo
aretaporAeB

construa a circunferéncia C4 de centro D’ e raio CC'

construa a circunferéncia C, de centro C e raio CD

tome o ponto E na interseccao de Cq e C, de modo que CC’D’E seja um

D N N NN

quadrilatero

construa o segmento de comprimento x tal que % = Q(como no prob. 7)
X

<\

<

construa a circunferéncia Csz de centro D e raio x

<

construa a circunferéncia C4 de centro D’ e raio x

v ache o ponto PeC3NC, tal que P e C estdo do mesmo lado da reta DD'.

Constroi-se 0 segmento x tal que DEJDD' = CDfx.
Ou, para fixar idéias, coloquemos:

alb=cf<,comDE=a,DD'=h eCD=c¢c

Figura extra 4 — intersecgdo de 2 retas

Justificativa:

Observamos inicialmente que a interseccdo de AB com CD é dada pela
interseccéo das retas CD e C’D’. Mostraremos que P é o ponto de intersecgédo. O
quadrilatero CC’'D’E é um paralelogramo, pois, D’E=CC’ e CE=CD=C’D’. Assim, os
pontos D, D’ e E pertencem a mesma reta, ja que DE//CC’ e DD’//CC’. Sendo Y o
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ponto de intersecgdo das retas CD e C'D’, segue que DbE _DC
DD' DY

consequentemente, DY = x pela construgdo de x. Logo, YeCs e como o tridngulo

CDE é is6sceles, concluimos que YD’ = YD = x, ou seja, YeC,4. Portanto, Y=P.

Como nos problemas 6 e 8 mostramos que é possivel encontrar os pontos de
interseccdo, sempre que existirem, de duas retas ou de uma reta com uma
circunferéncia, utilizando-se apenas do compasso, fica assim demonstrado o

Teorema de Mohr-Mascheroni.

1.8 Inversao: Constru¢ées Geométricas com Pontos Inversos

As construgbes geométricas realizadas com o compasso apenas, segundo o
método de Mohr-Mascheroni, tém notavel relevancia tedrica para a geometria.
Existe, entretanto, um outro método, mais simples, para realizar construgbes
geométricas com o compasso apenas (e, portanto, para demonstrar o Teorema em
questdo). E o método de inversdo de pontos, que abordaremos sucintamente na

sequéncia.

Uma inversdo € um tipo de transformagdo geométrica do plano.Tais
transformagdes s&o as vezes chamadas de reflexdes circulares, pois com uma certa
aproximacao elas representam a relagédo entre o objeto e sua imagem por uma
reflexdo em um espelho circular (COURANT & ROBBINS, 2000).

De acordo com estes autores, apresentamos a seguinte definicdo de
inversdao: Em um plano fixo, seja C um circulo de centro O (chamado circulo de
inversao) e raio r. A imagem de um ponto P é definida como sendo o ponto P’

pertencente a semi-reta OP de origem O, tal que

OP. OP' =12

Os pontos P e P’ sdo ditos pontos inversos com respeito a C. Observemos desta

definicdo que, se P’ é o inverso de P, entdo P é o inverso de P’. Além disso, uma
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inversao permuta as partes interna e externa do circulo C, uma vez que para OP <r
temos OP’ > r (e vice-versa). Os unicos pontos do plano que permanecem fixos sob
inversado séo os pontos do proéprio circulo C.
A propriedade mais importante de uma inversao é a de ela transforma retas e

circulos em retas e circulos. Mais precisamente, apds uma inversao:

v/ uma reta que passa por O torna-se uma reta por O;

v'uma reta que nado passa por O torna-se um circulo que passa por O;
v"um circulo que passa por O torna-se uma reta que nédo passa por O; e
v

um circulo que n&o passa por O torna-se um circulo que n&o passa por O.

Sobre a prova dessas proposi¢cdes e mais detalhes, ver pp.172-177 da mesma obra
de Courant & Robbins.

A construgdo geométrica de pontos inversos €, desta maneira, bastante util e
assegurada pelo seguinte teorema: “O ponto P’ inverso de um ponto P com
respeito a um circulo C pode ser construido geometricamente com o uso

apenas do compasso”.

Vejamos. Tomando OP como raio e P como centro, descrevemos um arco
cruzando C nos pontos R e S. Tendo estes dois pontos como centros, descrevemos

arcos com raio r que se cortem em O e em um ponto P’ sobre a reta OP.

Figura 1.14 — Construgao de pontos inversos.

Prova: Nos tridngulos is6sceles ORP e ORP’, tem-se

ZORP = ZPOR = ZOP'R,
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de modo que estes triangulos sdo semelhantes, e portanto

oP_OR
OR OP"’

ou seja, OP.OP’ = OR.OR=r.r=r2

Desta forma, P’ € o inverso procurado de P, que deveria ser construido.

Se o ponto P estiver contido no interior de C, a mesma construgéo e prova
serdo validas, desde que o circulo de raio OP em torno de P corte C em dois pontos.
Se néo for este o caso, pode-se reduzir a constru¢ao do ponto inverso P’ com o
seguinte artificio simples. Encontramos o ponto R sobre a reta OP cuja distancia de

O seja um inteiro multiplo de OP e que esteja no exterior de C, isto €,

OR =n.0OP
Fazemos isto medindo sucessivamente a distdncia com o compasso até que se va
para a regiao externa de C. Feito isso, encontramos o ponto R’ inverso a R como na
construgéo anteriormente dada. Entao

= OR'.OR =OR.(n.OP) = (n.OR’).OP.

Portanto, o ponto P’ para o qual OP’ = n.OR’ é o inverso desejado.

Figura 1.15 - Inverso de um ponto no interior de C.
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Problemas como o de recuperar o centro (perdido) de uma circunferéncia ou o
de encontrar o ponto médio de um segmento de reta sao “facilmente” resolvidos sob

o método de inversdo (em comparagédo com a Geometria de Mohr-Mascheroni).

1.9 Sumario do Capitulo

Neste capitulo, tracamos um breve panorama da geometria desde suas
origens. Mas né&o fizemos isso em ordem cronolégica e nem abordamos todos os
topicos que entendemos fazer parte da geometria. Vimos que a histéria da geometria
se confunde um pouco com a historia da evolu¢ao do homem na Terra (pelo menos

a partir de um certo momento)

Abordamos um pouco da origem e evolugdo da matematica demonstrativa,
desde Tales de Mileto, por volta do século VI antes da era crista, culminando com os

feitos de Euclides, cerca de 300 anos mais tarde.

Focamos a atencdo em questdes mais internas a matematica, como “os trés
problemas classicos da antiguidade” (trissec¢ado do angulo, quadratura do circulo e
duplicacdo do cubo), além da tematica das geometrias nao-euclidianas, que se
originaram na negacao do “postulado das paralelas”. Essas matérias foram e séo de
grande importancia para o desenvolvimento da matematica no sentido de que
fustigaram o intelecto humano durante séculos, produzindo novas teorias e
descobertas frutiferas para o edifico matematico. Estas duas linhas de discussao
apresentadas foram acompanhadas pelo que podemos chamar o “pilar’ deste

edificio matematico: as demonstragoes.

Toda a tematica histérica de que tratamos esta vinculada as demonstragées.
E nesse sentido que abordamos as constru¢gdes geométricas como ponto partida
para o estudo e a aprendizagem da prova, salientando assim a importancia teérica

que tem uma construgao e sua validagao.

Explicitamos as diferencas entre compasso moderno e compasso euclidiano e

mostramos esses instrumentos sao equivalentes.
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Mostramos que toda construgdo geométrica realizavel com régua e compasso
pode ser cumprida com o0 compasso apenas, ou melhor, demonstramos o Teorema
de Mohr-Mascheroni. A demonstragdo desse teorema consiste basicamente em:
encontrar, com o compasso apenas, os pontos de intersecgcao entre duas
retas, entre uma reta e uma circunferéncia, e entre duas circunferéncias.

No préximo capitulo, continuaremos a nossa discussdo sobre prova, mas
tomando como foco as construgdes geométricas num ambiente de Geometria

Dinamica — o Cabri-Géometre |II.
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CAPITULO 2

Argumentagao, Provas e Educagao Matematica

“A matematica, como um todo, pode ser encarada como uma
sistematizacdo exatamente daqueles problemas que foram atacados
com sucesso”.(DAVIS & HERSH, 1986, p.181)

2.1 Introducgao

Faremos, neste capitulo, uma singela e ndo muito pretensiosa discussao
sobre prova e demonstracdo em matematica e, sobretudo, na Educacdo Matematica.
Nosso foco sera a Geometria Euclidiana, em particular as construgdes geométricas,
seguindo-se as suas justificativas, ou seja, o tema prova sera abordado partindo da
fundamentacéo das construgbes geométricas na Geometria Euclidiana Plana. Muitas
ja foram as pesquisas desenvolvidas abordando o tema prova, com especial
interesse nas dificuldades dos alunos em construir provas matematicas.
Apresentaremos também a base tedrica, bem como as questdes de pesquisa a

serem investigadas.

2.2 Importancia e Papel da Demonstracao

Comecemos com algumas perguntas: Quantas pessoas conhecemos que
conseguem estruturar de maneira organizada (l6gica) algo que devem expor em
publico, por exemplo? Quantas pessoas dominam algum assunto da Matematica
Escolar, como as equacgdes do primeiro grau? Quantos professores de Matematica
saberiam demonstrar a férmula de Heron para o calculo da area de um tridngulo? E

quanto ao Teorema de Pitagoras? S&o apenas alguns exemplos. Conjecturamos
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que nao muitos professores conseguiriam tais feitos. E menos ainda as pessoas em
geral. E isso ndo € de estranhar, pois estamos falando de organizagao logica das
idéias, numa palavra, de raciocinio formal-dedutivo; aquilo que os matematicos

praticam: as linguagens formais'®.

Quando se tem de demonstrar um teorema matematico usam-se nogdes ou
fatos ja estabelecidos para mostrar, por meio de um raciocinio légico-dedutivo, que a
afirmativa contida no teorema é realmente veridica, ou seja, que tem sentido
matematicamente. Em outras palavras, demonstrar envolve um processo complexo,
que vai desde a hipotese (aquilo que é dado), passando por certos raciocinios e
fazendo referéncia a fatos estabelecidos, até chegar a tese (a conclusdo).
Realmente, a maior parte das pessoas tem muita dificuldade em compreender um
raciocinio desse tipo, 0 que sugere que “o ser humano tem uma aversao insuperavel
as linguagens formais; o mesmo ja nao ocorre com os computadores — eles se dao
muito bem com elas” (DAVIS & HERSH, 1986). Mas o grau de formalidade que
consegue atingir o ser humano, mesmo os matematicos de talento, sequer chega
aos pés daquele atingido pelo computador; em verdade, até mesmo os matematicos,
no maximo o que conseguem € um misto de linguagem natural e linguagem formal.
Entretanto, é interessante notar que embora as linguagens formais sejam “ideais”
para os computadores, eles ndo conseguem demonstrar efetivamente nenhuma
espécie de teorema matematico. Ao que nos consta, parece ser este o papel das
demonstragdes: o de estruturar o discurso matematico. Ja quanto a importancia das

demonstragdes, s6 o que podemos dizer é que sdo o “pilar’ das matematicas.

De muita importancia para a matematica séo as conjecturas, a exemplo da
“conjectura de Goldbach”"® (ainda por demonstrar) e do ja demonstrado “O Ultimo
Teorema de Fermat’®®. Relativamente a isto, e de acordo com de Villiers (1999), o
que € realmente importante numa conjectura ndo é o fato de a mesma ser
verdadeira ou falsa; isso, a maior parte das vezes, n&do tem a menor importancia em

matematica. O que conta, isto sim, é que as tentativas por demonstrar certas

'8 \Ver mais detalhes sobre formalismo em “O Sonho de Descartes”, de Davis & Hesh (1986b, p.290-
313).

9 A'esse respeito, ver o livro “Tio Petros e a Conjectura de Goldbach”, de Doxiadis (2001).

2% Ver Singh (1998),sobre a historia das tentativas de demonstraggo de “O Ultimo Teorema de
Fermat”.
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conjecturas resultam em novas descobertas e novas teorias. De forma semelhante,
sdo as demonstragbes e nédo os teoremas que formam a estrutura do conhecimento

matematico. O teorema, em si, € como uma etiqueta.

Podemos nos perguntar agora: por que demonstrar? Ou ainda: por que
ensinar a demonstrar? Nao sado questdes simples, mas na perspectiva de de Villiers,
de que demonstrar vai muito mais além de meramente verificar o resultado,
entendemos que a razdo de demonstrar (e a de também ensinar a demonstrar,)
contribui deliberadamente para a construcdo da matematica. E demonstrando que
se faz matematica!l

Todos os comentarios acima tém apenas como objetivo corroborar “a
afirmagdo de que a matematica fica caracterizada, de maneira unica, por algo
conhecido como demonstragbes” (DAVIS & HERSH, 1986, p.178).

Por um lado, as demonstragdes no campo formal sdo preocupagdes quase
que exclusivamente de matematicos e, por outro, ha inUmeros pesquisadores em
Educacdo Matematica que também se detém nas demonstragdes, porém mais
preocupados em estudos sobre as dificuldades de aprendizes, desde o ensino
basico ao nivel superior, na aquisicdo de provas matematicas. Eis aqui um ponto

com o qual nosso trabalho se identifica: as produgbes matematicas dos estudantes.

2.2.1 Provas e Educacao Matematica

Uma das dificuldades relacionadas com o ensino e aprendizagem da prova

esta relacionada com caracteristicas bem definidas da instrugéo e cultura escolar.

De fato, as demonstragdes n&do tém sido assunto recorrente na sala de aula
de Matematica: ndo se ensina a demonstrar criando atividades que instiguem os
aprendizes a exercitar o raciocinio dedutivo-formal, mesmo que seja a partir da
formulacdo de conjecturas e verificagdo de casos particulares; no maximo, o que se
faz é propor exercicios em que se pede para simplesmente fazer a demonstracéo —

isto quando se chega a fazé-lo. Melhor dizendo, executam-se demonstracdes
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mecanicas. Por exemplo, ao se propor que o aluno prove que “a soma das medidas
dos angulos internos de triangulo é 180°", poderia se comecgar pedindo que os
aprendizes efetuem medigbes, recortem e facam dobraduras, para depois,
gradativamente, passarem a etapa formal, que € a escrita da prova — a qual envolve
um misto de linguagem algébrica com linguagem natural (respectivamente, registro

algébrico e registro na lingua materna).

Com relagao ao exemplo visto no paragrafo anterior, o problema é que em
geral os aprendizes nao vao além da “mostracdo”. Vaz (2003), se referindo ao
trabalho de Chazan (1993), salienta que as dificuldades dos aprendizes na
construcdo de uma prova provém do fato deles preferirem argumentos empiricos e
ndo os argumentos dedutivos, além de ndo saberem diferenciar um do outro (p.23).
Talvez isto aconteca pela aversdo que a maioria das pessoas tem as linguagens

formais.

O que ira contribuir para que uma proposi¢cao ou afirmacéo seja provada de
forma aceitavel é uma boa coordenagao entre os raciocinios indutivo e dedutivo e a
forma como se deve passar do primeiro ao segundo. No entanto, ndo devemos nos
esquecer de que, as vezes, O raciocinio que se deve empregar numa prova
matematica é puramente (ou quase) dedutivo, e ai a dificuldade é ainda maior. E sé
citarmos a demonstracdo/deducdo do teorema de Pitagoras com o recurso de
semelhanca de tridngulos. Outras vezes, o raciocinio €& tdo-somente visual e
heuristico, como é o caso de algumas demonstragbes do mesmo teorema de

Pitagoras usando figuras.

Segundo Nasser & Tinoco (2003), podem ser atribuidas diversas funcbes a
prova ou demonstracdo, sendo que a mais usada é a de validar um resultado, ou
seja, comprovar que € verdadeiro. Mas existe outra fungcado da prova, que é a de
explicar ou elucidar, ou melhor, mostrar por que o resultado é verdadeiro. “Algumas
provas sdo perfeitamente aceitas, mas ndo ddo nenhum indicio do motivo pelo qual
a afirmativa vale. Por exemplo, as provas por absurdo, ou as provas por indugéo” (

p.3). As autoras ainda citam de Villiers (1991) no seguinte sentido:

“...em vez de enfatizar na prova apenas seu papel de verificagao, a funcado
mais fundamental da prova como meio de explicagao deve ser explorada, a
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fim de apresentar a prova como uma atividade significativa para os alunos.”
(de Villiers, 1991, apud Nasser & Tinoco, 2003, p.3)

Nosso trabalho consiste basicamente em analisar a producao de provas por
alunos de uma turma de 72 série de uma escola publica de Diadema, Sdo Paulo,
num ambiente informatizado e com o software Cabri-Géomeétre Il. As construgcdes
geométricas com régua e compasso serdo nosso objeto matematico de estudo.
Pretendemos fazer uma abordagem da prova em geometria, partindo das
justificativas das constru¢cbes geométricas. Salientamos que a abordagem nao sera
formal, e sim conforme a idéia sustentada por alguns educadores matematicos, a
exemplo de Bell (1976, apud NASSER & TINOCO, 2003), o qual afirma que a funcao
da prova é sistematizar’, isto &, preparar para o processo dedutivo. E nessa
perspectiva que atacaremos a problematica das construcbes geométricas (bem
como as suas provas). Portanto, tentar-se-a fazer uma abordagem da prova em seu
aspecto heuristico, levando em conta suas fungbes (destacadas por Bell) de
descoberta (de novos resultados) e de comunicagdo (a transmissdo de

conhecimento matematico).

Uma exposicdo mais detalhada sobre as fungdes da demonstracdo é
destacada por de Villiers (2002):

o Explicagao: proporcionar compreensao sobre porque é verdade;

e Descoberta: a descoberta ou a invencao de novos resultados

e Comunicagao: a negociagao do significado;

e Desafio intelectual: a realizacdo/satisfagcdo pessoal por se fazer uma
demonstragao;

o Sistematizagao: a organizacéo de varios resultados num sistema dedutivo de

axiomas, conceitos e teoremas.

Esse mesmo autor ainda ressalta um outro aspecto da demonstragdo, ou
seja, traz a luz a idéia de demonstragdo como meio de verificagdo (justificagao).
Para o propésito do nosso trabalho, que € o de abordar a problematica das
construcbes geométricas no ambiente do Cabri-Géometre, essa faceta da
demonstracdo pode constituir um dos pontos de partida para introduzir os

aprendizes (principiantes) ao pensamento indutivo, uma espécie de preparagao
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para o raciocinio dedutivo. Mas ndo devemos nos esquecer do papel que devem ter
as atividades elaboradas para esses aprendizes: devem despertar nos aprendizes a
pratica da descoberta e da invencéo (principalmente em problemas de geometria);
devem, enfim, explorar ao maximo as conjecturas. Além disso, € preciso que a
forma com que as atividades sejam propostas incite nos aprendizes o habito de

duvidar.

A bem do que foi exposto no paragrafo precedente, gostariamos de enfatizar
as posicdes de dois pesquisadores (HANNA, 1990; BALACHEFF, 1988, apud
NASSER & TINOCO, 2003), que defendem aquilo a que se chama prova ingénua,
no sentido de que a argumentacdo seja plausivel, aceitavel, prova essa que pode
ter varios niveis de rigor em fungdo da idade ou do nivel de escolaridade dos

aprendizes.

Em nossa pesquisa, procurar-se-a, enquanto pesquisador-professor, dar
oportunidade e condigdes para que os sujeitos desenvolvam suas capacidades de
justificar os resultados (que julguem ser verdadeiros ou falsos), bem como de
comunicar suas idéias, verbalmente e por escrito. Ou seja, trataremos
essencialmente de justificativas informais em geometria, mas sempre que possivel
incentivando os aprendizes a dar um salto qualitativo rumo ao processo dedutivo, o
que deve ser feito com atividades planejadas que propiciem o uso da linguagem
corrente e, com o tempo, levem os alunos a aprimorar sua forma de se expressar,

para enfim introduzir rudimentos de linguagem algébrica.

A seguir, apresentaremos algumas idéias sobre provas matematicas no

contexto da Geometria Dinamica do Cabri-Géomeétre.

2.2.2 Provas e Geometria Dinamica: O Cabri-Géomeétre

Muitos problemas das ciéncias em geral e das matematicas, em particular,
nao sdo completamente resolvidos em uma determinada época, simplesmente pelo
fato de que os conhecimentos apropriados (ferramentas) ainda nao estdo
suficientemente avancados para soluciona-los (por exemplo, “O Ultimo Teorema de

Fermat’). Os computadores invadiram quase todos os ramos profissionais. Mesmo o
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inquestionavel método dedutivo-axiomatico ndo conseguiu resolver tudo. Nem a
matematica pode tudo. Apesar do formalismo na matematica, convém acrescentar
que o uso do computador tem exercido razoavel influéncia nas provas matematicas,
a despeito dos mais puristas. O computador também nao pode tudo, mas a
experiéncia tem mostrado que é melhor té-lo como aliado que como inimigo. Nesse

sentido, Ruy César Pietropaolo & categorico:

Ainda que muitos relutem em aceitar o uso de computadores para as
provas matematicas, ndo ha como negar que os métodos matematicos nao
podem tudo, mesmo contando com intenso trabalho, forte intuicao e grande
talento das pessoas voltadas a construgdo e ampliagdo do edificio
matematico. Para responder as muitas questdes que advém dessa prépria
area do conhecimento — e de outras areas —, os matematicos precisarédo
utilizar, muitas vezes, métodos mais amplos, como o auxilio da informatica,
para a busca da verdade. (PIETROPAULO, 2005, p. 67)

Nossa intencéo é abordar as demonstracdes em geometria, usando, para isto,
o software Cabri-Géométre como recurso no processo de prova. Focaremos atencéo

na problematica das construgdes geométricas.

Sao inegaveis a capacidade e versatilidade que tem o software Cabri.
Entretanto, isto ndo significa que certas tarefas de constru¢do neste software sejam
mais faceis de executar (se comparadas com o ambiente do lapis e papel). Podemos
citar como exemplo a constru¢do de um quadrado, primeiro com régua e compasso
e depois, com o Cabri. Se comparada com o ambiente do lapis e papel, a tarefa de
construir o quadrado no Cabri pode até se tornar mais dificil (por que depende de
certos conceitos geométricos e do manuseio técnico do proprio software). A
vantagem de uma construgdo no Cabri sobre a sua equivalente com lapis e papel
talvez se deva aos aspectos dinamicos deste programa: desde que a construcao
seja robusta, pode-se alterar o tamanho, mas ndo a forma da figura, preservando,

portanto, suas propriedades basicas.

A questdo do dinamismo do Cabri, um dos focos de interesse do presente
trabalho, pode ser vista como meio facilitador para que o aluno se convenca de
certas propriedades geométricas e é neste sentido que atividades tencionando

introduzir os aprendizes a “prova” no Cabri devem ser elaboradas de forma que



52

permitam realizar ensaios e verificacbes empiricas (valendo-se do dinamismo)

quando nao estiverem (os aprendizes) convencidos da validade de uma afirmacéo.

Ja a questao de se abordar propriamente a demonstracao a partir de tarefas
de construgdo no Cabri € controversa e tem suscitado muitos debates, notadamente
entre educadores matematicos. O fato de o Cabri servir como um meio de acesso a
prova, ndo é garantia de que os alunos consigam explicitar e formalizar
(matematicamente) as propriedades de uma figura. E uma tarefa que foge ao
controle do estudante. Mesmo em ambientes computacionais como o do Cabri-
Géometre, “os estudantes preferem mais as argumentag¢des narrativas que aquelas
baseadas em propriedades matematicas, ou seja, preferem descrever os raciocinios
utilizados valendo-se quase que exclusivamente da lingua materna” (HEALY &
HOYLES, 2000).

A discussao sobre Geometria Dinamica, em particular o caso do Cabri-Géométre,
tem consideravel relevancia nos circulos de Educacdo Matematica no Brasil e em
muitos paises do exterior e deve ser, a nosso ver, pauta de discussdo, também, de

matematicos.

As consideragdes que temos feito até o0 momento — principalmente as que tratam
dos aspectos dinamicos do Cabri — estédo, ainda, muito distantes do ambito escolar
(escola basica) e, mais ainda, distantes da grande maioria dos professores. E um
tema interessante para futuras pesquisas, tanto na area educacional como para
matematicos: o impacto de novas tecnologias associadas com o ensino e
aprendizagem de Matematica/Geometria. Citamos, por exemplo, King &
Schattschneider (1997, apud Santos & Martinez, 2000), que apontam os principais

beneficios e aplicagbes do Cabri:

»= a precisdo e a capacidade de visualizagao das relagées geométricas,

» a possibilidade de exploragao das construgbes e descoberta de relacdes e
propriedades geométricas,

= a prova de teoremas, de forma experimental;

» ageracao de transformagodes e lugares geométricos, e
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» a possibilidade de simulagdo e de construcdo de micromundos com

caracteristicas proprias.

“Provar” uma proposi¢ao de forma experimental pode ser muito empolgante
para o aprendiz, além de abrir caminho para a prova de teoremas de modo mais
reflexivo, isto €, com mais abstragdo, podendo ser uma via para uma abordagem
tedrica. Por exemplo, provar “que a soma das medidas dos angulos internos de um
tridangulo é 180°” usando lapis e papel exige muito mais abstracdo do aluno (pois
requer que o mesmo mobilize varios conhecimentos anteriores a fim de demonstrar
o teorema) que quando se usa um ambiente de GD, como o Cabri-Géomeétre. E claro
que neste ultimo caso, a prova é mais experimental, empirica, mas o importante &
que pode conduzir o aprendiz rumo a um pensamento logico-matematico mais
estruturado, a abstracao (reflexiva) propriamente dita e, desta maneira, talvez, a

compreensao do que vem a ser uma demonstracao.

Num ambiente de Geometria Dindmica, como o Cabri-Géometre, atividades
envolvendo construgbes geométricas tém um novo enfoque sob o recurso clicar e
arrastar. Este recurso, junto com os recursos de medigao/verificagdo, além da
calculadora que existe no proprio software, constituem o ponto de partida para que o
aprendiz possa formular suas préprias conjecturas, principalmente com respeito as
propriedades das figuras. Consequentemente, podem levar o aluno a elaborar suas

primeiras “provas” matematicas.

Ha até mesmo pesquisadores como Laborde, conforme nos relata a autora
Amaral (2002), que afirmam que um quadrilatero com quatro angulos iguais e quatro
lados iguais sé é considerado um quadrado num software de Geometria Dindmica se
passar pela ‘prova do arrastar’, ou melhor, se ao movimentar um vértice pela tela,
suas propriedades séo preservadas. Quais sao essas propriedades? Algumas delas
sdo: ortogonalidade, perpendicularidade, proporcdo de segmentos e angulos.
Abaixo, construimos a Figura 2.1 com a ferramenta “poligono”, ao passo que
usamos as ferramentas “circunferéncia” e “poligono regular’ para a execugao da
Figura 2.2 . A segunda construcdo € robusta (mantém as propriedades: angulos,

paralelismo etc, mas nao lados), como se pode observar; ja a primeira € mole, pois
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ao arrastar um vértice pela tela, obtemos uma figura com forma (e tamanho)

diferente da anterior.

1.88 cm
2.50 cm

1.88 cm
.2h cm

inicial .
final

Figura 2.1: Construgido mole

final

inicial

Figura 2.2 — Construgao robusta

O exemplo acima serve para mostrar que a idéia por traz de uma
demonstracdo é a de explicar e convencer, mesmo sendo por meio de figuras nao-
consistentes, construgcdes moles. A partir de questdes como esta, pode-se propor
aos estudantes questbes mais gerais do tipo: “o que é demonstrar?” ou “qual seu

papel?”.

Eis um ponto chave: As figuras ajudam na compreensédo de uma prova? Em
que sentido? Segundo Almouloud & Mello (2000), as figuras exercem o papel de

ancora dos entes matematicos nas hipéteses, ou seja, ao analisar-se uma figura,
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passa-se a invengao e a descoberta de novos elementos e relagdes entre elementos
— passa-se, por fim, a novas configuragcbes. Além do mais, € importante que se
associe, notadamente nos problemas de construgdes geométricas [sempre que
possivel], a figura com um teorema [e vice-versa]. Estas consideragdes, no nosso
entender, conferem a figura um papel heuristico, de muita importancia, alias, para

explicar logicamente as propriedades geométricas.

Atividades envolvendo constru¢cdes geométricas num ambiente de Geometria
Dinédmica precisam ser organizadas e direcionadas, nhum primeiro momento, de
modo a exigir que os alunos expliquem o que fizeram e em seguida passem a
verificagdo e validagdo dos resultados. Num segundo momento, deve-se fomentar
nos aprendizes a constante busca pela formulagdo de conjecturas e por fim, a
sistematizacdo dos resultados que obtém, podendo neste momento ser
concomitante o de ‘uso de lapis e papel’ e do computador. Deve ficar claro que em

todos os momentos o professor-mediador deve-se fazer presente.

Na préxima sesséo discutiremos os aspectos teéricos que fundamentam este

trabalho.

2.3 Consideragoes Teodricas

Como base tedrica para o nosso trabalho, sera abordada a teoria de Balacheff
(1987, 1988), que trata das classificacdes de prova e dos processos de validagao, e
a pesquisa de Mariotti (2001), que versa sobre constru¢cdes geométricas e Cabri.
Enfatizamos que o trabalho de Mariotti é particularmente interessante aos nossos

propésitos, pois faz uma ligacéo entre uma construgao e o teorema que a valida.

Comecaremos este tépico apresentando as concepgdes sobre prova de
Balacheff.

2.3.1 Classificando Provas

Com relagdo as concepg¢des de provas dos alunos, tomaremos como

referencial tedrico as classificagbes de prova de Balacheff (1987, 1988), como ja
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mencionamos acima. Este referencial também servira para fazer a analise das

atividades.

Resumidamente, faremos um relato dos tipos de provas classificados por

Balacheff. Mas antes, uma citagéo de Vaz (2003):

As provas produzidas por alunos podem ser analisadas através da légica
nela envolvida ou através das praticas matematicas dos estudantes. A
abordagem presente neste estudo contemplard a segunda concepgéo
explorada com énfase por Balacheff (1988). Segundo este autor, a
abordagem experimental envolve o processo de busca da solu¢do de um
problema por parte dos alunos, analisando como os estudantes se
convencem da validade de suas respostas.(Vaz, 2003, p.26)

No estudo de Balacheff (1988) séo relatados dois tipos de provas, quais
sejam, as pragmaticas e as conceituais. As do primeiro tipo se valem de recursos
de agao, a exemplo dos desenhos, movimentacéo de objetos na tela, etc; ja as do
segundo tipo ndo envolvem agdes, mas formulacdes de propriedades intrinsecas em

questao e as relagdes estabelecidas entre estas propriedades (VAZ, 2003).

A idéia central contida no tipo de prova conceitual é a utilizagdo da linguagem,
ndo como um meio de comunicag¢ado e sim como ferramenta para dedugdes légicas,

0 que é caracteristico do processo dedutivo.

A classificacédo de Balacheff nos parece bem apropriada, portanto nos sendo
util no que diz respeito a passagem das provas pragmaticas as conceituais; quer no
estagio pragmatico ou no conceitual, interessa-nos que o conhecimento adquirido
pelos estudantes seja objeto constante de reflexdo. Balacheff fala de caracteristicas
hierarquicas, dependendo da qualidade das generalizagbes das provas, assim como

da contextualizacdo do conhecimento envolvido.

Gravina (2001) destaca que “a ascensdo de categorias depende da
concomitante evolugdo nas formas de acdo, formulagdo e validagao” (p.66).
Balacheff (1987) identifica quatro diferentes formas de validagdo solidarias ao

processo de ascensao:
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v O empirismo ingénuo. Tem um carater mais indutivo. Verificam-se varios
casos e entdo se conclui a validade de todos aceitando o fato como
verdadeiro. E um processo insuficiente e uma primeira abordagem das formas
de validacao/generalizagao.

v' Experimento crucial. Constitui um salto em relagdo a etapa precedente. O
experimento crucial € um método de validacdo em que é proposto, de forma
explicita, o problema da generalizagéo. Objetiva verificar uma propriedade em
um caso particular, porém sem considera-lo tdo particular. Por outras
palavras, escolhe-se um exemplo com determinadas caracteristicas com a
intencao de verificar sua validade para este caso especifico; se por acaso for
confirmado, conclui-se o seu carater geral.

v' Exemplo genérico, que consiste na explicagdo das razées que validam uma
propriedade (fase do discurso e das argumentagdes, ainda cruas), com base
na escolha de um objeto representativo de uma classe, ou seja, um tal objeto
que possua propriedades caracteristicas e estrutura representativa desta
classe.

v" A experiéncia mental. Recorre-se a acado por meio da superacao de qualquer
caso especifico e sua internalizacdo; ndo envolve situacdes particulares. E a
etapa das construgbes cognitivas mais complexas, com estruturagdo do

discurso e encadeamento do raciocinio.

No que diz respeito ao movimento de passagem das provas pragmaticas as

conceituais, terminamos nossa reflexao citando Gravina (2001), que esclarece:

Ainda segundo Balacheff, o nivel experiéncia mental marca claramente a
transicdo da prova pragmatica a intelectual. Nesse nivel, acgbes
interiorizadas dirigem-se a generalidade, desprendidas de concretizagéo
particular, em génesis cognitiva da demonstracdo. O nivel exemplo genérico
€ uma fase intermediaria, ora na categoria de prova pragmatica, ora na
categoria de prova intelectual, dependendo da natureza efetiva da agdo
sobre o exemplo — ou ag&o ainda dependente de concretizagdo particular,
ou agdo que usa a concretizagdo apenas como suporte para expressar
raciocinio generalizador. Ja a experiéncia mental converge para explicagéo
caracterizada como demonstragdo matematica, e nesta se transforma
quando considera os principios de organizagdo do modelo teérico (...)
(negrito nosso).(GRAVINA, 2001, p.67)
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No préximo topico, continuamos a discussdo sobre o nosso referencial
teodrico, de acordo com a pesquisa de Mariotti (2001), que trata basicamente do

campo de experiéncia em que se inserem as constru¢cdes geométricas.

2.3.2 Construgcoes Geométricas como Campo de Experiéncia para o Estudo de

Provas

As construgdes geométricas sempre tiveram relevancia tebrica para a
matematica, em especial para a Geometria Euclidiana; também é inegavel sua
importancia pratica em diversas areas afins, como a arquitetura e engenharia. Com o
advento dos sistemas de Geometria Dinamica, este campo de estudo se ampliou
ainda mais, despertando o interesse de muitos pesquisadores em Educacao
Matematica, com especial interesse nos resultados obtidos por estudantes a partir
de certas tarefas de construgdo em ambientes computacionais como o Cabri-
Géometre. Desde a criagao deste software?' muitas pesquisas e publicagbes em
geral ja foram feitas, muitas das quais abordando o tema prova com base em tarefas
de construgbes geométricas. Nesta dissertacdo, tomaremos como referéncia o
trabalho da pesquisadora italiana Maria Alessandra Mariotti, cujo enfoque sdo as

provas e constru¢cdes geométricas com Cabri.

Mariotti (2001) trabalhou com uma pesquisa conduzida na forma de um
experimento de ensino de longa duracdo, situado no paradigma de ‘pesquisa de
inovagéo’zz. Um dos objetivos principais era investigar uma abordagem para o
ensino centrada no uso do micromundo Cabri-Géométre com a intencdo de
desenvolver o pensamento tedrico em geometria. A hipotese era que o processo de
ensino-aprendizagem associado com este desenvolvimento pode ser esperado
como gradual; assim o experimento resultante envolveu estudantes com dois anos
de estudo ininterruptos, correspondendo ao 9° e 10° ano de escolaridade. O estudo
de Mariotti teve por alvo clarificar o papel do ambiente do Cabri nos processos de

ensino-aprendizagem: a analise dos protocolos de sua pesquisa mostra a possivel

21 O Cabri-Géométre foi desenvolvido por um grupo de pesquisa coordenado por Jean Marie Laborde,
na Universidade Joseph Fourier, Grenoble, Franga. A primeira mostra do programa se deu no VI
Congresso Internacional de Educagdo Matematica, realizado em Budapeste, Hungria, em 1988.

%2 Este modelo de pesquisa esta relacionado com metodologias que se baseiam em design.
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evolugdo em uma prova, mas ao mesmo tempo indica que esta evolugdo ndo pode

ser esperada como simples nem espontanea.

Além disso, a pesquisa foi conduzida com a estrita colaboragdo entre
pesquisadores e professores (da escola) e o experimento organizado na base de
uma sequéncia de atividades projetadas para todo o grupo, atividades estas
realizadas na classe e pelo professor, com a aula de Matematica transcorrendo
naturalmente. O conteudo de Geometria ndo sofreu alteragées, mas a abordagem
geral mudou dramaticamente. A abordagem desenvolvida envolveu a integragdo do
software Cabri-Géometre na atividade em classe, ndo somente como um suporte
didatico, mas como parte essencial do processo de ensino-aprendizagem. O
experimento de ensino conduzido por Mariotti se focou no uso do Cabri-Géométre
como um mediador da idéia de prova matematica. Segundo ela, o Cabri foi escolhido

por muitas razdes diferentes, mas especialmente por causa de sua flexibilidade.

No tocante a um sistema teorico, os principais objetivos que caracterizam o

experimento sdo os seguintes:

v' As atividades de sala de aula sdo organizadas dentro do ‘campo
de experiéncia’ (Boero et al., 1995) das constru¢cbes geométricas
no ambiente do Cabri.

v A evolugdo do campo de experiéncia é realizada através das
atividades sociais da sala de aula, visadas para a construgéo
social do conhecimento. As ‘discussées matematicas’ formam o
coracdo das atividades sociais (Bartolini Bussi, 1996). (Mariotti,
2001, p.259)

No caso da construcdo de uma teoria, quando um sistema dedutivo é
relacionado, ha dois aspectos combinados entre si: a idéia de prova e a idéia de
sistema teorico (ambas as teorizagdes, local e global, podem ser consideradas).
Mariotti se refere a um teorema matematico como a unidade de uma afirmagao, uma
prova e uma teoria de referéncia; algo que envolve a introdugcdo da idéia de

validacao e as regras que sustentam tal validagao.

No momento em que os estudantes comegcam a trabalhar no Cabri, eles
entram num sistema geométrico com regras especificas e seus significados. Quando
todo o menu do Cabri € usado, toda a Geometria Euclidiana fica disponivel; assim, o

sistema tedrico se torna altamente complexo. Realmente, devido a riqueza das
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ferramentas geométricas disponiveis, ndo é facil saber o que é dado (se axiomas ou
velhos teoremas) e o que deve ser provado (os novos teoremas). E possivel que a
riqueza deste tipo de ambiente (Cabri) possa enfatizar a ambigtiidade sobre fatos
intuitivos e teoremas, podendo constituir um obstaculo na escolha dos elementos
corretos da cadeia dedutiva de uma prova. Em outras palavras, existe o risco de os
alunos nao serem capazes de controlar a relagcao entre o que é dado e o que deve
ser deduzido (MARIOTTI, 2001, p. 263).

A autora ainda esclarece que, por esta razdo, em seu experimento de ensino
decidiu tirar proveito da flexibilidade do micromundo Cabri e também ajustar o menu
aos seus objetivos educacionais especificos. Ou seja, no comego do experimento
apresenta-se o Cabri com o menu vazio e a escolha dos comandos €, entao,
discutida de acordo com afirmacdes especificas selecionadas como axiomas. Desta
forma, um duplo processo ¢ iniciado, dizendo respeito, de um lado, ao aumento do
menu e de outro, ao aumento do sistema teoérico. Novas construgdes séo realizadas
no micromundo e, paralelamente, os teoremas correspondentes se juntam a teoria
(novos elementos sao introduzidos pelos teoremas e definicdes, novos comandos

séo introduzidos no menu).

2.3.2.1 Construgoes Geométricas e Cabri: Aspectos Tedricos e Dindmicos

Desde a antiguidade, as construgdes geomeétricas tém tido uma importéancia
tedérica fundamental, claramente ilustrada pela histéria dos problemas classicos
impossiveis que tanto intrigaram os gedmetras gregos (HEATH, 1956, 124; HENRY,
1994; apud MARIOTTI, 2001, p.259).

Nessa perspectiva, objetivando possiveis movimentos do empirico ao
conceitual, as tarefas de constru¢cdo podem envolver desde nogdes geométricas
simples até aquelas que permitam introduzi-los a no¢do de prova, e assumindo
como hipétese, que o ambiente do Cabri (MARIOTTI, 2001, p.261) “pode servir como
uma chave de acesso para o significado da prova”. Basicamente, as tarefas de

construcdo pedidas aos estudantes sao:
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v 1. Um procedimento visado para obter um desenho/figura especifico
(figura no Cabri);
v' 2. Uma justificativa de um semelhante procedimento, explicando as

razdes para sua exatidao (explicar por qué a construgéo é correta).

A duas tarefas correspondem a duas partes distintas no que se espera das

respostas escritas esperadas.

Ha uma questdo interessante a ser ressaltada. E que no ambiente do Cabri
uma atividade envolvendo uma construgcédo esta intimamente associada, integrada
com a fungéo arrastar e, neste caso, a necessidade de justificar a solugao advém da
necessidade de validagdo da propria construgdo, a ponto de explicar porque
funciona ou prever que vai funcionar. Sem duvida, a operagao de arrastar a figura
pode ser suficiente para convencer alguém da exatiddo da solugéo, mas neste ponto
a segunda componente das atividades de ensino-aprendizagem se envolve num
jogo. Os problemas de construgdo também se tornam parte de uma troca social,

onde solugdes diferentes séo relacionadas e comparadas. Para Mariotti (2001):

A presenca do modo arrastar introduz um critério especifico de validagédo
para a solugdo de problemas de construgdo: uma solugéo é valida se, e
somente se, a figura é estavel sob o teste do arrastar. Porque o sistema
dindmico de figuras-Cabri23 expressa um sistema de relagdes, consistente
no sistema amplo de uma teoria geométrica, solucionar problemas de
construgéo no Cabri significa ndo apenas aceitar todas as facilidades do
software, mas também um sistema l6gico para suportar estas facilidades. (p.
260)

Na otica da geometria classica, as ferramentas de desenho podem ser
concebidas como ferramentas teoricas definindo um tipo particular de geometria.
Neste sentido, tradicionalmente, tem havido referéncia a Geometria Euclidiana como
a Geometria-da-régua-e-do-compasso, deste modo fazendo  mencgao

simultaneamente a origem e limitagbes de seus objetos.

Realmente, o significado tebrico das constru¢ées geométricas, ou seja, a
ligacdo entre a construgdo e o teorema que a valida, € por demais complexo e, por

conseguinte, ndo € imediato para os estudantes. Ja o significado pratico, relacionado

2 Figuras executadas na tela do Cabri (observagéo nossa).
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com as possibilidades de realizacdo concreta de um desenho pode interferir
criticamente com a adog&o de uma perspectiva teorica. De fato, qualquer construgéo
geométrica pode ser utilizada para obter um desenho com uma certa garantia de
eficiéncia, mas também é verdade que construgdes ‘impossiveis’, a despeito de suas
impossibilidades tedricas, podem ser realizadas com uma precisdao escolhida
arbitrariamente (MARIOTTI, 2001, p. 259).

Em termos de teoria vygotskiana, e ainda de acordo com Mariotti, as figuras e
comandos do Cabri podem ser pensados como signos externos da teoria de
geometria, e como tais, podem se tornar instrumentos de mediagcdo semidtica
(VYGOTSKY, 1978, apud MARIOTTI, 2001, p.262).

A geometria é a ciéncia das formas, tanto planas como espaciais, mas
também das idéias, da abstracdo e da demonstracéo. Na tela do Cabri, interessa-
nos o aspecto dinamico que estas formas planas (desenho/figura) possam tomar.
Aqui, estamos pensando no conjunto formado pelas ferramentas/comandos do
Cabri, bem como as constru¢gbes que nele possamos efetuar, como um meio de
acesso a teoria geomeétrica. Acreditamos que algumas atividades, desenvolvidas
alternativamente, envolvendo construgdo de tarefas, bem como outras com
discussdes coletivas podem introduzir os aprendizes ao pensamento teoérico, o que

pode privilegiar a mediagdo semidtica a que nos referimos.

Muito embora na maior parte das vezes a elaboracao intelectual independa do
desenho (ou figura), se faz necessario, por vezes, partir de um desenho para poder
generalizar algum resultado. Ora, como a figura-desenho serve de base ao
pensamento (no sentido de ser suporte de idéias), acreditamos que o movimento do
empirico ao conceitual possa ser facilitado, partindo da figura como meio de acesso

a abstracao.

2.3.2.2 Consideragoes sobre a Nossa Pesquisa

Como ja mencionamos, a pesquisa de Mariotti trata de um experimento de

ensino de longa duragéo. Em seu design, a seqiiéncia de atividades foi desenvolvida
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de uma maneira estruturada, com atividades dentro do micromundo (tarefas de
construgéo) alternando com atividades de discussdes coletivas®. A idéia era que,
sob orientacdo do professor, os estudantes construiiam um paralelo entre as
constru¢cées no ambiente Cabri e a geometria como um sistema teérico. Ainda, na
pesquisa de Mariotti, primeiro aconteceram as sessdes com Cabri e, depois disso,

as discussoes coletivas em sala de aula.

A nossa pesquisa contempla a primeira das abordagens acima (experimentos
com Cabri) e se fundamenta na base de um design de atividades desenhadas para o
ambiente do Cabri. Pelo fato de ser uma pesquisa introdutoria, o experimento de
ensino é de curta duragdo. Além disso, as discussdes coletivas que fardo parte desta
pesquisa serdo as resultantes das interagcbes do professor-pesquisador com o0s

estudantes. A seguir, algumas considerag¢des sobre o uso do menu do Cabri.

Em primeiro lugar, ndo foi feito nenhum tipo de discussao com os estudantes
sobre que ferramentas do menu do Cabri deveriam ser utilizadas. E permitido o uso
de todas as ferramentas nas tarefas de constru¢do. Entretanto, levando em conta
que um mesmo problema (construcdo) pode ser resolvido com diferentes
ferramentas, optou-se por trabalhar com todas as ferramentas disponiveis,
solicitando-se aos estudantes que cumprissem certas tarefas usando todas essas
ferramentas (exceto algumas bem especificas, como “cOnicas” e “rotagdo”). Em
segundo lugar, motivados pela Geometria do Compasso, ou de Mohr-Mascheroni,
proibiu-se?® o uso da ferramenta “reta’ (e outras correlatas), de modo que aos
aprendizes seréao pedidas tarefas de construgcdo quase que exclusivamente com as

ferramentas “ponto” e "circunferéncia” (ou “compasso”).

O desenvolvimento das atividades sempre cumprird a seguinte ordem:
primeiro utilizam-se todas as ferramentas disponiveis para, depois, usar 0 menu

restrito.

2 “Discursos”, dialogos dos aprendizes.
%5 Mais no sentido de uma sugest3o...
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2.3.2.3 Inspiragao

As construgdes geométricas tém sido importante objeto de estudo nas
matematicas desde a antiguidade, notadamente com os gregos. E sabido que a
régua que usavam nas construgbes nao tinha escalas e que o compasso era de

abertura fixa, dito compasso “enferrujado”?.

Um dos elementos importantes para o desenvolvimento da geometria esta
relacionado aos instrumentos associados com os sistemas de referéncia, ou, por
outras palavras, aos instrumentos euclidianos (da Geometria Euclidiana): a régua e o
compasso. Nas constru¢cdes da Geometria Euclidiana, tradicionalmente a régua e o
compasso sao sempre usados, mas ao longo dos séculos outros métodos foram
sendo inventados, sendo um dos mais famosos o0 que ficou conhecido como
Geometria do Compasso, descoberto de forma independente, pelos matematicos
Mohr e Mascheroni. Eles mostraram que tais constru¢cdes podem ser executadas
apenas com um desses instrumentos: o compasso. A principal inspiracéo para este
trabalho surgiu a partir do contato que tivemos com esta Geometria do Compasso,
na qual as constru¢des euclidianas, na medida em que os elementos procurados
sdo pontos, podem ser cumpridas somente com o compasso, sendo a régua
dispensavel. Na Geometria do Compasso, ou de Mohr-Mascheroni, a reta de fato
“nao existe”, ndo é tracada (ja que uma reta fica perfeitamente determinada por dois
de seus pontos) e o ponto € obtido pela intersec¢ao de duas circunferéncias. Pode-

se também assinalar ponto sobre objeto.

2.3.2.4 Questoes a Serem Investigadas

Na sequéncia apresentamos as (duas) questbes de pesquisa que
pretendemos investigar. Nosso tema é a geometria; o topico, as construgdes
geométricas e suas fundamentagbes nas propriedades da Geometria Euclidiana
Plana (construgéo e validagéo); nosso foco central de investigagao consiste em usar

o software de Geometria Dindmica, o Cabri-Géomeétre, como recurso para a

% Ao que sabemos, devido a questdes de ordem pratica (provavelmente), hoje em dia e desde ha
muito, o que se firmou foi a régua graduada e compasso sem restricdo alguma.
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elaboragdo de provas matematicas — mesmo que sejam informais — a partir das

construgbes geométricas, conforme sera discutido mais adiante.

Sabemos das varias possibilidades de constru¢cdes que nos fornecem as
ferramentas disponiveis no menu do Cabri. O que pretendemos investigar em nossa

pesquisa é:

*» 1. Em que medida as ferramentas do Cabri, disponiveis para a resolugéo de
problemas, influenciam as provas produzidas pelos alunos?
= 2. Qual o impacto da mudanca nas ferramentas na compreensao das provas

pelos alunos?

Esclarecemos que, especificamente em relagdo a pergunta de pesquisa n° 2
acima, proporemos aos alunos aprendizes que facam uso apenas das ferramentas
“circunferéncia” (ou “compasso”) e “ponto”, ou seja, procuraremos tratar um pouco
da Geometria do Compasso, e ressaltamos que fomos impelidos a esta abordagem
baseando-se nos resultados de Mohr-Mascheroni (Teorema de Mohr-Mascheroni).
Os resultados, como ja comentamos (Capitulo 1) se devem, primeiro a G. Mohr e
depois, a L. Mascheroni, que em seu livro “Geometria del compasso”, de 1797,
afirma : “Jappelle Géometrie du compas, celle qui, par le moyen du compas
seulement, et sans le secours de la regle, détermine la position des points”
2"(MASCHERONI, 1980, p.1). Um ponto aqui entendido como a interseccdo de duas

curvas.

Entendemos que estas questbes ndo sao faceis de responder, mas tentaremos
fazé-lo, desenvolvendo atividades simples, permitindo que usem todos os recursos
disponiveis do Cabri: medigdo, clicar e arrastar, animagado, rastro, etc.
Gradativamente, iremos mudando as ferramentas disponiveis, por exemplo, usar
somente a ferramenta “circunferéncia” e “ponto”, que remetem as construcdes

apenas com o0 compasso.

" "Chamo de Geometria do Compasso aquela que, fazendo uso apenas do compasso, e sem o
auxilio da régua, determina a posicéo dos pontos.” (tradug¢éo nossa, do francés).
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2.4 Comentarios Adicionais

Evidentemente, a Geometria Dindmica nao pode provar teoremas de nenhum
tipo, no sentido estrito de provar. Mas vale ressaltar que um software como o Cabri-
Géometre remete os aprendizes a experimentacdo de hipoteses, formulagcdo de
conjecturas e estratégias de resolucdo de problemas, o que pode motivar
sobremaneira a busca pela demonstragdo. Ou melhor, através de um processo de
inducédo a fim de chegar a validade de um resultado, um ambiente de GD pode
sugerir caminhos para provar teoremas. O uso do Cabri-Géometre, se bem

conduzido pelo educador, pode servir muito bem a este propoésito.

As demonstragdes em geometria, como na matematica em geral, sao regidas
pelo formalismo; as demonstracbes em geometria, a partir de um ambiente de GD,
sd0 uma via para se alcancar esta formalizacdo, apenas uma via, cabendo ao
estudante dar continuidade ao processo. A aquisicdo de conceitos cientificos é
sempre demorada, principalmente se envolvem conceitos matematicos, mas num

ambiente de GD este processo pode se tornar menos lento.

As constru¢cdes geométricas podem constituir uma boa maneira para iniciar o
aluno a algum conhecimento formal, notadamente se sdo organizadas atividades
bem planejadas com sequéncias didaticas especificas. Nessa perspectiva, trabalhar
com um software de GD pode se constituir em um meio expressivo de sistematizar

fatos observados.

Os softwares de Geometria Dindmica podem se constituir em excelentes
ferramentas para visualizagdes de propriedades das figuras, bem como para a
formulacdo de conjecturas. Com o uso de programas como o Cabri-Géomeétre, &
possivel tornar muito mais recreativas (mas nem por isso mais faceis!) as

construgcdes geométricas.

As atividades devem levar a formagdo do pensamento geométrico, aquele
que vai do raciocinio intuitivo e visual ao raciocinio dedutivo. E lembremos que a
intuicdo & aquilo que é latente e precisa ser provocada para vir a tona. E, portanto,

desta maneira, que o pensamento geométrico se desenvolve.
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Uma ultima consideragéo: de um lado, é sabido desde ha muito do descaso

para com o ensino de GEOMETRIA - do abandono da geometria nos curriculos

escolares (ver Pavanello, 1993). Este fato esta de acordo e tem sido referido em

nossas reflexdes sobre ensino e aprendizagem de Matematica. De outro lado, os

softwares de GD vieram, em certa medida, para “revolucionar’” a Geometria Plana e

mesmo a Espacial. E entdo, o que se espera € que as pesquisas em Educacéo

Matematica centrem boa parte de suas forgcas (intelectuais) em questdes de

ensino/aprendizagem de geometria, com vistas a recolocar esta nobre area das

matematicas no seu devido lugar: no centro das atencdes, em todos os sentidos.

2.5 Sumario do Capitulo

Os principais pontos que abordamos neste capitulo foram:

v

Algumas questdes sobre prova no cenario da Matematica e da Educagéao

Matematica;

O papel do computador como ferramenta para investigagdo em matematica;

A importancia dos softwares de Geometria Dindmica para o ensino-

aprendizagem de Geometria (0 caso do Cabri-Géomeétre);

Uma discusséo sobre os diferentes papéis/fungdes da demonstracao para a

matematica e para Educacéo Matematica em particular;

A importancia teorica (e histérica) das construgcbes geométricas para o

trabalho com provas;

Os aspectos tedricos que fundamentam a nossa pesquisa, em duas diregdes:
Primeiramente Mariotti, que abrange as tarefas de construcéo e validagao no
Cabri e, em segundo lugar, Balacheff, que nos servira de suporte teérico para
a anadlise das atividades (contempladas no Capitulo 4); e

Os elementos centrais de nossa pesquisa bem como as perguntas a serem

respondidas.
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O préximo capitulo estara reservado a base metodologica escolhida para esta
dissertagdo e também para a apresentacdo e descrigdo das atividades que

formam o coracgao desta pesquisa.
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CAPIiTULO 3

METODOLOGIA

3.1 Introdugao

Neste capitulo sera apresentada a nossa opg¢ao metodolégica, a qual
embasara a presente pesquisa. Vamos discutir e explicitar todo o processo envolvido
na elaboracdo das atividades e os parametros que permitirdo analisar os dados

coletados.

A seguir, faremos algumas consideracbes gerais sobre a metodologia
baseada em design, que culminara na exposi¢cao da metodologia empregada neste

trabalho: experimentos de ensino.

3.2 Iteragdo e Design

Como veremos mais adiante, as atividades que compuseram a presente
pesquisa foram desenvolvidas mediante um processo iterativo de design ou um
design de iteracdo. Nao existe, em portugués, uma traducao explicita para o termo
design. De acordo com Drisostes (2005), seu significado € bastante amplo, devendo
ser compreendido como projeto, padrao, plano, desenho, modelo, propésito, além de
expressar acbes como planejar, projetar, produzir, esbogar, esquematizar, inventar,

criar e executar (p.38).

O que esta por tras de atividades envolvendo design ndo é apenas a criagéo
de objetos fisicos, mas também a elaboragdo tebrica, que se compde de
planejamento, organizacao e estratégias. Nesse sentido, as elaboragdes tebricas ou
construcdes intelectuais sdo imprescindiveis ao pesquisador durante um processo
de design, principalmente em ambientes de ensino-aprendizagem. Atividades de

design, portanto, envolvem a criagcdo de artefatos ou objetos, que s&o
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deliberadamente produtos da mao-de-obra humana e “que podem ser concretos ou
abstratos” (DRISOSTES, 2005, p.38).

Por iteragdo deve-se entender um processo de solu¢cdo de um certo problema
(uma equacéo, por exemplo) por meio de uma sequéncia finita de operagbes em que
o resultado de cada etapa (a partir da segunda) utiliza os resultados da etapa
imediatamente anterior. As no¢des de iteracéo e de design, juntas, nos conduzem a

noc¢ao de design iterativo.

Num processo de design iterativo, uma atividade (inicial) é criada e aplicada;
num segundo momento, de acordo com as informagdes obtidas em etapas
anteriores, esta atividade pode ser redesenhada (alterada). Assim, num processo de
design iterativo, os pesquisadores interagem no sistema, dotando-o de uma

caracteristica ciclica.

O design iterativo constitui elemento essencial para metodologias de pesquisa
que investigam areas educacionais, especialmente seus cenarios de ensino e
aprendizagem em contextos escolares, sendo também uma caracteristica marcante
de metodologias de pesquisa baseada em design, como os “design experiments”. A
nossa opgao metodologica, que sera explicada a seguir, baseia-se na nocgédo de
“‘experimentos de ensino”, de Kelly e Lesh (2000). Queremos ressaltar que esta
metodologia é uma versao mais singular de “design experiments”, a qual constitui
um paradigma de pesquisa mais abrangente, principalmente em ambientes

educacionais.

3.3 Design Experiments??

O objetivo da metodologia baseada em design € estudar a aprendizagem em
um ambiente escolar natural. Os design experiments constituem uma abordagem
interdisciplinar que reconhece a natureza fundamental da pesquisa educacional,

sendo que nesta abordagem pesquisadores trabalham em parceria com professores

?8 Neste trabalho, manteremos a designac&o original, em inglés.
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a fim de desenvolver e refinar teorias educacionais inovadoras. Para Drisostes
(2005),

A pesquisa baseada em design visa ir além de meramente projetar e testar
intervencbes particulares. As intervengbes incorporam reivindicagdes
tedricas especificas sobre ensinar e aprender, refletem um compromisso de
compreender os relacionamentos entre a teoria, artefatos projetados e a
pratica. Ao mesmo tempo, a pesquisa sobre intervengdes especificas pode
dar contribuicdo as teorias de aprendizagem e de ensino (p.42).

Cobb et al (2003) identificaram cinco caracteristicas transversais que

caracterizam a metodologia dos Design Experiments:

v Primeiramente, a finalidade de um experimento de design é desenvolver uma
classe de teorias acerca, tanto do processo de aprendizagem como sobre o0s
significados que sdo desenhados para dar suporte a aprendizagem, sendo
que “estes ultimos vinculados aos artefatos materiais, as praticas de ensino e
de aprendizagem, a negociagcdo de normas e outras formas de mediag¢ao”
(KARRER, 2006, p.199).

v Em segundo Ilugar, é uma metodologia altamente intervencionista,
procurando sempre a inovagdo. Design experiments tem como meta
representar bases iniciais para futuras inovacdes e isto significa que a
intengcdo deste tipo de metodologia é inquirir sobre as possibilidades de
novas formas de aprendizagem, visando mudancgas educacionais.

v' A terceira caracteristica envolve seus aspectos prospectivo e reflexivo. No
primeiro deles, o design é implementado como um processo de
aprendizagem baseado por hipoteses. Ja no segundo aspecto, conjecturas
sdo realizadas com varios niveis de analise. O design ou projeto inicial € uma
conjectura sobre os significados que daréo suporte a uma forma particular de
aprendizagem, que por sua vez sera testada. Na conducgédo do experimento,
sdo realizadas e testadas conjecturas mais especializadas, e se uma
conjectura inicial é refutada, podem ser geradas e testadas novas
conjecturas alternativas.

v' Juntos, os aspectos prospectivo e reflexivo, resultam numa quarta
caracteristica, o design iterativo. Como conjecturas sdo geradas e talvez

refutadas, novas conjecturas sado desenvolvidas e sujeitas a teste. Esta



72

caracteristica se foca nos ciclos de intervencéo e revisdo necessarios para
desenvolver a pesquisa.

v' A quinta e JUltima caracteristica estd relacionada com suas raizes
pragmaticas, reivindicando que a teoria usada deve fazer “trabalho real”. As
teorias desenvolvidas durante o processo de experimentacédo sdo humildes,
modestas, ndo apenas no sentido de que estdo relacionadas a um dominio
especifico do processo de aprendizagem, mas também porque sé&o
responsaveis pela atividade de design (pelo fato de desempenharem um

trabalho real).

Uma metodologia baseada em design pode ser conduzida em diferentes
cenarios educacionais, dentre os quais destacamos os experimentos de sala de aula
(onde professores e pesquisadores colaboram) e os experimentos desenvolvidos
com pequenos grupos de estudantes — que é o caso da nossa pesquisa —, em que
as seqliéncias ou sessbes de ensino sao conduzidas com professor-pesquisador e
estudante. Segundo Cobb et al (2003), “o objetivo é criar uma versdao em pequena
escala de uma ecologia de aprendizagem que possa ser estudada em profundidade
e detalhe”(p. 9).

A metafora “ecologia de aprendizagem” é usada no sentido de representar um
sistema complexo e interativo, envolvendo, além disso, multiplos fatores de
diferentes tipos e niveis. Isto é possibilitado por meio da modelagem de seus
elementos, bem como da antecipacdo de como tais elementos funcionam em

conjunto, para suportar a aprendizagem.

A metodologia dos design experiments representa um tipo de experimento de
ensino voltado para pesquisas em Educagdo Matematica. Teve origem nos Estados
Unidos, por volta de 1970. Experimentos de ensino nem sempre foram um método

aceito de fazer pesquisa em Educacgédo Matematica.

3.3.1 Experimentos de Ensino

Um trago marcante desta metodologia — e que a diferencia das demais — é o

fato de que os papéis de professor e pesquisador sdo insoluveis, mas por vezes,
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durante um experimento, ha uma reconfiguragéo desses papéis, de modo a permitir
a atuacéo do pesquisador como professor ou mesmo como co-aprendiz (KELLY &
LESH, 2000). No caso especifico da nossa pesquisa, desenvolvida com dois
pequenos grupos de estudantes, exerceremos o papel de professor (devido as
interacbes com os estudantes) e de pesquisador (levando em consideragdo as
responsabilidades na criagéo, aplicagdo e analise das atividades envolvidas no

processo de design).

Na conducdo do nosso experimento de ensino queremos enfatizar a
ocorréncia de algumas variaveis. Primeiro, quase que o total desconhecimento do
objeto de estudo tratado no experimento, neste caso, as construgcbes geométricas
(com ou sem o computador). Segundo, a deficiéncia ou a falta de artefatos materiais,
principalmente computadores, na escola onde se deu o experimento, além de s6
dois dos estudantes possuirem computador em suas casas. E por fim, longos
intervalos de tempo entre uma sessao e outra (Nas sessbes de familiarizacdo com o

Cabri esse intervalo de tempo foi, em média, de oito dias).

Em geral, um experimento de ensino pode apresentar diferentes focos. Para
Vaz (2003), alguns destes focos compreendem:
v" O ambiente, que deve permitir aos estudantes participagao ativa nas
atividades propostas;
v' A atividade do professor e dos alunos; e
v' A seqliéncia de atividades elaboradas por meio de um processo ciclico,

envolvendo teoria e pratica, e chamado processo de design.

Nesta dissertacdo, focaremos atencdo nas produgbes matematicas dos
estudantes (producgao de provas) a partir de atividades desenhadas no contexto das
construcbes geométricas no ambiente computacional de Geometria Dindmica, o

Cabri-Géometre.

Um experimento de ensino, segundo Steffe & Thompson (2000), envolve uma
sequéncia de episoédios de ensino. Um episddio de ensino inclui um agente de
ensino, um ou mais estudantes, uma evidéncia dos episodios de ensino, e um

método de gravacdo para capturar todas interagdes durante o episodio. Estas
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gravacgdes sdo usadas para preparar os episodios subsequentes e, desta forma,

para a condugao de uma analise conceitual retrospectiva do experimento de ensino.

Um dos principais objetivos de um experimento de ensino é a criagdo de
modelos explanatérios a fim de permitir interpretar os processos de aprendizagem
dos alunos. Dai, a questdo a ser colocada € se os modelos construidos com base
em um determinado experimento de ensino poderdo ser aplicados a compreensao
do comportamento de outros aprendizes sob condicbes semelhantes. Steffe &
Thompson (2000), esclarecem a esse respeito que o objetivo de um experimento de
ensino & estabelecer um modelo vivo da atividade matematica dos aprendizes em

diferentes ambientes de aprendizagem.

Ao se conduzir um experimento de ensino, deve-se constantemente testar e
revisar conjecturas, analisar o raciocinio dos estudantes e a influéncia do ambiente
de aprendizagem. Neste tipo de metodologia, é expressivo o fato de que a
compreensao do fendmeno em investigacdo ocorre enquanto o experimento se
desenvolve. E isso que confere um carater de dinamismo & metodologia baseada em

experimentos de ensino.

3.4 O Papel do Professor

Desenvolvemos as atividades com a expectativa de que os aprendizes
pudessem expressar suas descricbes e/ou justificativas com um certo nivel de
autonomia, mas nos deparamos com algumas possibilidades inesperadas no
decorrer do design. Isto porque o que é esperado e o que pode ser de fato realizado
num experimento de ensino sdo questdes que devem estar na linha de frente das

preocupacdes do professor-pesquisador.

Antes de qualquer coisa, a questdo das dificuldades®® dos aprendizes na
linguagem materna, e tanto mais ainda na linguagem matematica, tem implicac&o
direta na forma de intervengcéo e interacdo do professor, enquanto conduz as

sessdes de um experimento de ensino.

%% Nos referimos, aqui, as dificuldades naturais na lingua escrita e falada, tendo em vista o nivel
escolar dos aprendizes (72 Série do Ensino Fundamental).
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As acdes do professor, neste tipo de metodologia, se ddo em um contexto de
constante interagcdo com os estudantes. As formas de agir e de indagar sao

questdes que representam o foco central ao se conduzir um experimento de ensino.

Cientes de que este tipo de metodologia se foca na andlise do raciocinio
oferecido pelo aluno, e interessados em suas produ¢des matematicas, nosso papel
€ auxiliar os estudantes no sentido de que possam organizar seus raciocinios, rumo
a uma linguagem matematica mais apropriada, mas, talvez, nem sempre mais

precisa.

O objetivo principal do professor-pesquisador é estabelecer modelos vivos da
atividade matematica dos estudantes, ou melhor, & criar meios de interacdo que
possam encorajar mudancgas nos pensamentos atuais dos estudantes. O que se da
através de uma atencgao especial no design e redesign das atividades desenvolvidas

durante o experimento.
3.5 Consideragoes Adicionais

Entendemos que o0 nosso estudo se desenvolveu nas bases de um design
iterativo, caracterizado por ciclos de reviséo e atualizagdo, o que define a relagdo do
presente estudo com este tipo de metodologia. Nossa hipotese inicial de pesquisa é
que o Cabri-Géomeétre ira contribuir com as produc¢des matematicas (as “provas”)

dos estudantes a partir do objeto de estudo constru¢ées geométricas.
3.6 Sujeitos de Pesquisa e Procedimento Inicial para Coleta de Dados

Os nossos sujeitos de pesquisa sdo alunos da 72 Série*® (Ensino
Fundamental) de uma escola da rede estadual de Diadema, Sao Paulo. No inicio do
ano letivo de 2006, explicamos aos alunos desta classe que haveria uma pesquisa a
ser desenvolvida e que esta trataria das construgbes geométricas com o uso do
computador. Esclarecemos que seria usado um programa de computador chamado

Cabri-Géometre para executar as construgoes.

% Fizemos a opgéo de trabalhar com nossos proprios alunos.
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O préximo passo foi convida-los a participar do projeto de pesquisa. Tivemos
de imediato cerca de 20 (vinte) interessados, dos quais somente 6 participaram da
pesquisa do inicio ao fim. Deixamos claro que o projeto seria desenvolvido fora do
horario de aula. Depois disso, comegcamos a fase de familiarizagdo dos aprendizes
com o Cabri-Géometre, concomitantemente ao uso do computador. (Veja-se a

préxima sessao)

Um dos primeiros problemas que vivenciamos nesta classe €& que estes
alunos nao tinham tido aulas de Geometria“, menos ainda de construgdes
geométricas. E claro, também, que como se trata de uma comunidade de baixa
renda, o acesso ao computador é muito restrito. Além do mais, os computadores da
escola estavam com problemas, com exce¢cdo de um. Uma primeira preocupagao
que tivemos foi com respeito ao conteudo de geometria a ser ensinado, o qual foi
abordado no planejamento da escola. Providenciamos em seguida dois

computadores para serem usados no desenvolvimento das atividades.

Como os nossos aprendizes ndo tinham acesso ao computador, tivemos
necessariamente que fazer varias sessdes de familiarizagcdo com o software Cabri-
Géometre. (Quanto ao uso do computador propriamente dito — ligar, desligar,
teclado, mouse; abrir e fechar programas; salvar arquivos e até jogar — essas tarefas

nao apresentaram dificuldades para os aprendizes)

3.6.1 Sobre a Selegao dos Alunos

N&o adotamos critério algum e nem aplicamos qualquer tipo de teste escrito
para escolha dos alunos, ndo havendo, portanto, nenhum tipo de selecdo. Da lista
geral de vinte interessados do inicio do ano (de 2006), sobressairam dois grupos
que, junto com o professor-pesquisador, constituiram dois sistemas de
aprendizagem. O Sistema de Aprendizagem A, com duas duplas de alunos, € o

Sistema de Aprendizagem B, com uma dupla — sendo que esta dupla s6 manifestou

¥ Cabe a observacgdo de que, apesar desses alunos nao terem tido aulas de Geometria (no de
forma planejada), deve ficar claro que detém algum conhecimento (nog&o) sobre conceitos basicos,
como retas, angulos, e figuras planas, como tridngulos e quadrados.
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interesse em participar do projeto cerca de dois meses apoés termos concluido parte
da coleta de dados (nos experimentos de ensino com Cabri) com as duas duplas do

Sistema de Apendizagem A.

3.6.2 Os Materiais e o Ambiente de Trabalho

O ambiente de trabalho onde se deu o experimento de ensino € uma escola
da rede estadual de ensino, em Diadema. Ressalte-se que a sala de aula de
informatica desta escola esta praticamente desativada, uma vez que apenas um
computador estda em condicbes de uso. Apesar disso, foi esse o espago que

utilizamos.

Utilizamos, nos experimentos, dois computadores, um deles tendo sido
providenciado com 0s nossos proprios recursos. Em cada um dos computadores
instalamos o software Cabri-Géometre I, que foi usado para a execuc¢do das
atividades. Participaram do experimento 3 duplas ao todo, sendo que num primeiro
momento tivemos as duplas Augusto/Cristina e Bruno/Gisele (compondo o Sistema
de Aprendizagem A) e, num segundo momento, apenas a dupla Barbara/Suzane
(Sistema de Aprendizagem B). Esclarecemos que s6é depois de ter terminado os
trabalhos com as duplas Augusto/Cristina e Bruno/Gisele € que comegamos a

trabalhar com a dupla Barbara/Suzane.

Depois de cada etapa do experimento de ensino com Cabri, utilizamos,
também, cartdes contendo escritas de provas matematicas (ou explicagbes). Em
cada cartdo escrevemos um passo da prova (esta etapa compreende o chamado
‘jogo” de Prova com cartdes mais os pos-teste, discutidos mais adiante). A tarefa
dos aprendizes era “montar a prova”, colocando em ordem os cartdes de acordo

com o raciocinio correto empregado na demonstracao.

Todas as sessbGes foram registradas em audio e video. Para isso,
providenciamos gravadores (“K-7" e “mp3-players”) e uma filmadora. As imagens
foram gravadas por uma outra pessoa, o que facilitou nossa atuagdo como
professor. Além disso, por vezes, para uma melhor interagdo com os estudantes,

langamos mé&o da lousa como recurso didatico.
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As escritas dos aprendizes foram registradas na prépria tela principal do

software, e devidamente salvas numa pasta do computador.

3.6.3 Familiarizagao com o Cabri-Géométre

Nossa preocupacao inicial foi fazer com que os alunos envolvidos na
pesquisa tomassem conhecimento do software Cabri-Géomeétre da forma mais
familiar possivel. Para tanto, foi necessaria nossa interacéo constante com os alunos
nas varias sessbes>” de familiarizacdo, onde agimos essencialmente como

professor-mediador.

O software Cabri-Géometre, apesar de estar disponivel nas escolas estaduais
ha cerca de dez anos, € muito pouco conhecido e utilizado pelos professores. E se
pensarmos no Cabri como uma possibilidade didatica (para ser usado na sala de

aula), seu uso pelos alunos se reduz quase a zero.

Pelo motivo exposto acima tivemos que introduzir os alunos ao treinamento
técnico do Cabri no que diz respeito ao menu e as ferramentas disponiveis para
construgéo. Esse treinamento aconteceu ao mesmo tempo em que foram sendo
executadas as primeiras constru¢des na tela do programa. A maioria dos recursos
disponiveis no menu do Cabri foi sendo apresentada no decorrer do
desenvolvimento das atividades. Por exemplo, para construgdo da mediatriz de um
segmento de reta, introduzimos as ferramentas “mediatriz” e “ponto médio”, além da

ferramenta “compasso” (e também a “circunferéncia”).

Fizemos uma apresentacéo sucinta das principais caracteristicas do software:
tela principal, menus e comandos. Um aspecto geral do Cabri é apresentado na

figura abaixo.

%2 Cerca de quatro a cinco sessdes para cada Sistema de Aprendizagem.
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#% Cabri Géométre Il - [Figura #1] Q@@

@ Arguivo Editar Opcdes Janela  Ajuda

A O] A% e _l_l

< : *

Ponteira

Figura 3.1 — tela principal, de abertura do Cabri-Géomeétre Il

Explicamos aos aprendizes a maneira de utilizar os comandos (os principais,
para os nossos objetivos). Comecamos explicando como se constréi uma figura (um
ponto, uma reta, uma curva, etc), dizendo que deveriam clicar com o0 mouse numa
das janelas da barra de ferramentas do Cabri e depois voltar com o cursor para a
tela, efetuando a construgcédo desejada. Citamos a constru¢cdo de uma circunferéncia
de raio arbitrario, em que o aluno tem que clicar na 42 janela (da esquerda para a
direita), quando retorna a tela, da um clique, solta e arrasta para a posigcao

pretendida, dando um clique final. E pronto.

A ] AG] A% Mz A%
| Circunferéncia
Arco

Cinica

Figura 3.2 — destaque da 4° janela, que permite construir circunferéncia, arco e cénica

Fizemos em torno de quatro a cinco sessdes, sempre aos sabados, com o
objetivo de familiarizar os alunos com o uso do computador, com o software, ao
mesmo tempo em que treinamos as principais construgbes geomeétricas: ponto, reta,

segmento, circunferéncia, ponto médio, mediatriz, retas paralelas e perpendiculares
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etc. A postura do professor-pesquisador foi de constante interacdo com os
aprendizes. Ressaltamos que ndo houve nenhuma forma de registro nessas sessdes
de familiarizagdo (audio ou video), pois os aprendizes ndo estavam bem a vontade

para tal.

3.7 As Atividades

As atividades que integram a presente pesquisa se dividem em ftrés
conjuntos, aplicados a dois sistemas de aprendizagem. O Sistema de Aprendizagem
A é composto por duas duplas e o Sistema de Aprendizagem B, por uma dupla. Os
dois sistemas serdo descritos em detalhes quando for feita a analise das atividades
no Capitulo 4. No que segue, apresentamos um resumo dos trés conjuntos de

atividades.

e Conjunto 0, composto pelas Atividades Preparatérias, € contendo sete

questdes.

Foi aplicado com o objetivo de introduzir os aprendizes a no¢ao de construgdes
geométricas num ambiente de Geometria Dinamica e prepara-los para a etapa
seguinte — a coleta de dados propriamente dita. Houve apenas registro de voz, mas
pedimos que escrevessem na tela a descricdo da construgdo e que salvassem num
diretorio do HD (Hard Disk). Tais respostas estdo em anexo no fim deste trabalho.
Vale lembrar que as questbes abordadas neste conjunto de atividades ja vinham

sendo desenvolvidas nas sessées com Cabri e na sala de aula de Matematica.

e Conjunto 1, com seis questdes assim distribuidas:
Conjunto 1.1: Introduzindo construgdes geométricas no Cabri;
Conjunto 1.2: Introducao a prova;
Conjunto 1.3: Caixas-pretas;
Conjunto 1.4: Episddio de Ensino; e

Conjunto 1.5: Construgdes de Mohr-Mascheroni (ponto simétrico)

e Conjunto 2, composto por um total de 5 atividades. Neste conjunto,

apresentamos as provas de certas proposi¢cdes geométricas confeccionadas
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em cartdes, da seguinte maneira: num certo cartdo, colocamos o enunciado
do teorema, bem como figuras, diagramas, dicas etc e as etapas da prova
eram apresentadas de forma “solta” em alguns outros cartdes. A isto vamos
chamar de “jogo” de prova, de modo que cada dupla de aprendizes “ganha”
0 jogo quando conseguir organizar as etapas da prova na ordem correta. Este
conjunto abrangeu também a realizacédo de um péds-teste, em que a prova

tinha que ser elaborada por escrito (com lapis e papel).

Abaixo, organizamos um quadro-resumo do Sistema de Aprendizagem A.

Sistema de Aprendizagem A

Nuamero de
Conjunto Descrigdo _ Duplas/sujeitos
sessées
_ Atividades e Augusto/Cristina
Conjunto 0 . 1
Preparatorias e Bruno
e Augusto/Cristina
a ~
Introducao a 1% sessdo e Bruno/Gisele
prova € as e Augusto/Cristina
Conjunto 1 construcoes 2 22 sess&o e Bruno/Gisele
geométricas no
Cabri
Redesenhadas na Sesséo 2
“‘Jogo” de e Augusto/Cristina
rova com Bruno/Gisele
Conjunto 2 P 1 * N !
cartdes +Pos-
teste

Tabela 3.1 — Resumo do Sistema de Aprendizagem A

O Sistema de Aprendizagem B é formado apenas por uma dupla,
Barbara/Suzane, e segue resumido abaixo.
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Sistema de Aprendizagem B

) ] Nuamero o
Conjunto Descrigdo de Duplas/sujeitos
Sessobes
Conjunto Atividades
0 Preparatoérias
Introducéo a
Conjunto prova e as ]
1 construgdes 3 Barbara/Suzane
geomeétricas
no Cabri
Conjunto Jogo® de
prova com 1 Barbara/Suzane
2 cartbes+Pos-
teste

Tabela 3.2 — Resumo do Sistema de Aprendizagem B

3.7.1 As Atividades: Objetivos, Resolugées e Comentarios

3.7.1.1 Conjunto 0 (Atividades Preparatorias)

Este conjunto de atividades foi desenvolvido para ser aplicado a duas duplas
— Augusto/Cristina e Bruno/Gisele —, mas no dia marcado, um sabado, a aluna
Gisele faltou. Com isso, o teste se realizou com a dupla Augusto/Cristina num

computador e com o aluno Bruno sozinho hum outro computador.

Ndo pedimos aos aprendizes que apresentassem as justificativas das
construcdes feitas; mas tiveram que fazer suas primeiras tentativas de descrever os
passos da construgcdo. A opg¢ao da nao justificativa das construcdes foi feita por
entendermos ser uma etapa inicial do processo de design, em que os aprendizes
ainda estavam tentando dominar as construgbes basicas. Inclusive, enquanto
professor-pesquisador, interagimos com os aprendizes na maior parte das

atividades.
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Seguem as atividade do Conjunto 0 no quadro abaixo:

1) Construa um segmento de reta AB. Trace a mediatriz deste segmento. Como se chama o
ponto de intersecc¢ado da reta mediatriz com o segmento?

2) Construir uma circunferéncia e um diametro.
3) Marque dois pontos A e B e construa o simétrico de A com relagéo a B.

4) Desenhe uma reta r e um ponto P fora dela. Construa o simétrico de P com relagao a reta
r.

5) Dividir uma circunferéncia:

a) em duas partes iguais;

b) em seis partes iguais

c) em trés partes iguais

6) Construa um angulo de 180°.

7) Construa 3 pontos colineares (que estdo na mesma reta). Faca a verificagéo!

Quadro 3.1 — Conjunto zero (Atividades Preparatorias)

Para cada uma dessas questdes, esperamos certos tipos de solugdes (da
construgéo) dadas pelos aprendizes. As possiveis solugdes apresentadas por nos
para este primeiro conjunto de atividades se encontram no Anexo 2 no fim deste

trabalho.

3.7.1.2 Sumario sobre as Atividades do Conjunto 0

Nas atividades do Conjunto 0, nossa intencdo foi iniciar os aprendizes no
processo de design, uma espécie de preparagdo para a etapa seguinte do
experimento. Reforcamos que foi solicitado aos aprendizes que descrevessem suas
constru¢des na proépria tela do Cabri, mas de forma alguma foram dadas quaisquer

justificativas (provas) de suas construg¢des. Além disso, s6 houve gravagao de voz.

Apesar de todas as questbes requererem um certo nivel de prova, isso néo foi
feito pelos aprendizes, como salientamos acima. Podemos dizer que foram
atividades exploratorias, no sentido de que os alunos visualizaram propriedades,

exploraram conjecturas e até “provaram” teoremas de forma experimental. Para
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tanto, fizeram uso dos diversos recursos que oferece o Cabri, como as ferramentas
“‘distancia e comprimento”, “medida de angulo”, “colinear?”, “simetria central’,

“simetria axial’, “perpendicular”, etc.

Apresentaremos, na proxima sessao, o conjunto de atividades que compds a

etapa seguinte da coleta de dados, que vamos denominar de Conjunto 1.

3.7.2 Conjunto 1

Este conjunto, composto por sete questdes, foi planejado para ser aplicado as
duplas Augusto/Cristina e Bruno/Gisele. Imaginavamos também ser possivel aplicar
essas atividades em apenas uma sessdo, mas isso nao foi possivel, pois ha uma
distancia significativa entre o que € previsto e o que pode ser de fato realizado,
executado, num processo de design. Resultado: este conjunto foi aplicado em duas
sessOes e enfatizamos que foram sessbes de longa duragdo (em torno de 2,5 a 3
horas cada sessdo). Nesta etapa pedimos aos alunos que justificassem suas
construcdes, ou seja, que escrevessem a prova na tela do Cabri. Vale ressaltar que,
como houve gravagao de video (além de um gravador para cada dupla), isso deixou
os estudantes pouco a vontade diante da cadmera, pelo menos nos primeiros

momentos.

3.7.2.1 Conjunto 1.1: Introduzindo construgdes geométricas no Cabri

Atividade 1>

Construa uma circunferéncia qualquer e marque um ponto P sobre a mesma. Use a ferramenta
“animacao” para fazer com que o ponto P se movimente sobre a circunferéncia. Marque um outro

ponto, A, sobre a circunferéncia, e repita a operagéo. O que vocé pode observar?
A

Figura 3.3 — Atividade 1

% Esta atividade teve como objetivo levar os alunos a indagar que propriedade geométrica caracteriza
o ponto A (ponto P...).
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Esta questéo teve por objetivo mostrar aos aprendizes que todos os pontos
de uma circunferéncia sao equidistantes do seu centro. A concluséo a que deveriam
chegar era que OA = OP = raio. Para isso, deveriam se valer do dinamismo do
Cabri.

Atividade 2**

Na circunferéncia abaixo, os segmentos OA, OB, OC e OD tém a mesma medida. Comente a
afirmacéo.

Figura 3.4 — Atividade 2

Colocamos esta questdo na forma de uma afirmacgdo, explicando aos
aprendizes que em matematica, quando se faz uma afirmagdo, ha duas
possibilidades: quando a afirmativa é verdadeira, procura-se provar, explicar o
porqué; quando é falsa, apresenta-se um contra-exemplo e com isso a afirmacéao

fica verificada.

Entendemos que esta questédo reforga a anterior, sendo uma extensdo da
mesma. Um dos objetivos era que os aprendizes enunciassem a propriedade:
“‘qualquer segmento que ligue um ponto da circunferéncia ao seu centro tem sempre
o mesmo tamanho (raio)”. O outro objetivo visado era, também, que verificassem a

afirmacao usando os recursos dinamicos do software.

*0 objetivo principal é que, numa atividade como esta, os alunos comentem a veracidade (ou n&o)
de uma afirmagéo; um segundo objetivo é que usem os recursos dindmicos do Cabri.
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Atividade 3

Por qué o circulo C4 tem 0 mesmo tamanho que o circulo C,?

Figura 3.5 — Atividade 3

Esta questao foi apresentada aos alunos a fim de que dessem os primeiros
passos ha compreensao entre uma construcdo e a explicagdo que a valida.
Observemos ainda que na pergunta estd implicito que as circunferéncias tém o

mesmo tamanho.

A resposta esperada era: por que tém o mesmo raio; ou ainda, por que foram
construidas com o mesmo raio (por construgao). Os aspectos dinamicos do Cabri

poderiam ser usados para responder a pergunta.

Atividade 4

Construir uma reta que divide uma circunferéncia um duas partes iguais.

semi-circulo

e

A BeO:
pontos
colineares

Figura 3.6 — Atividade 4
Nesta atividade, os alunos deveriam primeiro construir uma circunferéncia

com qualquer centro e raio. O préximo passo da construgao seria tragar uma reta

passando pelo centro da circunferéncia. Esperavamos, nesta questéo, que os alunos
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(além de tracar a reta pelo centro), marcassem os pontos de intersecg¢ao da reta com
a circunferéncia e percebessem a relagéo entre pontos colineares e um angulo raso

e que uma reta que passa pelo centro determina, na circunferéncia, um diédmetro.

3.7.2.2 Conjunto 1.2: Introdugédo a prova

Atividade 5

Dobrar o segmento de reta AO. Faga a construcao (a) sando todas as ferramentas
disponiveis do Cabri e (b) usando apenas o compasso (a ferramenta
“circunferéncia”)

E a prova, vem quando?

Figura 3.7 — Atividade 5

Esta atividade teve como alvo introduzir os estudantes a prova (no redesign
para a segunda Sessédo, o item (ii) foi excluido, uma vez que os aprendizes n&o

perceberam diferengas entre este e os demais).

Nossa intervencéao foi no sentido de que os aprendizes fossem abandonando
gradualmente as diversas ferramentas disponiveis no Cabri e s6 ficassem com a
circunferéncia. A seguir, ofereceremos algumas possibilidades de resolu¢do para

esta questao.

Iremos resolver as atividades (i) e (ii) conjuntamente, por simetria central ou
usando retas e circunferéncias.

12 resolugao: por simetria central
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=== » B & o simétrico de O em relagdo a A, nos dois casos.

Figura 3.8 - 12 possivel resolugdo da Ativ.5

Passos da construcao

1) Clicamos na ferramenta “simetria central”;

2) Levamos o cursor até a tela, clicamos em O e depois em A, quando aparece
um outro ponto, B, que serd o simétrico de O em relagcdo a A. Com as
ferramentas “colinear” e “distancia e comprimento”, facilmente verifica-se que
OB = 2.0A.

22 resolucgao — item (i): usando retas e circunferéncias

Figura 3.9 — 22 possivel resolugao da Ativ.5 (i)

1) Tragamos uma reta r, passando por O e A;
2) Tragamos uma circunferéncia C’ de centro A e raio OA;

3) Tomamos o ponto B, intersecc¢ao da circunferéncia C’ com a retar.

Prova: O segmento OB é de fato o dobro de AO, visto que AO = AB =raio e B &

colinear com O e A (pois B é intersec¢ao de C’ e r).

32 resolugao - item (ii): reta e circunferéncia

Passos da construgao
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Figura 3.10 — 3? possivel solugado da Ativ.5 (ii)

1) Tragamos a reta r, que passa por O e A (assim, o segmento estara contido
emr);

2) Construimos a circunferéncia C, de centro A e raio OA,;

3) Toma-se opontoB,B=C nr.

Prova: O ponto B é colinear com A e O e como A é ponto médio de OB, segue
que AO = AB =raio. Portanto, OB = 2.0A = 2.(raio).

Resolugédo do item (iii).

Aqui usaremos apenas circunferéncias.

Figura 3.11 — Ativ.5

Passos da construgao:

1) Tragamos as circunferéncias C, de centro O, e C4, de centro A (ambas de
mesmo raio OA)
Tomamos P na intersecgédo de C e Cy;

Tragcamos a circunferéncia C,, de centro P e raio OA;

Tragcamos a circunferéncia Cs, de centro Q e raio OA;

)
)
4) Tomamos Q na intersecc¢ao de Cq e Cy;
)
) Tomamos o ponto B, intersec¢ao de C1 e Cs
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Prova: Precisamos provar que OB = 2.0A.

Vamos usar o teorema auxiliar seguinte: Se o=/, entédor//s.

/

beta r

alfa

/ 5

Figura 3.12 — Duas paralelas cortadas por uma transversal

Como OA = AB = raio, para concluir que OB = 2.0A, temos que provar que 0s
pontos O, A e B sédo colineares. O que é feito provando-se que as retas OB e PQ

s&o paralelas (usando o teorema enunciado acima).

Por construgdo, cada um dos 3 angulos no vértice A mede 60° (pois os
triangulos OAP, PAQ e QAB séao equilateros, todos com o vértice A em comum).

Logo, a angulo OAB é raso e, portanto, os pontos O, A e B s&o colineares.

Eis a prova:
Como PAO =APQ, pela congruéncia dos triangulos OAP e PAQ, tem-
se que PQ // AO (1);
Da mesma forma, temos a congruéncia dos triangulos PAQ e QAB,

donde BAQ = AQP, e entdo PQ // AB (2).

Logo, por (1) e (2), temos que AB // AO e sendo AO e AB dois segmentos (iguais)
com o ponto A em comum, concluimos que os pontos O, A e B s&o colineares. Caso
contrario, teriamos pelo ponto B duas paralelas a reta PQ, o que contraria o 5°

postulado de Euclides.
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3.7.2.3 Conjunto 1.3: “Caixas pretas”:

O principal objetivo das atividades tipo “caixas-pretas” foi procurar fazer com
que os alunos se utilizassem certas nogbes ou propriedades ja adquiridas ou
parcialmente adquiridas, ou que fizessem novas descobertas a partir da figura dada,
principalmente fazendo uso do dinamismo do software Cabri-Géomeétre. E vale
lembrar que as figuras correspondentes a esta questdo foram preparadas pelo

professor-pesquisador e prontamente salvas em uma pasta do computador.

O termo “copia exata”, como foi explicado no experimento, significa construir
uma figura com as mesmas propriedades que a figura dada. Além disso, nao foi

pedida qualquer justificativa da construgéo.

Lembramos que na segunda Sessdo, para o Sistema de Aprendizagem A,
esta questédo teve o enunciado modificado. A explicagdo é que na primeira sesséo
uma das duplas usou o conceito de simetria para “copiar” a figura (no caso, item (a)
e (b)), momento em que houve interferéncia do professor-pesquisador, esclarecendo
que este método ndo era apropriado para resolver a questdo, uma vez que a
ferramenta “simetria” apenas executa a “imagem” e, portanto, ndo mantém o mesmo
comportamento da figura original. Vejamos a versao inicial e a versao final desta

questao:

v" Versao inicial “Procure fazer uma “copia exata” de cada figura a sequir. Mas
antes, procure movimentar a figura ou partes da mesma.”

v' Versdo final (redesenho) : “Reproduzir uma figura que tenha o mesmo
comportamento que a figura abaixo. Mas antes, procure movimentar a figura

ou partes da mesma.” Segue a atividade.

Atividade 6

O principal objetivo desta atividade era enfatizar a nogcdo de construgéo
robusta. Nossa interagdo com os aprendizes se deu no sentido de esclarecer que
uma construcao é robusta se pudermos movimentar partes da mesma e ela mantiver

as propriedades originais (pode mudar a forma).
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Procure fazer uma “copia exata” de cada figura a seguir:

al b) q d

Mas antes, procure movimentar a figura ou partes da mesma.

Figura 3.13 — Todos os itens da Ativ.6

Esta atividade trata exclusivamente dos dois tipos de simetria: central e axial.
O objetivo era enfatizar a nogéo de construgéo robusta/mole e, para isto, os alunos
deveriam explorar a fundo cada figura, a fim de encontrar as pistas para a solugéo
correta. Esperavamos, por exemplo, que medissem distancias, verificassem a
colinearidade de pontos, perpendicularismo, que medissem angulos e assim por

diante.

Nesta questdo, primeiro pedimos aos aprendizes que abrissem o arquivo
contendo cada figura. Auxiliamos os aprendizes mostrando que nem todos pontos

das figuras poderiam ser movimentados (ver ilustragéo abaixo).

Figura 3.14 (llustragdo). Movimentagao do ponto B.

Os alunos deveriam perceber em primeiro lugar que somente o ponto B
poderia ser movimentado. Foram instruidos a fazer verificagbes utilizando as

ferramentas do Cabri: “distancia e comprimento” e “colinear?”.

Resolugao: de (a)
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1)Tragamos uma circunferéncia com centro O em qualquer lugar da tela do Cabri,
mas com o mesmo raio da circunferéncia dada,usando a ferramenta “compasso’;

2) marcamos um ponto B sobre a mesma e encontramos o seu simétrico A
relativamente ao centro O;

3) Unimos os pontos B e A, o que resolve a questao.
Resolugao: de (b)

Uma vez que foi permitido manipulacdes de partes da figura, bem como
verificacdes (das distancias, alinhamento dos pontos), esta questado se resolve da
mesma maneira que a anterior, sendo apenas uma pequena variagdo da mesma

(deixamos de tracar o diametro e mudamos os rétulos dos pontos).

Resolugao: de )

[ms]
p-1

Figura 3.15 — Atividade 6

Nesta atividade, o didmetro é fixo e o ponto A € moével. Trata-se de simetria

na circunferéncia. O ponto B é o simétrico de A em relagao ao diametro Tracejado.
Possibilidades de resolugao
12) Esta atividade pode ser resolvida de modo mais pratico por “simetria axial” ou por

perpendicularidade (ferramenta “reta perpendicular”).

1) Por simetria, basta clicar na ferramenta “simetria axial”’, levar o cursor a tela,
clicar no ponto A e depois no diametro. O ponto B, simétrico de A, aparece

sobre a circunferéncia, do outro lado do diametro. Ver a figura abaixo:
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B & o simétrico de A em relagio ao didmetro.

- B A
=====3

Figura 3.16 — resolugédo da Ativ.6

2) Usando a ferramenta “reta perpendicular’, clicamos no ponto A e em seguida
no didmetro. O ponto B aparece como intersec¢ao da circunferéncia com a

reta. Ver a figura abaixo:

Areta r passa pelo ponto A e & perpendicular ao diimetro.

Figura 3.17 — Resolucéo da Ativ.6

23) Também podemos resolver esta atividade usando apenas circunferéncias, como

segue:

12) Basta que tracemos uma circunferéncia C’ numa das extremidades do didmetro e
passando por A. A outra interseccao de C e C’ é exatamente o ponto B, simétrico de

A em relacdo ao diametro.
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e Circunfréncia C'

‘d/x(//. Circunferénci C
L]
1

E
r
o """ Circunferéncia C"
._’.f
o -

* Para encontrar o ponto B, nfo € obrigatfrio tragar a circunferéncia. C".
** Pode-se simplesmente aproveitar a circunferéncia C, ja tragada.

Figura 3.18 — Resolugao da Ativ.6

[d]

.E ] Al

Figura 3.19 — Ativ.6 (d)

Nesta atividade, que trata de simetria central, apenas dois pontos sao
“clicaveis” (ou seja, podem ser movidos): A e C. A resolugao desta ja foi
contemplada anteriormente nas questdes de encontrar o simétrico, dobrar o
segmento de reta etc. A intengdo era que os aprendizes (a exemplo de outras

atividades) explorassem o dinamismo do Cabri.

3.7.2.4 Conjunto 1.4: Episédio de ensino — Introduzir as congruéncias.

Esta parte do experimento de ensino foi desenvolvida com a ajuda de
materiais concretos: cartolinas e folhas transparentes, assim como material de apoio
escrito (os critérios de congruéncia). Teve como objetivo tratar as no¢des e casos de
congruéncia de tridngulos pela sobreposi¢cdo de figuras. No final da exposigcao

explicamos aos aprendizes como se prova uma proposi¢do envolvendo congruéncia
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de tridngulos. Basicamente, apresentamos a prova do seguinte problema: “Se um

ponto P pertence a mediatriz de um segmento de reta AB, entdo PA = PB.”

v' Explicamos aos alunos que a idéia de sobreposicdo é que esta por traz do

conceito de congruéncia, mas que s a idéia nao é suficiente e por isso
nao podemos comparar tridngulos dessa maneira afim de verificar se eles
sdo ou nao congruentes. Podemos, sim, “formar uma imagem mental da
sobreposi¢ao”, tentando descobrir visualmente quais vértices devem
coincidir para que os triangulos fiquem sobrepostos.

Explicamos que para estabelecermos uma congruéncia, € necessario que
se faga uma associagéo (ou uma correspondéncia) entre os vértices dos
dois tridngulos e que essa associagdo é que mostra a correspondéncia
entre os vértices do dois tridngulos para que estes se sobreponham.
Explicamos 3 dos 4 casos de congruéncia (LLL, LAL e ALA)*.

Provamos o teorema da mediatriz usando congruéncias (caso LAL).

A congruéncia de triangulos constitui um importantissimo recurso nas

demonstracdes de teoremas em geometria. Sem este recurso, ndo se faz muita

coisa em Geometria, em particular com relagao as propriedades de tridangulos.

3.7.2.5. Conjunto 1.5 : Constru¢ées de Mohr-Mascheroni (Ponto simétrico)

Atividade 7
(a) Construir o simétrico de P em relagéo a reta AB;

(b) Construir o simétrico de P em relagcédo ao didmetro da circunferéncia.

% Nao foi necessario explicar o 4° caso de congruéncia — LAA, (Lado, Angulo, Angulo oposto) —, pois
as demonstragbes que procuramos trabalhar com os aprendizes ndo chegaram a exigir tal nivel de
raciocinio. Observe-se que € possivel provar que a situagdo LAA, cai no caso ALA. Entretanto, a
situagdo LAA, aparece freqlientemente em demonstragdes e, para ndo termos o trabalho de faze-la
recair no caso ALA sempre que ela aparecer, dai resulta que esta situagédo (LAA,) é elevada a critério
de congruéncia de tridngulos. Os detalhes da prova a que nos referimos podem ser encontrados em

Putnoki (1991).
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(al (b

Figura 3.20 — Atividade 7

Possibilidades de solugao

Primeiro observemos que se a reta (ou o segmento) ndo estiver pontilhada,
esta atividade nédo pode ser resolvida com a ferramenta “simetria axial’. As solugdes
com retas e circunferéncias ja foram abordadas Conjunto 0. Daremos as respectivas

solugbes com 0 compasso apenas.

Resolugao do item (a)

T

Figura 3.21 — Resolugdo da Ativ.7 (a)

1) Tragam-se duas circunferéncias C e C’: a primeira de centro A passando por
P e a segunda de centro B passando também por P;

2) O outro ponto de intersecgao entre Ce C’ é P’.
3) P’ é o simétrico de P em relagdo a reta AB. De fato, a reta que passa por A e

B é mediatriz do segmento PP assim obtido. Logo, M é ponto médio de PP,
0 que garante que P’ & o simétrico de P.
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Prova: Sabemos, por construgédo, que AP = AP’ e BP = BP’. Sabemos também que
AB é lado comum aos triangulos ABP e ABP’. Podemos dizer entdo que os

triangulos ABP e ABP’ sdo congruentes, pelo caso LLL.

Sendo M o ponto de intersecgcédo de PP com a reta AB | temos que os

triangulos AMP e AMP’ sdo também congruentes com angulos retos em M. Logo, P’

é o simétrico de P em relagdo a reta AB .

Resolugao do item (b)

Circunferéncia C'

AN

N
~__ Circunferéncia C

b
Y
s
Y

[
I
1

A i
i - ry -
e Circunferéncia C"

Figura 3.22 — Resolugao da Ativ.7 (b)
Passos da construgao:

1) Tragamos uma circunferéncia C’ de centro B, passando por P;
2) Tomamos o ponto P’, intersecc¢ao de C e C’. O ponto P’ sera o simétrico de P

em relacao ao diametro da circunferéncia.

Prova: Esta prova ndo tem diferenca em relagdo a apresentada no item (a).
Observemos que néo foi necessario considerar, na construgcdo, a circunferéncia C”
(que deixamos tracejada), de modo que simplesmente aproveitamos a circunferéncia

C (que ja estava desenhada).

3.7.3 Sobre as Atividades Previstas e as Realizadas (Conjunto 1)

Na Sessao 1, realizada numa segunda-feira, as duas duplas sé conseguiram
chegar até o exercicio 6 (Caixas-pretas) e ainda assim, ndo terminaram os itens c) e
d). Por isso, apdés uma analise preliminar, estas atividades foram revisadas. Nao

reaplicamos as questdes de 1 a 4 (pois ja haviam sido feitas na primeira Sessao);
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excluimos o item (2) da questdo 5 e o item (c) da questdo 6(sobre Caixas-pretas),

além de alterarmos seu enunciado.

Na Sessdo 2, realizada numa sexta-feira, iniciamos com o Episédio de
Ensino, ou seja, com uma “aula” sobre congruéncia de tridngulos (ver mais adiante).

Em seguida, continuamos a aplicagao das atividades.

3.7.4 Sumario sobre as Atividades do Conjunto 1

As Atividades desenvolvidas no Conjunto 1 foram divididas em 5 partes. Com
excec¢ao do Conjunto 1.4, no qual abordamos as congruéncias de tridngulos, todas
exigiram algum tipo de prova por parte dos aprendizes. Ressaltamos que neste
conjunto sobre congruéncias, iremos levar em conta as possiveis interagbes dos
alunos com o professor-pesquisador, quando da analise das atividades no préximo

capitulo.

No Conjunto 1.1, o objetivo foi levar os aprendizes a explicar seus
raciocinios, principalmente explorando os aspectos dindmicos do software Cabri-
Géomeétre. Esperavamos que dessem mais explicagdes e menos provas (formais)

sobre o que entenderam.

No Conjunto 1.2, até mesmo as construgdes tinham que obedecer a uma
certa ordem: Primeiro efetuavam a construcdo usando todas as ferramentas
disponiveis no Cabri; e por ultimo, tinham que resolver com o uso apenas do
compasso (ou seja, com o0 uso apenas das ferramentas “compasso” e/ou
“circunferéncia”). Nesta etapa, os aprendizes tinham que justificar suas construcoes
e para isso deveriam usar ndo somente linguagem matematica, mas também,

linguagem natural.

Com relagdo ao Conjunto 1.3, sobre caixas-pretas, o principal objetivo foi
levar os aprendizes a descoberta de propriedades e, possivelmente, de relagcdes nas
figuras dadas para serem “copiadas”. N&o era, portanto, para apresentar as
justificativas das construgdes. A relevancia deste conjunto para o nosso estudo esta

relacionada com a distingdo entre construgdo mole e construgao robusta.
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Nas duas unicas atividades do Conjunto 1.5 foi abordado especificamente o
conceito de simetria axial. Neste grupo foi dada uma maior énfase ao método das
constru¢cdes geométricas realizadas apenas com o compasso (constru¢cées de Mohr-
Mascheroni). Isto porque as resolugbes de tais questdes por outros meios
(principalmente aquele que utiliza a reta nas construgdes) ja tinham sido estudadas
em diversas outras ocasides, como por exemplo, no Conjunto 0. Estas atividades
foram aplicadas com o objetivo de que os alunos elaborassem suas justificativas

(provas matematicas), valendo-se das congruéncias de triangulos.

Infelizmente, ao que tudo indica, a analise global das atividades ficara um
tanto prejudicada, pois os aprendizes ndo conseguiram conclui-las (as do Conjunto

1.5) satisfatoriamente.

3.8 Conjunto 2 (“Jogo” de prova com cartdes e Pos-teste)

Este conjunto, formado por quatro atividades, foi aplicado aos dois sistemas
de aprendizagem, A e B. Desta vez, as provas foram apresentas aos aprendizes na
forma acabada. Esta atitude foi tomada em face das dificuldades enfrentadas (pelos

alunos) nas sessdes do experimento de ensino, conduzidas com o Cabri-Géomeétre.

Freqlientemente, vamos nos referir a este conjunto como “jogo” de prova.

Como seréo as regras deste “jogo”?

Em primeiro lugar, ndo deve haver disputas entre duplas (caso o experimento
seja conduzido com mais de uma dupla, ao mesmo tempo).Cada dupla de alunos
tera que “jogar”’ quatro partidas, sendo que cada partida correspondera a colocar em
ordem um certo numero de cartbes contendo provas matematicas (no ambito da

Geometria Euclidiana Plana).

Em seguida as atividades do “jogo” de prova, os aprendizes fardo um pos-
teste. O pos-teste consiste em que os aprendizes terdao que contar a historinha da
prova, mas desta vez, com uma producgéo escrita, semelhante a forma que fizemos

nos cartdes.
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As duas duplas do Sistema de Aprendizagem A nZo foi permitido que
consultassem os cartbes do “jogo” de prova. Ja para a dupla do Sistema de
Aprendizagem B, ap6s uma analise retrospectiva, tomamos a decisdo de permitir,
além do uso dos cartdes, a consulta aos casos de congruéncia de triangulos, com o
objetivo de que, talvez, pudessem tomar como base o raciocinio empregado em

alguma prova ja feita.

A seguir, apresentaremos a atividades deste conjunto. Ressaltemos que as
mesmas ja se encontram resolvidas, ou melhor, o enunciado e os passos da prova

foram devidamente organizados em cartdes.

3.8.1 Atividades: “Jogo” de prova®

Atividade 1

Para esta atividade, além do enunciado e da construcdo, descrevemos
também os passos da construgdo. Trata-se de uma atividade que envolve
basicamente uma prova explicativa, a qual os aprendizes podem realizar observando
a construgao (e a descri¢ao). A prova foi organizada em trés passos (como se pode

ver a seguir).

Dados os pontos A e B, construir um ponto C pertencente a reta AB , de maneira
que B seja ponto médio do segmento AC .

< o
A B
Passo da construggo:

1] Tragamos uma reta passando por A e B;
2] Construimos uma circunferéncia com centro em B e raio AB;

3] Marcamos o ponto C, intersec¢ao da reta AB com a circunferéncia.

% Estas atividades, tais como s&o apresentadas neste capitulo, foram aplicadas ao Sistema de
Aprendizagem A. Para o Sistema de Aprendizagem B, forma revisadas/redesenhadas as atividades 1
e 4. Colocaremos a segunda versdo de forma resumida, sem os “cartbes”.
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B C reta

O ponto C intersecgéo da reta com a circunferéncia, € a resposta. Explique isso!

Passo 1

Os pontos A, B e C sado colineares, pois o ponto C é ponto de intersecgéo da reta
AB com a circunferéncia.

Passo 2

Como, por construgéo, eu sei que:
AB = BC = raio

Passo 3 (concluséo)

Posso, assim, concluir que o ponto C é o ponto da reta TB
tal que B é ponto médio de AC.

Comentarios: Para a dupla do Sistema de Aprendizagem B, os passos da prova
tiveram que ser refeitos/reorganizados. O passo 1 apresentava incorregéo teorica,

por isso foi reformulado; o passo 2 € uma conseqUéncia da construgao, por isso ao

invés de “eu sei que..” escrevemos “‘eu tenho que...”; e por fim o passo 3

(concluséo) foi simplificado. Segue os passos da prova com as devidas alteragdes.

v" 1-0s pontos A, B e C sdo colineares, pois C é ponto da reta AB;
v' 2 — Por construgao, eu tenho que: AB = BC = raio;
v" 3 — Portanto, B é ponto médio de AC.

Atividade 2

Esta atividade tem como objetivo verificar os entendimentos dos alunos sobre

congruéncia de tridngulos, partindo de uma proposicao referente ao triangulo
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isdsceles. Explora termos geométricos mais elaborados como mediana, ponto

medio, angulos da base e congruéncia de lados e angulos.

A prova compde-se de quatro passos, sendo que o primeiro explica o que € a
hipétese e 0 que é a tese da proposicéo (que é a seguinte: provar que num tridngulo
isésceles os angulos da base séo iguais). Além disso, em alguns passos da prova

foram dadas dicas e explicagbes adicionais. Segue a atividade.

A figura abaixo € um tridngulo is6sceles. Vejal

Este segmento A

& a mediana. Mediana? O que & mesmo
uma mediana?
Em gqualquer trifingulo, & um
segmento que vai de um
vEértice até o ponto medio do
lado oposto.

? ?
B M C
AB=AC
M é ponto médio de BC

Vocé deve tentar provar que B =C . Para isso, organize os cartdes na ordem correta
do raciocinio usado na prova.

Passo 1:
Temos: Queremos provar que:
AdBC B=C
AB= AC
Hipotese Tese
(O que é dado) (Conclusao)
Passo 2:

Eu sei que nos dois triangulos, AMB e AMC, temos:
© O O Ah! Entdo posso
imaginar um
triangulo se
sobrepondo ao
outro. E dai?...
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AB = AC
AM = AM
BM =C.

v

ldo AAMB| [do AAMC]

Passo 3:

O critério LLL (Lado, Lado, Lado) nos garante que
AAMB = AAMC
(Os dois triangulos s&o congruentes)

Passo 4 (conclus&o):

O fato de os triangulos AMB e AMC serem congruentes quer dizer que eles tém
a mesma forma e o mesmo tamanho.

Tém lados ordenadamente
Conseqiientemente, iguais; logo, os demais

elementos (os angulos) serdo

ordenadamente iguais.

>
If
O

Atividade 3

Nesta atividade damos o enunciado e a construgdao, mas n&o a descri¢cdo. Do
mesmo modo que a atividade anterior, colocamos algumas caixas explicativas, do
tipo caixas de didlogos. E uma atividade que tenta explorar duas nogdes sutis e
interligadas, a nosso ver: a nogao de colinearidade e a de &angulo raso. Em
comparagao com a Atividade 1, sua prova exige um pouco mais de empenho
intelectual dos aprendizes. Observemos, também, que para esta atividade nao se faz
necessario explicitar a hipotese e a tese. Podemos notar que esta questdao é
praticamente igual aquela de dobrar um segmento de reta — a menos do enunciado,

claro.
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—

AP .

Construir um ponto P na reta AB , de forma que B seja ponto médio do segmento

Nesta construgdo n&o usamos retas, apenas 0 compasso.

=»Como & mesmo esta
construcéo? Vou tragcando
circunferéncias com o
mesmo raio AB,
até...encontrar o ponto P.

Construgéo:

as retas.

=>»As partes pontilhadas
sdo para ajudar a “ver”

Passo 1:

Eu sei que

os triangulos ABC, CBD e DBP

sdo equilateros (pois foram construidos com a mesma medida AB).

Logo, todos os trés angulos no vértice B medem 60° ( 60 graus), ou seja:

Passo 2:

ZABC = /CBD = /DBP =60°

Com este
resultado, posso
concluir que os
trés pontos A, B
e P séo
colineares.
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Passo 3:

Logo, somando esses trés angulos vem o resultado:

/ABC + /CBD + /DBP=
60°  + 60° + 60° =180°

(A soma dos 3 angulos no vértice B € 180 graus.)

Passo 4 (concluséo):

E como AB = BP (= raio), chegamos a conclus&o de que:

B é ponto médio de AB

Comentarios: Em termos tedricos, esta atividade deveria ter sido redesenhada para
ser aplicada ao Sistema B, pois, como se observa acima, utiliza-se medida para
justificar as afirmagdes. Mas isto nao foi possivel, uma vez que s6 elaboramos uma
outra prova (sem utilizar medida) bem depois de aplicar as atividades a todos os
aprendizes. E esta prova foi feita com base em um teorema sobre paralelismo,

gquando comentamos a Atividade 5.

Atividade 4

Nesta atividade, foi necessario efetuarmos a construgdo, a descri¢cao e, além
disso, tivemos que construir uma nova figura onde os tridngulos envolvidos

aparecem com mais destaque.

De todas as atividades do “jogo” de prova, consideramos esta a mais dificil.
Em primeiro lugar, porque usa dois casos de congruéncia de tridngulos e em
segundo, porque a prova foi apresenta em oito passos. Como forma de proporcionar
uma melhor compreensdo aos aprendizes foram colocadas notas explicativas e
diagramas para ajudar na prova. O principal objetivo era que os estudantes ao

menos percebessem os possiveis casos de congruéncia de triangulos, observando
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os detalhes da figura e que, a partir dai, pudessem se concentrar nos passos iniciais
da prova. Relembramos que a construgéo foi executada com o compasso apenas
(construgdo de Mohr-Mascheroni), sendo que as linhas pontilhadas foram tracadas
para visualizar os tridangulos e como dados auxiliares a elaboracdo da prova.

Vejamos a atividade na seqiéncia.

Dados os pontos A, B e C, construir o simétrico de C em relacado a reta AB .

Nesta construgdo nao usamos retas, apenas o compasso.

Passos da construgéo:

1] Construimos uma circunferéncia de centro B e raio BC;

2] Construimos outra circunferéncia, de centro A e raio AC

3] Marcamos o ponto D, que interseccao das duas circunferéncias tracadas. E
pronto!

As partes tracejadas
sao apenas para
ajudar a “ver” as retas!

Entado, o ponto D é a resposta procurada. Como vou mostrar agora que a construgéo
esta correta?
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Passo 1:

Podemos desenhar dois triangulos, ABC e ABD:

Sera que
sobrepondo...

Passo 2:

Por construgéo, eu sei que:
AC =AD (mesmoraio) — L
BC=BD (mesmoraio) —» L

AB = AB (lado comum aos 2 triangulos) — L

E posso dizer entdo que...

Passo 3:

O triangulo ABC é congruente ao triangulo ABD,

pelo caso LLL

Passo 4:

Podemos desenhar dois triangulos, ACM e ADM. Seja M =ABNCD.
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Passo 5:

Sabemos que:

AC = AD (raio)

CAB = DAB (Por causa da congruéncia dos triangulos ABC e ABD).

AM = AM (lado comum)

Passo 6:

Entdo, pelo critério LAL

AACM = AADM

Dai, isso me leva ao seguinte:

Qual € mesmo a
consequéncia desses dois
triangulos serem
congruentes? Hum! A
resposta me ajudaria
bastante!

Passo 7:

CM =DM
/CMA = / DMA
E além disso, como CMA + DMA =180°,

podemos concluir que:

=>»Se dois angulos sao iguais
e tém soma 180 graus, entéo
cada um mede 90 graus.

CMA = DMA =90° (angulos retos)
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Passo 8(concluséo):

Logo, D é o simétrico de C em relacéo a reta AB

Comentarios: Pelo fato de que nesta prova também utilizamos medida para
justificar algumas afirmacgdes, foi necessario redesenha-la para aplicar ao Sistema B.

Eis a “nova” atividade:

v" 1 — Podemos desenhar dois triangulos: ABC e ABD;
C

<=
D
v' 2 —Por construcgédo, eu sei que AC=AD (L), BC=BD (L)e AB=AB (L). E
posso entao dizer que...
v" 3 — O triangulo ABC é congruente ao triangulo ABD, pelo caso LLL.

v' 4 — Seja M o ponto de intersecgao dos segmentos CD e AB. Podemos, assim,
desenhar dois triangulos: ACM e ADM,;

v’ 5 — Sabemos que AC = AD (raio), CAB = DAB (porque AABC = AABD) e AM =
AM (lado comum);

v' 6 — Entéo, pelo critério LAL, AACM = AADM (o triangulo ACM é congruente ao
triangulo ADM);

v' 7 — Conseqlientemente (pela congruéncia dos dois tridngulos), chegamos a
igualdade CM = DM,

v' 8 — Portanto, D é o simétrico de C em relagdo a reta AB
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3.8.2 — O Pos-teste

Esta atividade trata, mais uma vez, do caso do tridngulo isésceles. Os
aprendizes deveriam escrever a prova langando m&o de congruéncia de triangulos.
Observe-se que o tridngulo foi construido com um vértice no centro e os outros dois
sobre a circunferéncia. S6 foram dadas duas dicas: de que os lados OA e OB sao

iguais ao raio e de que M é ponto médio de AB.

O objetivo visado era que os estudantes primeiramente identificassem a
hipotese da proposicao; em segundo lugar, fazendo referéncia as propriedades da
figura (ao ponto médio, por exemplo), que descobrissem um caso de congruéncia
(caso LLL) para assim chegar a conclusao de que angulos da base séo congruentes
(tese). Ou, a0 menos, nossa pretensdo era que, nas suas produgdes escritas
(tentativas de provar), apontassem elementos indicativos da hipétese e de alguma
propriedade matematica que levasse aa tese. Vem na seqiiéncia a questao do pds-

teste.

Atividade 5 (Pds-teste)

Na figura, O é o centro da circunferéncia e o triangulo OAB ¢ isdsceles (que tem dois
lados iguais).

OA = OB =r (raio)

M é ponto médio do lado
AB

Agora estamos
encrencados!

- Ja sei: vamos pedir
ajuda aos nossos
amiguinhos, né
Fininho?

‘. 4
AL
(@)
Fininho pensa:

Bolinha diz:

Ajude Bolinha e Fininho a provar “que num tridangulo isésceles os dngulos da base
sdo congruentes”.
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3.8.3. Sumario sobre as Atividades do Conjunto 2

Para este conjunto de atividades, os alunos n&o tiveram qualquer contato com
o computador. Além disso, ndo registraram nada por escrito nos cartdes, exceto para

0 pos-teste.

Em todos os casos colocamos o enunciado das questdes, seguindo-se a
construcao da(s) figura(s), além de comentarios e ilustracbes. Também, nos passos
da prova, optamos por colocar diagramas e algumas dicas de como encontrar os

cartdes corretos para p6-los em ordem.

3.9 Fase de Experimentagao e Coleta de Dados

Neste topico relataremos as questbes referentes a coleta de dados, bem
como daremos as pistas para o processo de analise das atividades, a qual sera feita

no proximo capitulo.

A coleta de dados da presente pesquisa foi feita de duas formas. Uma delas,
com experimentos de ensino no ambiente computacional de Geometria Dinamica

(Cabri) e a outra, com experimentos de ensino sem o computador.

Nas sessdes com Cabri foram registradas as “produ¢cdes computacionais” dos
aprendizes. Por “produgdes computacionais”, devem ser entendidas as respostas®’
dos aprendizes registradas na tela do computador, bem como as discussdes que dai
emergiram. Ja nas sessbes sem o computador (sem Cabri) s6 foram usados cartbes
com provas matematicas escritas (previamente preparadas pelo professor-
pesquisador). Neste caso, os aprendizes foram envolvidos naquilo a que ja
chamamos de “jogo” de prova e os registros que consideraremos para analise serdo
as discussdes, gestos e atitudes frente a cada situagdo do “jogo”, haja visto néo

terem registrado nada por escrito.

¥ Faz parte das respostas as constru¢des efetuadas, as descrigdes e as justificativas destas
construcoes.
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3.9.1 Procedimentos para a Analise dos Dados

Em primeiro lugar, como procedimento inicial para analise dos dados, sera
feita uma sintese das produgdes computacionais (registradas nas sessdes com
Cabri) e dos resultados do “jogo” de prova (e poOs-teste), abrangendo os dois

sistemas de aprendizagem envolvidos no experimento.

Num segundo momento, procederemos a categorizagcéo das producgdes dos
estudantes, levando em consideragdo: que métodos foram usados, se houve
descricao e justificativas (provas), e se foram usados argumentos em linguagem
matematica (ou ndo) para justificar as constru¢des realizadas. Além disso, para cada
atividade realizada, procuraremos identificar:

v' se o0s aprendizes valeram-se de propriedades geométricas vistas
anteriormente (se for o caso);
v se exploraram os aspectos dinamicos do Cabri no processo de construgédo e

validacgao; e

v qual foi a natureza dos argumentos matematicos em cada “prova” produzida.

Num ambiente computacional como o Cabri-Géometre, um mesmo problema
(uma construgéo, por exemplo) pode ser solucionado com diversas ferramentas
simultaneamente ou com apenas uma ferramenta. Sao classicos os casos da
simetria central e simetria axial. Portanto, um terceiro momento da analise envolvera
a comparagao entre os argumentos utilizados na execu¢do de uma mesma

construcédo, mas com ferramentas diferentes.

No préximo capitulo nos deteremos na analise das atividades desenvolvidas
com os dois sistemas de aprendizagem: Sistema de Aprendizagem A, composto
pelas duplas Augusto/Cristina e Bruno/Gisele e Sistema de Aprendizagem B, pela
dupla Barbara/Suzane. Enfatizamos que tal analise abrangera a primeira e a
segunda fase do experimento de ensino, sendo a primeira composta pelas sessbes

com Cabri e a segunda, pelo “jogo” de prova (ou seja, conjuntos 0, 1 e 2).
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CAPITULO 4

ANALISE DAS ATIVIDADES DOS ESTUDANTES

4.1 Apresentacgao

Este capitulo tem por objetivo apresentar os resultados e as respectivas

analises das atividades dos alunos (sistemas de aprendizagem A e B).

Iniciamos a analise pelas atividades do Conjunto Zero, que contém as
atividades preparatorias. Como ja enfatizamos no Capitulo 3, este conjunto de
atividades foi aplicado ap6s as sessdes de familiarizagcdo com o Cabri*®. Nossa
preocupacéao foi abordar questbes envolvendo conceitos geométricos relevantes no

contexto da Geometria Euclidiana Plana, ao nivel do Ensino Fundamental.

Como ja vinhamos fazendo nas sessdes de familiarizagdo com Cabri,
procuramos, com as atividades, fazer com que os aprendizes se focassem no uso de
diferentes ferramentas® (disponiveis no Cabri) para a resolugdo de um mesmo
problema proposto. Esta preocupacéo, alias, se manteve para o proximo conjunto de

atividades.
4.2 Sessao com Cabri-Géometre

Inicialmente, planejamos uma sessdo com uma hora de duragéo. No entanto,
talvez devido a quantidade de questbes (sete ao todo) e principalmente, devido as
dificuldades dos aprendizes em executar algumas construgbes, esta sessao durou

cerca de trés horas.

% O Conjunto 0 n3o foi aplicado a dupla Barbara/Suzane (Sistema de Aprendizagem B).

% Citamos, por exemplo, a divisdo de uma circunferéncia em duas partes iguais, questao que pode
ser resolvida (a construgéo) de varias maneiras (por exemplo, usando a ferramenta “simetria central”
ou circunferéncias apenas).
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4.3 Introducgao a Analise das Atividades do Conjunto 0

Sistema de Aprendizagem A

Neste primeiro encontro, a interacdo do professor-pesquisador com os
aprendizes do Sistema de Aprendizagem A (Augusto/Cristina e Bruno) ocorreu de
forma a sugerir o uso de diferentes ferramentas (para realizar as construgcbes) em
cada problema proposto. O objetivo era que os aprendizes percebessem algumas
sutilezas referentes ao menu de ferramentas do Cabri, nomeadamente, os

comandos de construgdo e os comandos de criagéo.

Pudemos observar algumas desconexdes nitidas entre alguns conceitos de
geometria trabalhados na sala de aula de Matematica e esses mesmos conceitos
abordados neste primeiro experimento de ensino com Cabri. Por exemplo, a nogao

de raio, que pode ser usada para construir a mediatriz de um segmento de reta.

As anotacgdes sobre as construgdes realizadas foram feitas na prépria tela do
Cabri. Nesta tarefa, foi necessaria a nossa interagdo com os aprendizes, em funcao
de suas dificuldades em traduzir (descrever) as constru¢cées em linguagem

matematica. Iniciamos, em seguida, a analise das atividades.

4.3.1 Atividade 1

Antes de qualquer coisa, orientamos os aprendizes no sentido de que, nesta
questao, além de uma construgéo a ser executada (a da mediatriz de um segmento),
deveriam responder a uma pergunta. Os aprendizes resolveram esta questdo de
duas formas. Em primeiro lugar, ndo tiveram dificuldades em executar a construgéo
usando a ferramenta “mediatriz’. Podemos ver que responderam corretamente a
pergunta “Como se chama o ponto de interseccdo da reta mediatriz com o
segmento?”’, embora n&o tenham construido explicitamente este ponto de

intersecgéo (ponto médio).Vejamos a resposta (12 forma) da dupla Augusto/Cristina:
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TRACEI UM
SEGMENTO DE
RETA AB E FIZ
A MEDIATRIZ
PARA SABER O
PONTO MEDIO

A B

Figura 4.1 — Construgido da mediatriz, pela dupla Augusto/Cristina.

Praticamente a mesma resposta acima foi dada pelo aluno Bruno, sendo que
este a elaborou com mais rapidez, muito embora as dificuldades na escrita sejam

equivalentes (Ver Anexo 3).

A segunda forma de resposta oferecida pela dupla focou apenas na
ferramenta “compasso”. Neste momento, foi preciso nossa intervengao para que
usassem adequadamente tal ferramenta. A maior dificuldade foi usar circunferéncias
de mesmo raio. Assim, uma tentativa inicial utilizando a ferramenta “arco” foi a

seguinte (a qual avaliamos ser oportuno registrar):

Figura 4.2 — “Constru¢édo da mediatriz” usando arcos

Nesta tentativa foram usados dois arcos de circunferéncia tracados
arbitrariamente, e depois tracada a reta nas intersec¢des. Esta atitude dos
aprendizes nos fez refletir sobre trés questdes:

v" Na sala de aula de Matematica, quando efetuamos constru¢gdes com régua e
compasso, raramente tracamos por completo a circunferéncia (ou seja,
apenas fazemos arcos com o mesmo raio, evidentemente). Ja com o Cabri

isso ndo acontece, visto que as circunferéncias sdo completamente tragadas.
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v E possivel que, ao executar a construgcdo da mediatriz (no Cabri) por este
método, tivessem lembrando os passos da mesma construgcéo efetuada na
lousa (com o compasso); e

v' Atitudes como essas podem nos dar pistas sobre como nos orientarmos
quanto as praticas didatico-pedagogicas em sala de aula, notadamente em

conceitos de geometria direcionados a criangas do Ensino Fundamental.

Ao que parece, por este motivo, o conceito geométrico de mediatriz talvez ndo
esteja claro para os aprendizes — nem no sentido de lugar geométrico, nem no

sentido de uma reta perpendicular ao segmento passando pelo seu ponto médio.

Interagimos explicando entdo que deveriam clicar na ferramenta “compasso’,
depois clicar em dois pontos na tela, determinando o raio (maior que a metade de
AB) e por ultimo, que clicassem no ponto A, construindo a primeira circunferéncia;
para construir a segunda circunferéncia, de centro em B, explicamos que bastaria

repetir o procedimento anterior. E entao, formularam a seguinte reposta (22 forma):

TRACEI UM
SEGMENTO
DE RETAE
USEI O
COMPASSO

A B PARA
DESCOBRIR O
PONTO MEDIO
DE UM
SEGMENTO

Figura 4.3 — Construcido da mediatriz com a ferramenta “compasso”, por Augusto/Cristina

Os dois pontos criados abaixo da figura sao tais que a distancia entre eles € o
raio, indicando, portanto, que a construgéo — feita com a ferramenta “compasso” — foi
bem sucedida. (Em todos os casos, pedimos que os aprendizes fizessem
verificagcdes nas figuras, principalmente no caso em que usaram a ferramenta “arco”.
Isto para verificar a exatiddo da construgcdo, caso em que podiam se valer do

dinamismo do software Cabri).
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Observemos nesta segunda resposta uma certa confusao em relagdo ao uso
da ferramenta “compasso”. Os aprendizes sdo unénimes, nas suas descri¢gdes, em
afirmar que a ferramenta “compasso” tem como finalidade determinar o ponto médio
do segmento, o que néo é verdade, pois a partir do uso apropriado desta ferramenta
€ que se determina a mediatriz para, depois, determinar o ponto médio. A resposta

do aprendiz Bruno reproduzida abaixo reforga este fato:

TRACEI UM

SEGMENTO

DE AB,USEI A

A C B FERRAMENTA .
COMPASSO

PARA SABER

0 PONTO

MEDIO

Figura 4.4 — Construgdo da mediatriz/ponto médio, por Bruno.

Esta confusdo, ao que tudo indica, parece estar relacionada com a seguinte
idéia: Quanto maior € o numero de ferramentas (ou elementos) utilizadas(os) numa
mesma figura, maior é a dificuldade de descrever/explicar os passos da construcéo.
Vale a pena, a titulo de comparagéo, nos reportarmos a primeira resolugdo dada

pelos aprendizes, na qual a producéao escrita ficou bem mais clara.

Nenhum dos aprendizes tentou a solugdo por meio de circunferéncias, apesar

de que enfatizamos este método nas sessdes de familiarizacdo com o Cabri.

4.3.2 Atividade 2

Esta atividade pedia para “construir uma circunferéncia e um diametro”. Logo
de inicio, os estudantes tiveram dificuldades em entender o significado de diametro
(ndo lembraram!), quando entdo tivemos a iniciativa de explicar (na lousa) o
significado deste termo. Esclarecemos que o diametro é uma corda que passa pelo

centro da circunferéncia, sendo, portanto, igual a duas vezes o tamanho do raio.
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Entdo, tentaram resolver a questdo da seguinte maneira: Tragaram uma
circunferéncia e tentaram construir um diametro com a ferramenta “segmento”,
procurando “ajeitar” o segmento para que O mesmo passasse pelo centro.
Novamente, tivemos que intervir, pedindo que medissem os raios e verificassem se
os trés pontos eram colineares. Na figura abaixo, segue um esboco das idéias
desenvolvidas pelos aprendizes (com base nas suas discussbes gravadas em

audio), ja que as configuragdes originais nao foram salvas no computador.

Pontos ndo colineares

----- >
1.85 cm 1. 1.8% cm
1.85% ¢

Figura 4.5 - llustragdo de uma construgao mole.

Apesar de nossa intervencdo, nao foi imediato aos aprendizes perceber a
relacdo que deveria existir entre os dois extremos do segmento e o centro da
circunferéncia, ou seja, ndo perceberam que deveriam construir uma reta passando
pelo centro da circunferéncia. A construgdo correta s6 foi executada com a nossa

intervencao.

FIZ UMA CIRCUNFERENCIA TRACEI
UMA RETA PASSANDO PELO CENTRO

MEDI A
DISTANCIA DO
PONTO BC E
AC

Figura 4.6 — Construg¢ao de um diametro, pela dupla Augusto/Cristina.
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Levando-se em conta que “didametro € uma corda que passa pelo centro de
uma circunferéncia”, pode-se perceber na resposta do aluno Bruno um salto de
qualidade com respeito a apreensao deste conceito. Vejamos na Figura 4.7 a

resposta de Bruno:

TRACEI UMA RETA
PASSANDO NO
CENTRO DE UMA
CIRCUFERENCIAPARA
SABER O DIAMETRO
E MARQUEI 05
PONTOS DE_
INTERSECCAO.

Figura 4.7 — Construcdo de um diametro, por Bruno.

Este exemplo — da construgéo de um didmetro — nos permite ver claramente a
distincdo entre construcdo mole e construgdo robusta, nogdes que, alias, sb
aparecem em ambientes de Geometria Dindmica — caso do Cabri-Géomeétre. No
entanto, para os aprendizes, os dados observados®® nos permitem concluir que,
mesmo estando no ambiente do Cabri, € como se estivessem usando lapis e papel
(régua e compasso mecanicos), conseqientemente n&o relacionando a teoria
(nogcbes geométricas simples) com a construgéo, talvez por uma certa ansiedade e

porque o Cabri € novidade para os aprendizes.

4.3.3 Atividade 3

O enunciado desta questdo é: “Marque dois pontos A e B e construa o
simétrico de A com relagdo a B”. Os aprendizes foram orientados a usar a
ferramenta “simetria central” e circunferéncias. Tanto o aprendiz Bruno como a dupla

Augusto/Cristina conseguiram efetuar a construgéo de trés formas possiveis.

Na figura abaixo, vemos a primeira resposta da dupla Augusto/Cristina, em

que nao apresentaram dificuldade, apesar de a aluna Cristina ter ficado em duvida

0 A nossa posicdo, concomitantemente de professor e pesquisador, contribuiu bastante para esta
interpretacao.
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sobre qual tipo de simetria utilizar, momento em que foi ajudada pelo seu parceiro

(Augusto). Eis a resposta da dupla (semelhantemente a que foi dada por Bruno):

A 439 ¢cm B 439 cm S

MARQUEI
DOIS PONTOS
AEBEFIZA
SIMETRIA
CENTRAL DE A
EM RELACAO
AD B

Figura 4.8 — Simetria central, pela dupla Augusto/Cristina.

Observemos que os aprendizes mediram as distancias, mas nao verificaram a
colinearidade dos pontos A, B e S. Pela descricdo que a dupla fez, pode-se dizer
que se apropriaram da ferramenta “simetria central”, mas ndo podemos dizer o

mesmo do conceito de simetria (do ponto de vista de um conceito geométrico).

Todos os aprendizes, sem exceg¢éo, conseguiram executar a construgdo com
reta e circunferéncia. No entanto, cabe ressaltar que o aprendiz Bruno, apesar de ter
feito constru¢cdes muito semelhantes as da dupla Augusto/Cristina, ndo conseguiu
apresentar nenhuma producao escrita (nem ao menos a descri¢ao). Por isso, no que
segue, nos deteremos apenas nas produg¢des da dupla Augusto/Cristina. Eis a

segunda resposta:

MARQUEI 2 PTS A
E B. TRACEI UMA
RETA PASSANDO
PORAE B E USEI
A
CIRCUNFERENCIA

A o PARA DESCOBRIR
A SIMETRIA
CENTRAL [
CIRCUNFERENCIA
COM O CENTRO
EM B PASSANDO
POR A.

Figura 4.9 - Simetria central com circunferéncia e reta, por Augusto/Cristina
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A ordem correta da construcado foi a seguinte: Marcaram o ponto A, em
seguida o ponto B, depois a reta passando por A e B e finalmente uma
circunferéncia de centro B e raio BA. Ressaltamos que os aprendizes tiveram certas
dificuldades em ajustar a circunferéncia para que a mesma passasse pelo ponto A,

mais uma vez refletindo suas dificuldades em executar construgdes robustas.

Podemos dizer que a construcdo esta correta (como o demonstra a
descricdo), mas, neste caso, deixaram de especificar o simétrico do ponto A (ndo
construiram explicitamente o simétrico do ponto*'), talvez porque ndo acharam isso
mais necessario e porque ja o tinham feito antes. Novamente, ndo associaram a

idéia de pontos colineares com a de simetria.

Uma terceira resolugéo foi dada pela dupla usando o compasso, mas n&o da
maneira como haviamos orientado antes. Na verdade, usaram uma reta e a

ferramenta “compasso”.

Vimos, nesta questdo, uma certa confusdo dos aprendizes no uso do
compasso virtual. Vejamos: (1) construiram a reta AB como descrito no item anterior;
(2) para determinar o ponto C, utilizaram a ferramenta “compasso” clicando em A,
em seguida em B e depois num canto da tela, determinando a circunferéncia (de raio
pontilhado); (3) Finalmente, o aluno Augusto, talvez lembrando de algumas
construcdes feitas na sala de aula de Matematica (transporte de segmentos),
arrastou a circunferéncia, tentando fazer coincidir seu centro com o ponto B. Neste
momento, interferimos dizendo que n&o era a forma correta e que deveriam, com a
ferramenta compasso, clicar no raio (pontilhado) e em seguida, no ponto B,

conforme a Figura 4.10 a seguir:

“T A esse respeito, o aluno Bruno cumpriu a tarefa (conforme se pode ver no Anexo 3)
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MARQUEI
2PTSAEB,
PEGUEI O
COMPASSO E
0 RAIO NA
DISTANCIA DO
APARAOBE
DESCOBRIR A
SIMETRIA
CENTRAL DO A
EM RELAGAOD
AOB

Figura 4.10 — Ainda, simetria central.

Terminada a construgdo, descreveram as etapas da mesma, de forma
semelhante ao item anterior. Ressaltamos que nossa intenc&o era que n&o usassem
retas para encontrar o ponto simétrico, mas, neste caso, ndo houve tempo para
maiores esclarecimentos, até porque, voltariamos a essas questdes nas atividades

posteriores (por exemplo, Atividade 5).

4.3.4 Atividade 4

Da mesma forma que na atividade anterior, orientamos os aprendizes a usar
todas as ferramentas disponiveis. Esta questao trata de simetria numa reta, ou seja,

simetria axial.

Usando a ferramenta “simetria axial’, todos os aprendizes conseguiram
realizar a construgdo sem dificuldades, mas s6 a dupla Augusto/Cristina fez a

descricdo de forma satisfatéria*’, como segue:

2A descricao de Bruno se restringiu ao seguinte: “Desenhei uma reta e um ponto fora dela”.
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FIZ UMA RETA r
E UM PONTO P
FORA DA RETA
R E USEI A
FERRAMENTA
SIMETRIA
AXIAL PARA
DESCOBRIR A r
SIMETRIA
AIAL DO P EM
RELACAO RETA
=]

Figura 4.11 — Simetria axial, por Augusto/Cristina.

Mais uma vez, os aprendizes apresentam um bom dominio da ferramenta
‘simetria axial’”, mas ndo podemos afirmar que o correspondente conceito
geométrico foi apreendido por eles. Uma coisa € o dominio no uso de uma
ferramenta; outra coisa totalmente distinta € o conceito geométrico associado

quando se usa uma ferramenta para executar uma certa construcao.

Na segunda forma de resolucdo destacam-se as ferramentas “reta”,
“circunferéncia” e “compasso”. Com relagdo ao uso (conjugado) dessas ferramentas,
vale ressaltar que o aluno Bruno teve muitas dificuldades®® para realizar a
construcdo. Dai resulta que foi necessaria a nossa intervencaol/interagdo a fim de
que o aprendiz cumprisse a tarefa. Contudo, mesmo apesar de nossa intervencéo,
ficou faltando a producao textual (descricdo e justificativa). J& o desempenho da

dupla Augusto/Cristina foi um pouco diferente, como se esclarece na sequéncia.

A dupla nao apresentou dificuldade no uso da ferramenta “compasso”. Além
disso, executaram a construgao corretamente e na descricéo, alias, percebe-se uma

certa evolugdo em relagéo as atividades anteriores.

3 Pelo fato, talvez, de estar sozinho (pois sua colega, Gisele, faltou), ja estava um tanto cansado.
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FIZ UMA RETA
--GHAMEI ELA DE R
COLORUEI UM
PONTO P-FORA DA
RETA E FIZ UMA
C/RCUNFERENCIA
PASSANDO PERA
MRETA E MARQUEI
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Figura 4.12 — Simetria axial com reta e circunferéncia, por Augusto/Cristina

A circunferéncia central (na intersecgcéo das duas retas) € particularmente
interessante, pois apesar de o assunto ter sido trabalhado em sala de aula, néo

tinhamos adotado este método (sobre possibilidades de resolu¢ao desta atividade,
ver Anexo 2).

Na solugdo da dupla observa-se que o tracado da mediatriz foi necessario,
indicando, a nosso ver (talvez), que os aprendizes estivessem fazendo referéncia a

conhecimentos adquiridos/abordados anteriormente (ponto de intersecc¢ao, simetria
central, mediatriz, raio).

4.3.5 Atividade 5

Esta atividade foi dividida em 3 partes: Dividir uma circunferéncia em (a) duas
partes iguais; (b) em seis partes iguais; (¢) em trés partes iguais. Como pode ser

visto, em todos os casos a circunferéncia é necessaria para realizar as construgoes.

Os alunos ficaram a vontade para usar todas as ferramentas disponiveis.
Para o item (a), ndo tiveram dificuldade alguma. Praticamente reproduziram a

construcao da Atividade 2, mas agora com uma construc¢ao robusta. Na figura abaixo
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se véem as respostas de Augusto/Cristina e de Bruno, sendo que na deste faltou

explicitar os pontos de intersecc¢ao e a descri¢do e/ou justificativa.

FIZ UMA
CIRCUNFERENCIA
E TRACElI UMA
RETA PASSANDO
PELO CENTRO E
DIVIDIR EM 2
PARTES

Resposta de
Bruno

Resposta de
Augqusto/Cristina

Figura 4.13 - Resposta da Ativ.5a (ciclotomia)

No caso da divisdo da circunferéncia em seis partes iguais, como fora um

assunto recorrente nas sessdes de familiarizacdo com Cabri, os aprendizes44

sairam-se bem na construgdo e apresentaram um esbogo de justificativa da

construcdo, apesar de que isso nao foi solicitado. Pode-se perceber que tiveram

bastante dificuldade para descrever a construcdo (mais em detalhes), talvez por

causa do emaranhado de circunferéncias desenhadas no “mesmo lugar”. Conforme

pudemos constatar, os aprendizes se atrapalham quando lidam com varios objetos

bem préximos uns dos outros, principalmente na descrigao.

FIZ UMA
CIRCUNFERENCIA
E DIVIDIR. ELA EM
6 PARTES IGUAIS
QUE CADA PARTE
MEDE 60,0 GRAUS

Figura 4.14- Resposta da Ativ.5b, por Augusto/Cristina (ciclotomia)

*4 Novamente o aluno Bruno realizou apenas a construgdo (mas de forma correta).
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Depois de ter resolvido esta questao, um dos aprendizes da dupla indagou o

professor-pesquisador sobre o fato de que “... em 4 partes iguais, o angulo [se
referindo ao angulo central] é de noventa graus, certo?”(Augusto, 72 C). Isto, ao que
parece, indica que pelo menos este aprendiz da dupla esteja comegcando a se
apropriar do conceito de angulo central e, desta forma, ligando a construcédo com a
teoria (de certa forma, este aprendiz demonstrou um raciocinio tedrico mais
elaborado, na medida em que fez uso de propriedades). Podemos mesmo dizer que
fez uma descoberta, uma deducado, na medida em que concluiu que a partir de um

angulo de 90° (no centro), chega-se a divisdo da circunferéncia em 4 partes iguais.

Para a divisdo da circunferéncia em trés partes iguais, ndo houve dificuldade

em perceber que a mesma construgao anterior poderia ser aproveitada.

FIZ UMA
CIRCUNFERENCIA
E DIVIDI ELA EM 3
PARTES IGUAIS
QUE CADA UMA
MEDE TAMBEM
60,0 GRAUS

Figura 4.15 - Resposta da Ativ.5c, por Augusto/Cristina (ciclotomia).

Entretanto, a dupla se confundiu com a medida do a&ngulo central, como se
pode observar na descricdo acima, isso talvez por porque tenham medido, ndo o
angulo central, mas o angulo do tridangulo equilatero tracado. Ja o aprendiz Bruno
usou a mesma construcao e foi mais categérico (mas também ndo mencionou nada

sobre angulo central):
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" BASTA PEGAR TRES
PONTOS
‘\ / ALTERNADAMENTE.QUE
A CIRCUFERENCIA SE
w DIVIDIRA EM 3 PARTES
‘ IGUAIS.

Figura 4.16 — Divisao em 3 partes iguais da circunferéncia, por Bruno.

Pode-se observar na figura que o aprendiz nao teve a preocupag¢ao de marcar
explicitamente os trés pontos que, segundo ele, dividem a circunferéncia em trés

partes iguais.

4.3.6 Atividade 6

A tarefa dos aprendizes nesta atividade era construir um angulo raso. A
resolucdo dada pelos aprendizes Augusto e Cristina, provavelmente, se baseou em
argumentos anteriores, como por exemplo, a divisdo de uma circunferéncia em duas
partes iguais ou entdo, a construgdo de uma circunferéncia e um seu didametro.
Associaram, portanto, a construcdo do angulo de 180 graus com a divisdo da
circunferéncia em duas partes iguais. Nesta atividade, esperavamos que o0s
aprendizes relacionassem a constru¢do do angulo raso com o fato de que os trés
pontos devem ser colineares. No entanto, como ocorreu em outras situacdes deste

conjunto de atividades, esta relagdo ndo chegou a ser percebida.
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EU FIZ UMA
CIRCUNFERENCIA
E DIVIDIR. EM 2
PARTES DE 180
GRAUS

Figura 4.17 — Resposta da Ativ.6, pela dupla Augusto/Cristina.

Mas o aluno Bruno ndo segue o mesmo caminho para construir o angulo de
180°, em parte porque ja havia realizado construgbes muito parecidas nas atividades
anteriores. Sua idéia € um pouco diferente: Consistiu em desenhar um triangulo
qualquer, medir um de seus angulos e depois ir aproximando o vértice deste angulo
até alcancar o lado oposto para completar os 180°. Vejamos uma sequéncia de

figuras que ilustram o raciocinio do estudante:

g2.

113.9-.°
—4—'_'_'_'_'_'_.-—_\_\_‘—\—\—\_

168.3 ° 180.0 °

Figura 4.18 — “Constru¢ao” de um angulo raso, por Bruno

Esta resolugdo mostra um dominio razoavel do conceito de angulo raso, além
do que, as ferramentas do software foram utilizadas de forma muito adequada;
mostra também que, em certa medida, o dominio dos aspectos técnicos do Cabri
pode levar os estudantes a novas descobertas. Um indicio de que este software
contribui para o desenvolvimento do pensamento geométrico (e qui¢a, algum

raciocinio dedutivo em geometria).

4.3.7 Atividade 7

Pedia a atividade para se construir trés pontos colineares O objetivo foi
verificar o nivel de apreensao dos estudantes sobre o conceito de colinearidade. Por

isso, nao nos focamos nesta ou naquela ferramenta. Tanto a dupla Augusto/Cristina
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como o aprendiz Bruno nos oferece praticamente a mesma resposta (como se vé na
Figura 4.15), da forma mais natural possivel: tragaram uma reta e simplesmente
marcaram trés pontos sobre a mesma. Observe-se que ainda mediram as distancias,

apesar disso ndo comprometer a resposta que deram.

EU FIZ UMA RETA E
MNA RETA TEM 3
PONTOS
COLINEARES

Resposta de
AugustofCristina

A 2.22 cm B 3.41 cm C

Resposta de
Bruno

A B C
180.0 °

Figura 4.19 - 12 resposta da Ativ.7.

Vemos que os aprendizes se valem freqientemente dos recursos de medicao

do Cabri. No caso de Bruno, compensando a falta de alguma descrigdo, mandou o

Cabri verificar a colinearidade dos pontos por meio da medida do angulo CB4 . Mas,
claro esta, que ele ao menos usou uma estratégia correta. Ja quanto a dupla
Augusto/Cristina, mediram AB e BC (mas ndo AC), pensando, talvez, que isso

pudesse ser utilizado para uma possivel justificativa.

Cabe ressaltar que neste momento do experimento de ensino, os aprendizes

ja estavam cansados, pois a sessao foi longa, com ja enfatizamos antes.

Assim mesmo, ainda surgiu uma segunda resolugdo (somente da dupla
Augusto/Cristina), ou melhor, pelo que mostra a figura abaixo, duas solugdes, sendo
que apenas uma foi descrita. Quanto a primeira figura, tudo indica que foi lembrado
o conceito de simetria. Como se vé, nao foi feita nenhuma verificagdo da exatidao da
construcdo. Ja na segunda figura, usaram uma reta passando pelo centro da
circunferéncia e ainda marcaram os pontos de intersecgdo, possivelmente se
recordando de situagdes anteriores (Atividade 2 e Atividade 5, por exemplo). Talvez

pelo cansaco, se restringiram a poucas palavras.
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OUTRA FOMA DE
FAZER 3 PONTOS
COLINIARES E
USANDO
CIRCUNFERENCIA
E RETA

Figura 4.20 — 22 resposta da Ativ.7, por Augusto/Cristina.

4.3.8 Sumario do Conjunto 0: Analise das Atividades

Apesar do alvo mais especifico da presente pesquisa ser a elaboragéo de
provas matematicas a partir das constru¢cdes geométricas no Cabri, nesta primeira
fase procuramos focar atengéo nas tarefas de construcdo e descricao, sem muitas

mudancas nas ferramentas do Cabri.

As tarefas de construcdo abrangeram conceitos elementares de Geometria
Plana: pontos, retas, segmento circunferéncia, diametro, angulos/angulo reto,

simetria central e axial e colinearidade.

Uma primeira analise nos permite afirmar que o foco principal dos aprendizes
sempre fica na construgdo e, em particular, ddo mais aten¢cdo aos comandos de
construgéo que aos comandos de criagado, tendo quase sempre dificuldades técnicas
(no manuseio de ferramentas) nas construgdes que envolvem a circunferéncia. Além
do mais, que as descricdes sdo muito carentes de detalhes, isto por causa das
dificuldades naturais de expressdo na linguagem matematica: pouco dominio da
escrita e de certos termos e no¢des de geometria/matematica (devido ao pouco uso

no dia-a-dia).

Temos mais duas importantes questdes a ressaltar no fim do Conjunto 0. A
primeira delas diz respeito as muitas dificuldades dos aprendizes em executar

construgbes robustas, principalmente com as tarefas de construgdo envolvendo
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circunferéncias e a segunda, com o conceito de colinearidade, uma propriedade que

parece ter passado despercebida aos aprendizes.

No proximo tépico, daremos inicio a analise das atividades do Conjunto 1,
em que focaremos atencdo mais nas justificativas produzidas pelos aprendizes,
sendo que por justificativa devemos entender o seguinte: validar a construgdo por

meio de um teorema matematico.

4.4 Introdugao a Analise das Atividades do Conjunto 1

O experimento de ensino que envolveu a aplicagdo das atividades do
Conjunto 1, para o Sistema de Aprendizagem A, ocorreu em duas sessdes, com
cerca de 3 horas de duracéo cada uma. (Para o Conjunto 0, assim como para este

conjunto, ndo estabelecemos tempo-limite para a resolu¢cao das questoes)

Uma segunda sesséao foi necessaria, pois nao foi possivel para os aprendizes
terminar as atividades propostas na primeira Sessdo. Um dos motivos foi a
quantidade de questbes e, certamente, as dificuldades dos aprendizes em executar
e justificar algumas construgdes propostas. Portanto, na segunda Sessédo as
atividades do Conjunto 1 foram redesenhadas (para mais detalhes ver Capitulo 3,
pp.86-87,). E ainda, foi no inicio desta segunda Sessé&o que fizemos uma aula
explicativa sobre congruéncia de tridngulos e provas — o chamado Episddio de

Ensino.

Neste conjunto de atividades, os aprendizes deveriam focar atencédo nas
justificativas (provas) das construgbes executadas. Para tanto, serdo analisadas as

respostas dos aprendizes, levando em considerac&o alguns aspectos, a saber:

Se usaram linguagem matematica na descrigdo ou justificativa de cada construgéao,
se fizeram uso de propriedades geométricas vistas anteriormente, e se exploraram o

dinamismo do Cabri para validar as construgdes.

Um outro aspecto da analise aborda a questdo da categorizagdo das provas

produzidas pelos aprendizes, ou seja, a questdo de saber a natureza dos
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argumentos matematicos utilizados em cada prova produzida, ou ainda, nos termos

de Balacheff, se fazem uso de provas pragmaticas ou provas conceituais.

Passaremos, em seguida, a andlise das atividades das duas duplas do
Sistema de Aprendizagem A: Augusto/Cristina e Bruno/Gisele. Seréo analisadas as

atividades das duas sessoes.

4.4.1 Atividade 1

O objetivo principal desta atividade era que os aprendizes se valessem dos
aspectos dindmicos do software Cabri (o que foi sugerido no enunciado da questao).
Esta questéo, claramente, envolve a nocgéo de raio. (Pedia a questédo para “construir
uma circunferéncia e marcar dois pontos sobre a mesma, depois usar recursos de

animacao, medir distancias, etc. O que vocé pode observar?”)

Nado houve dificuldade dos aprendizes para realizar a constru¢cdo, mas
tivemos de orienta-los no sentido de tragarem (explicitamente) e pontilharem os
segmentos. Exploraram o dinamismo do Cabri satisfatoriamente medindo os
segmentos e usando o recurso animagao. Pela produgéo escrita da dupla, observa-
se que basearam sua resposta no dinamismo do software, mesclando linguagem
matematica e linguagem natural. Mas uma vez, tiveram alguma dificuldade com a

nocgéo de raio. Vejamos a resposta da dupla Augusto/Cristina:

eu percebi que
quando um
ponto roda em
uma
circunferencia
sempre ficara
e&m uma
mesma
medida

Figura 4.21- Produgao da dupla Augusto/Cristina, Ativ.1

Na resposta acima percebe-se que faltou concluir que o que “fica em uma

mesma medida” é, na verdade, o raio da circunferéncia, apesar de ter havido uma
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leve tentativa de generaliza¢do. Entretanto, ficou no plano pragmatico — baseado em

acdes e observacgdes empiricas, nos termos de Balacheff.

“NG6s observamos que marcando dois pontos numa circunferéncia qualquer e
[que se] usar a ferramenta animagdo apenas um ponto pode se movimentar em
sentido horario”. Esta foi a producéo escrita da dupla Bruno/Gisele, a qual indica que
nao usaram de forma apropriada o recurso de animagdo do Cabri. Mais uma vez

persistiu a dificuldade com o conceito de raio.

Nossa intervengéo ocorreu no sentido de que os aprendizes respondessem a
pergunta “que nome se da ao segmento que vai de um ponto da circunferéncia ao
seu centro”®. No entanto, s a primeira dupla chegou mais perto desta noc&o, como
se observa logo acima. A preferéncia por termos mais simples (por exemplo,
‘medida”) ao invés de termos matematicos, como “raio”, é recorrente por parte dos

aprendizes.

4.4.2 Atividade 2

Relembremos o enunciado desta tarefa: “Na circunferéncia abaixo, os

segmentos AO, OB, OC e OD tém a mesma medida”.

Colocamos o enunciado desta atividade na forma de uma afirmagéo com o
objetivo de que os aprendizes concordassem ou discordassem, mas que

procurassem justificar sua resposta.

Como na questdo anterior, nenhuma das duplas apresentou dificuldade em
executar a construcédo, mas, desta vez, melhoraram a construgdo nomeando
corretamente os pontos. Além disso, se valeram dos recursos de animacédo e
medi¢cado do Cabri (dinamismo) para verificar a validade da construgdo. A dificuldade
surgiu na producdo escrita, pois ndo conseguiram se expressar corretamente,
apesar de, de forma explicita, terem concordado com a afirmacao. Na figura abaixo,

apresentamos a produc¢éo das duas duplas:

5 Uma vez que a metodologia empregada neste trabalho é altamente intervencionista, pretendemos,
com perguntas como essas, estimular/encorajar as respostas dos aprendizes.
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AugustofCristina

05 segmentos
0A0B,0C e
0D tem a
mesma
medida
porque
qualquer ponto
na
circunferencia
tem a mesma
medida

Brunof{Gisele
! NOS

OBSERVAMOS
QUE DO
PONTO O ATE
ADOOAOCE
DO 0O AD D
TEM A MESMA
MEDIDA DE
1.81 CME DO
PONTO CD,
DB. BA E AC
NAO TEM.

Figura 4.22 — Resposta da Ativ.2, Conjunto 1

Percebemos que sabiam o que era para ser respondido, mas se atrapalharam
em como dar a resposta (apenas nas palavras finais). Verifica-se na escrita da
primeira dupla que houve dificuldades com a linguagem matematica, principalmente
quanto as nog¢des de raio e distancia. Isso, a nosso ver, é porque, no nivel escolar
em que se encontram, os aprendizes ndo se sentem muito a vontade com certos
termos matematicos para expressar suas idéias ou conclusdes, ainda mais quando
estdo diante coisas novas (demonstragdes, por exemplo). Como ha mencao a
propriedades, a nosso ver, trata-se de uma prova quase conceitual. Diferentemente
da resposta da segunda dupla — Bruno/Gisele — que, apesar de algumas
semelhangas com a primeira, € basicamente empirica. (A semelhanca esta no fato
de que mencionaram a medida do raio obtida e fizeram referéncia a outros

segmentos — distintos do raio)
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4.4.3 Atividade 3

Nesta questdo, nenhuma tarefa de construgéo foi solicitada. Os estudantes

foram orientados, primeiramente, a abrir o arquivo Ativ.3, contendo a figura seguinte:

cl c?

Figura 4.23 — Questao 3, Conjunto 1

em que os aprendizes deveriam responder por qué os dois circulos tém o mesmo

tamanho.

Em seguida, pedimos que clicassem na figura, movendo partes da mesma. E
interessante notar que, pela primeira vez, fizeram referéncia ao raio, talvez devido a
forma com que foram desenhadas as duas circunferéncias (os pontos P e O, por

exemplo).

E importante enfatizar que ndo houve nenhuma intervengéo nossa no sentido
de induzir a seguinte resposta cuidadosamente elaborada pela dupla
Augusto/Cristina: “As circunferéncias 1 e 2 sdo iguais porque as duas possuem 0O
mesmo raio”. Do que se depreende que esta resposta ndo se baseou em
argumentos empiricos (nem no dinamismo do Cabri) e sim em propriedades
matematicas, chegando bem perto de uma prova conceitual, de acordo com as
classificagbes prova de Balacheff. Temos, neste caso, um momento de seguranca

com a nogao de raio.

A descricaoljustificativa da dupla Bruno/Gisele (Figura 4.24), muito embora
nao expresse uma linguagem (matematica) do nivel que vimos acima, denota ja um
bom entendimento do conceito de raio. Consideramos oportuno trazer ao leitor o que

a dupla produziu:
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NOS OBSERVAMOS QUE USANDO A
CIRCUNFERENCIA, E MARCANDO O PONTO O E
CLICANDO NA CIRCUNFERENCIA E LEVARMOS
ATE O PONTO 0, TEREMOS A MESMA MEDIDA
COMO EXEMPLO AO LADO.

Figura 4.24 — Resposta da dupla Bruno/Gisele, Ativ.3

4.4.4 Atividade 4

Esta atividade pede para construir uma reta que divide uma circunferéncia em
duas partes iguais. O objetivo era que os estudantes usassem as idéias de diametro,

pontos colineares e de angulo raso para tentar justificar sua construgao.

Uma primeira tentativa se baseou numa constru¢do mole (fato ocorrido as
duas duplas), na qual foi tragada uma reta que aparentemente passava pelo centro,
quando entdo tivemos que orientar os aprendizes para que verificassem a
colinearidade dos pontos (dois deles na circunferéncia e o outro, no centro). Tendo
verificado que esta tentativa n&o funcionou, elaboraram uma outra construgéo, e
desta vez, sim, construiram uma reta passando pelo centro da circunferéncia — uma
construgéo robusta. Abaixo, temos a construgdo e a “justificativa” de ambas as

duplas:

Augusto/Cristina Podemos ter

certeza que a
circunferencia

Bruno/Gisele

em duas parte PARA SABER SE A CIHELUUNFERENCIA
s€ tragar uma ESTA DIVIDIDA EM 2 PARTES IGUAIS,
reta passando MEDIMOS 0S ANGULOS DE &Ab QUE DA
pelo centro 180 GRAUS EM CADA LADO,

Figura 4.25—- Resolugdes da Ativ.4, Conjunto 1
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Algumas consideracdes se fazem necessarias sobre a resposta da primeira
dupla (Augusto/Cristina). E possivel que, como a reta foi criada a partir do centro e
passando por um ponto da circunferéncia, os estudantes ndo acharam necessario
verificar que os trés pontos sao colineares. Os argumentos utilizados na justificativa
ja mostram uma certa familiaridade com termos matematicos, embora ndo deixem

explicitamente claro do porqué a circunferéncia fica dividida em duas partes iguais.

Quanto a segunda dupla, observa-se que ndo mencionam a reta passando
pelo centro (mas o tracado foi feito) e certificam-se da construgdo medindo o
“angulo”(que é igual a 180°) a partir dos trés pontos: o centro e os dois pontos A e B.
A visivel dificuldade na justificativa € compensada, em certa medida, talvez, pelo

dinamismo do Cabri.

Também pedimos aos aprendizes que resolvessem esta atividade de outra
maneira, neste caso, usando apenas circunferéncias. Realizaram uma construgéo
robusta, no sentido de que mediram o angulo POP’ (em que P’ é o simétrico de P em
relacdo ao centro O), obtendo 180°, fato que pode ter levado os aprendizes a
concluir que os trés pontos sao colineares, embora isso ndo tenha sido mencionado

na producéo escrita.

Este e” mais
um jeito de
dividir uma
circunferencia
Afiz uma
circunferencia e
um ponto
qualquer nesta
circunferencia e
circunferencias
passando pelo
centro e em fim
consequi
~ dividir em duas
partes

Figura 4.26 — Segunda solugdo da Ativ.4, por Augusto/Cristina.

A dupla Bruno/Gisele realizou praticamente a mesma construgdao e

escreveram o seguinte: “Noés fizemos uma circunferéncia que é o centro e fizlemos]
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varias circunferéncias em volta até dividir duas partes de uma circunferéncia sem

usar a reta”. (Vide constru¢do no Anexo 7)

Com base no fato de terem medido o angulo POP’, é possivel que tenham
feito uso de propriedades geométricas vistas anteriormente. Outra questdo a ser
observada € que ndo € muito facil aos aprendizes se livrarem da reta; precisam
tracar pelo menos uma reta pontilhada a fim de melhor compreender sua construgéo.
Acreditamos que esta dificuldade € absolutamente normal, pois o tragado (no papel

ou na tela do Cabri) é a materializagdo da nocgéo de reta.

4.4.5 Atividade 5

Relembramos que esta atividade foi aplicada duas vezes. Na primeira
Sesséo, os aprendizes poderiam resolvé-la com todas ferramentas disponiveis; ja na
segunda Sessao, deveriam usar, preferencialmente, apenas o compasso. A

atividade pedia para dobrar um segmento de reta OA (CA).

Na primeira Sesséo, os métodos usados foram: (a) simetria central; (b) retas e
circunferéncias; e (c) compasso apenas. Na segunda Sessdo, os métodos foram

praticamente os mesmos (simetria central e compasso apenas).

Num primeiro momento, usando simetria central, ambas as duplas elaboraram
respostas bem parecidas, mas com o diferencial de que apenas a dupla
Bruno/Gisele apresentou sua justificativa (com base no dinamismo do software
Cabri).
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FIZEMOS UMA CIRCUNFERENCIAE
DEPOIS USAMOS A FEHRBAMENTA

A 1.564 cm SEMI-RETA, DEPOIS USAMOS SIMETRIA
CENTRAL E CLICAMOS NO PONTO o E NO
a QUE DOBROU AUTOMATICAMENTE.

n\
1.54 c¢m ©

AugustofCristina
BrunofGisele

3

Figura 4.27 — Respostas da Ativ.5

As duas duplas deram uma outra solugdo usando reta e circunferéncias.
Neste caso, descreveram corretamente a constru¢cdo, como mostra a elaboracéo da
dupla Augusto/Cristina®®. E valido observar que construiram o ponto O

explicitamente.

desenhei uma
- circunferencia
marquei um
ponto A nela fiz
outra com o
centro em A
passando pelo
centro da outra
circunferencia e
tracei uma reta
porhAe Qe
medi a
distancia de O
paraAe de A
para 0.

Pontos colineares

Figura 4.28 — Uma solugao da Ativ.5, por Augusto/Cristina

Vemos que a produgdo escrita fica mais na descricdo, sendo que a
justificativa se baseia claramente no dinamismo do Cabri, uma vez que usaram a
ferramenta “colinear?” para os pontos O, A e O’ (apesar de 0s mesmos ja se
encontrarem numa mesma reta, por construgdo) e mediram os segmentos OA e AO’

(iguais ao raio). Demonstram, portanto, uma certa atengdo a colinearidade. Ainda,

A resposta da outra dupla, na esséncia, ndo difere da que nos é apresentada acima. Ha apenas
uma pequena variagcao na parte escrita, obviamente.
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quanto a descricdo da constru¢cdo, podemos dizer que os estudantes usam termos

matematicos adequadamente (bem préximos da linguagem matematica).

Na segunda Sess&o*’, a mesma dupla acima oferece uma justificativa muito
mais elaborada, atestando uma prova de natureza quase conceitual (com
argumentos matematicos coerentes): “Estas medidas estam [estao] iguais porque os

pontos C, A e C’ sdo colineares e a distancia de OA é igual a distancia de O’A”.

Na construcdo executada com o compasso apenas, percebemos uma certa
evolugcdo em seus argumentos, muito embora ainda fagam apelo as ferramentas do
Cabri (“colinear?” e “distancia e comprimento”) para verificagdo de propriedades

matematicas. Na falta de argumentos matematicos, mandam o Cabri “provar”.

Atesta este fato a solugdo dada pela dupla Augusto/Cristina, usando apenas

circunferéncias, como descrito na Figura 4.29 a seguir.

Podemos dizer
que a distancia
de O para A e de
A para 0" sao

o iguais porque
5ao0 ao raio

Pontos colineares

Figura 4.29 - Uma outra solugao para a Ativ.5, por Augusto/Cristina (12 Sessao)

Nesta tentativa, usam claramente propriedades matematicas e a

ferramenta “colinear?”.
E interessante notar que esta mesma atividade, quando reaplicada na
segunda Sessao do experimento, foi resolvida (a construgdo) usando a ferramenta
“‘compasso”. De forma semelhante a anterior, primeiro mandaram o Cabri “provar” e

depois escreveram a prova. Vejamos a resposta a titulo de comparacao:

A construgdo, neste caso, foi feita por simetria central; depois tragcaram o segmento de reta OO’.
Talvez por isso tenham afirmado que os 3 pontos O, A e O’ s&o colineares.
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Estas medidas estam

am T corretas porque as

- ~ circunferencias tem os
‘ ' MESMOS raios € os
i . I pontos sdo colineares
v ' a justificativa que s@o
| + colineares & porque o
~ - dngulo mede 180

graus.

Figura 4.30 — Mais uma solugao da Ativ.5, de Augusto/Cristina (2° Sesséao)

Pelo que podemos observar, em ambos os casos apresentados fazem
meng¢do a propriedades matematicas (raio, angulo raso, pontos colineares).
Observamos também que, a medida que o experimento foi se desenvolvendo, os

termos matematicos foram aflorando com mais facilidade nas falas dos aprendizes.

A producédo matematica (construgao e descri¢gao/prova) da dupla Bruno/Gisele
nao foge em nada do estilo de resolugéao visto logo acima. Isto em relagéo a primeira
Sessdo. Além do mais, na segunda Sessdo do experimento estes aprendizes
passaram por muitas dificuldades para dar cabo desta questédo (tanto na construgao
como na justificativa). Alids, ndo s6 desta atividade como também das demais. Na

seqlUéncia, nos deteremos um pouco sobre este fato, além de outras consideragdes.

Como ja se sabe, o Conjunto 1, para o Sistema de Aprendizagem A (duplas
Augusto/Cristina e Bruno/Gisele), se deu em duas sessdes. Esta segunda Sessao
durou cerca de duas horas e ocorreu 15 dias apds a realizagao da primeira. Com
relacdo as duplas participantes, os resultados se mostraram bem distintos, com
excecao das construgbes de Mohr-Mascheroni, as quais nao foram cumpridas por

nenhuma dupla.

Nesta segunda Sessdo, a dupla Augusto/Cristina conseguiu resolver
satisfatoriamente as questbes 5 e 6 (reaplicadas/redesenhadas, sobre dobrar um
segmento e caixas-pretas, respectivamente) num tempo consideravel. Tal dupla,
pelo que pudemos observar, manteve bastante coeréncia de idéias na resolugéo das
atividades, comparativamente as mesmas atividades da primeira Sessado. Ja o par

Bruno/Gisele gastou quase todo o tempo na questdo 5, restando poucos minutos
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para as questdes 6 e 7 — 0 pouco que conseguiram desenvolver foi com a nossa

intervencao (até mesmo para construir as figuras).

O fato é que foram varios dias com pouco ou nenhum contato com o Cabri,
menos ainda com as questbes que estavamos a trabalhar com os aprendizes (as
atividades do Conjunto 1). Sem contar que somente o aluno Bruno tinha computador
em casa. De qualquer forma, estas considera¢des ndo podem ser a causa direta das
dificuldades por que passou a dupla Bruno/Gisele e, em menor grau, a dupla
Augusto/Cristina. Ha que se pensar que a tematica construgbes/provas/Cabri, da
forma como estad sendo proposta aos aprendizes, ndo € um assunto elementar,
destacadamente se levarmos em conta o nivel escolar em que se encontram. E
sendo a presente pesquisa de curta duragcdo, ndo houve tempo para que os
aprendizes amadurecessem muitos dos conceitos geomeétricos imprescindiveis a um

melhor desempenho nas atividades propostas.
4.4.6 Atividade 6

Esta atividade envolve caixas-pretas. O objetivo era que os aprendizes
utilizassem os varios recursos dindmicos que oferece o Cabri e, por meio disto,
pudessem testar conjecturas e validar propriedades em cada construgcdo. Nao era
necessario que apresentassem justificativas da construgéo efetuada. Enfatizamos
que na primeira Sessao utilizamos o termo “cépia exata” no enunciado. Ja na
segunda Sessao, tiramos o termo “copia exata” e colocamos “reproduzir uma figura
que tenha o mesmo comportamento da figura...”. Esclarecemos que a figura original
foi preparada (construida) por ndés usando a ferramenta “simetria central” e

previamente salva em uma pasta do computador.

Na primeira Sessado, talvez em funcdo do termo “copia exata’, o par
Augusto/Cristina tentou fazer a copia usando um eixo de simetria*®, como mostra a

figura seguinte:

8 Usando este raciocinio nenhuma parte da figura-imagem pode ser movida diretamente, a n&o ser a
partir da figura original.
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Eix0

: Al B

Figura 4.31 — “Cépia exata” (simetria axial), por Augusto/Cristina.

Nossa intervencao, primeiramente, foi no sentido de explicar-lhes que este
método nado funcionava, pois nenhum objeto da figura-imagem poderia ser
movimentado (Os objetos manipulaveis na figura-original sédéo o ponto O, a
circunferéncia e o ponto B). Em segundo lugar, orientamos os aprendizes a usar a
ferramenta “compasso” (para construir circunferéncias de mesmo raio). Dai por
diante, os aprendizes nao tiveram maiores dificuldades em realizar a construgéo
(lembrando, por exemplo, as propriedades de simetria central, pontos colineares e
do angulo raso). Acreditamos que esta resposta inicial dos aprendizes se deve ao
fato de que tiveram como foco principal o desenho, mas nao a figura (figura-cabri),

talvez ainda se lembrando do ambiente do lapis e papel.

De maneira geral, os resultados da segunda Sessido pouco diferem dos da
primeira, mas isto para dupla Augusto/Cristina. Quanto a segunda dupla, os
resultados da segunda Sesséo foram bem discrepantes se comparados com os da
primeira, como enfatizamos nos comentarios a Atividade 5. Uma dificuldade em
comum persistiu: a realizacdo de construgdes robustas*®. Era comum, por exemplo,
tentar construir um didmetro, ndo com uma reta passando pelo centro ou por
simetria central, mas sim, “ajustando” um segmento de reta para que o mesmo
passasse pelo centro da circunferéncia. Dificuldade que pode ser explicada, em
primeiro lugar, pela néo diferenciagéo entre figura e desenho e, em segundo, por
alguma falta de dominio no manuseio técnico do Cabri, como, por exemplo, fazer

uma circunferéncia (ou reta) passar por um determinado ponto.

Mas voltemos a atividade em questdo. Esta atividade s6 pode ser

corretamente resolvida se primeiro for usada a ferramenta “compasso” (nisto os

9 Por exemplo, o fato de numa circunferéncia ter o didmetro tracado, mas na outra ndo ter, ndo
caracterizou obstaculo algum aos aprendizes.
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aprendizes apresentaram bastante dificuldade), pois a figura-imagem precisa ter o
mesmo raio que o da original. Em contrapartida, depois poderia-se usar simetria
central, retas passando pelo centro (para poder tragar o didmetro) e circunferéncias
apenas. Em tempo: usaram quase que somente retas passando pelo centro,
marcaram as intersec¢gées com a circunferéncia, esconderam a reta e finalmente

tracaram o segmento (neste caso, de fato o didmetro).

Nas duas ilustragdes seguintes estdo as respostas de ambas as duplas, nas
quais ainda houve preocupacdo em apresentar justificativas para a construgao

(Sessao 2):

Para fazer reproduzir este

desenho eu usei a
A A circunferencia com o mesmo
raio [compasso] e tracei uma
B reta passando por OA e
descobri o B fiz um segmento

AOB e finalmente reproduzi o
desenho

Figura 4.32 - Reproducao de figura, por Augusto/CristinaS", Ativ.6

NOS TRACAMOS UMA

A CIRCUNFERENCIA
COM O MESMO RAIO
E FIZEMOS UM BETA
E DEPOIS FIZEMOS
UM SEGMENTO E
ESCONDIABETAE A
B

FIGURA FICOU
original imagem REPRODUZIDA.

Figura 4.33 — Resposta da dupla Bruno/Gisele, Ativ.6

Uma segunda solugcédo fez uso de circunferéncias, em que os aprendizes
claramente fizeram referéncia a propriedades matematicas (a do ponto simétrico, por

exemplo):

%0 Veja-se, a titulo de comparacgao, a escrita desta mesma dupla na Sessao 2: “N6s pegamos o
compasso e pegamos 0 mesmo raio da circunferéncia AOB e fizemos uma outra circunferéncia com
0 mesmo raio, € por isso que séo iguais [porque tém o mesmo raio]’.
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Mos usamos o mesmo raio do
compasso para ficar do mesmo
tamanho e um ponto P e varias
circunferencia s para descobrir o
simetrico do ponto P.

Figura 4.34 — Outra forma de reproduc¢ao de figura (Conjunto 1)

Esta atividade, em sua primeira versao, contou com cinco itens, dos quais s6
foram resolvidos dois — os itens (a) e (b). Na segunda verséo, reaplicamos os itens
(@), (b) e (c) — este ultimo sobre simetria na circunferéncia. Mais uma vez, os
aprendizes gastaram muito tempo nos itens (a) e (b) e ndo conseguiram resolver o
item (c) sem a nossa ajuda. E possivel que tenhamos exagerado na quantidade de
questdes nas duas sessdes do experimento de ensino. De qualquer forma, a maior

dificuldade dos aprendizes ainda ficou em torno das construgdes robustas.

4.4.7 Atividade 7

A atividade pedia para encontrar o simétrico de um ponto em relagdo a uma

reta (usando compasso apenas), conforme as figuras abaixo.

Simtria axial

P Simetria na circunferéncia
B /

B P

Figura 4.35 — Figuras da Ativ.7, Conjunto 1

O objetivo desta atividade era que os aprendizes focassem as construgdes de

Mohr-Mascheroni. Ou seja, os estudantes deveriam executar a construgdo com o
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compasso apenas e depois justificar por qué a construcao estava correta (deveriam
apresentar a prova matematica). Esperavamos que realizassem ao menos a
construgcdo, mas nem isto conseguiram. Temos a avaliagdo de que, ndo a prova,
mas a constru¢cado do simétrico numa reta é muito mais facil usando o compasso
apenas, mas nao foi isso que os aprendizes sentiram ao tentar, sem sucesso,

realizar as construgoes.

As construgdes envolvendo circunferéncias, ao que parece, sao as raizes de
tais dificuldades, mas o fato é que nas sessdes de familiarizacdo com o Cabri ndo
houve muito espago para trabalhar tais constru¢gées, menos ainda, claro, as provas.
Isto porque, para justificar as construgées, os aprendizes deveriam usar congruéncia
de triangulos, alias, um assunto até entdo pouco explorado na sala de aula de
Matematica. Vale ressaltar que esta questao nao foi aplicada imediatamente apos o
Episddio de Ensino®!, pois primeiro a Atividade 5 (sobre dobrar um segmento de
reta) foi reaplicada, com a qual foi gasto um tempo consideravel, portanto restando

pouco tempo as construgdes de Mohr-Mascheroni.

4.4.8 Sumario sobre o Conjunto 1:Consideragdes Gerais

As atividades do Conjunto 1 perfazem um total de 7 questbes, além do
episédio de ensino. Foram distribuidas em duas sessdes, sendo que na segunda
Sesséao foram redesenhadas. Com excec¢éo do Conjunto 1.3 (episédio de ensino) e
do Conjunto 1.4 (caixas-pretas), as demais atividades desenhadas focaram nas
producdes matematicas dos aprendizes, isto €, nas justificativas das construgdes

realizadas (para estas atividades exigiu-se sempre algum tipo de prova).

O bloco de questdées do Conjunto 1.1 (questbes de 1 a 4) ndo ofereceu
maiores dificuldades aos aprendizes, visto que nestas questdes foram explorados os
aspectos dindmicos do Cabri. A partir destas questdes pudemos perceber que os
aprendizes tém mais facilidade com argumentos pragmaticos, baseados

principalmente nas verificagcbes com as ferramentas do software. Talvez, pelo nivel

* Este ocorreu no inicio da segunda Sess3o.
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escolar em que se encontram, os aprendizes demonstram um certo desconforto com

alguns termos matematicos.

O bloco de questdes do Conjunto 1.2 teve como objetivo introduzir os
estudantes a prova. As questbes abordaram no¢des como a de simetria central,
pontos colineares, raio, didmetro, angulo raso, além da soma das medidas dos
angulos internos de um tridngulo. Observamos diferencas significativas nos
argumentos dos aprendizes ao resolver um mesmo problema, mas com ferramentas
diferentes. Por um lado, quando dobraram o segmento usando retas e
circunferéncias, valendo-se do dinamismo do Cabri, conseguiram produzir
explicagbes boas (baseadas em fatos empiricos). Por outro lado, nas construgdes
executadas com o compasso apenas, tiveram dificuldades significativas em usar

propriedades matematicas necessarias a elaboracéo das provas.

As producgdes escritas dos estudantes revelam consideravel dificuldade em
separar a descricdo da justificativa (para cada construgédo efetuada). Por isso, suas
‘provas”, na maior parte das vezes, combinam descricdo com justificativa e

argumentos empiricos com argumentos teoricos.

Nas atividades sobre caixas-pretas a intengdo era enfatizar um importante
aspecto (teorico) de um software de Geometria Dindmica (Cabri-Géométre): a nogéo
de construgao robusta. Tal nogédo, segundo pudemos constatar, ndo foi facilmente
apreensivel pelos estudantes envolvidos no nosso experimento. Muitas vezes,
enquanto estavam executando a construgdo na tela do Cabri, era como se
estivessem desenhando com lapis e papel. Portanto, foi necessaria nossa interagéo,
enquanto professor-pesquisador, no sentido da exatiddo da construcao (Ou seja, as

dificuldades neste tipo de construcao persistiram).

As atividades sobre as constru¢cdes de Mohr-Mascheroni ndo oferecem
elementos para analise, pois os aprendizes ndo conseguiram realizar nem ao menos
as construgbes. Por este motivo, nosso experimento de ensino envolveu uma
segunda abordagem, em que o presente objeto de estudo — construcdes
geométricas e provas — foi desvinculado do ambiente computacional do Cabri-

Géometre. Este € o assunto a ser tratado na proxima sesséao.
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4.5 Conjunto 2

Este € o ja mencionado conjunto relativo ao “jogo” de prova, no qual as
justificativas das construgdes geométricas séo desvinculadas do Cabri. A principal
razao de termos acrescentado esta outra abordagem ao nosso experimento de
ensino se deve as dificuldades encontradas pelos aprendizes na elaboragdo de
provas a partir das constru¢cdes geométricas no ambiente do Cabri. Outra razéo,
talvez tdo importante quanto a primeira, é que pretendemos fazer comparacdes
entre os resultados das duas abordagens (12 abordagem: com Cabri; 22 abordagem:

sem Cabri).

Neste conjunto, amenizamos as tarefas dos aprendizes no sentido de que
eles n&do precisaram realizar, nem a construgéo, nem a produgao (descricdo/prova)
escrita, exceto no pos-teste. Para tanto, foram confeccionados cartdes, em conjunto
com nossa orientadora, contendo provas e/ou explicagbes matematicas de alguns
problemas de constru¢cdes geométricas ja abordados na primeira fase (Conjunto 0 e

Conjunto 1).

4.5.1 Descrigao das Atividades do Conjunto 2

Este conjunto compde-se de 4 atividades iniciais e um pos-teste. Cada
atividade é formada por um certo numero de cartdes, num dos quais apresenta-se o
enunciado, a construcdo, dicas e explicagbes adicionais (as vezes por meio de
didlogos) da questédo e nos demais se dao os passos da prova. A idéia desse tipo de
atividade é que os aprendizes reconstituam a “historinha” da prova, organizando os
cartdes na ordem correta do raciocinio utilizado na prova/explicagdo. Abrangem,
desde as questdes de dobrar um segmento de reta, até as construgdes de Mohr-

Mascheroni (ponto simétrico).

Ja o pos-teste € um pouco diferente. A cada dupla de estudantes é dado um
cartdo contendo uma proposi¢ao, cuja demonstracdo se apdia em congruéncia de
tridangulos. A tarefa dos aprendizes, neste caso, € montar a “historinha” da prova,

mas desta vez tém que escrever a prova.
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Estas atividades foram aplicadas, como previsto, as duas duplas do Sistema
de Aprendizagem A (cerca de 2 meses e meio depois da coleta de dados da fase 1).
Infelizmente, por diversos problemas de horarios, tivemos que aplicar as atividades
durante o periodo de aulas. Aplicamos as atividades e o pds-teste huma unica
sessdo, com duragdo cerca de uma hora e meia. Toda a sessao foi gravada em
audio e video e, em particular, terminada cada atividade, a disposi¢do (resposta)
final dos cartées foi focada bem de perto pela camera, sendo que neste momento o

professor-pesquisador numerou os cartdes na ordem colocada pelas duplas.

Apresentaremos, a seguir, as atividades deste conjunto, bem como a analise
dos resultados obtidos pelas duas duplas do Sistema de Aprendizagem A -
Augusto/Cristina e Bruno/Gisele. As questdes e respostas deste conjunto se
encontram, na integra, nos anexos 11 e 12, entretanto, daremos de forma resumida

o0 enunciado de cada uma delas.

4.5.2 Atividade 1

O enunciado desta atividade € o seguinte: “Dados os pontos A e B, construir
um ponto C pertencente a reta AB, de maneira que B seja ponto médio do segmento
AC”. A partir dos pontos A e B, a construgéo foi feita assim: tragamos a reta AB e,
em seguida, a circunferéncia com centro em B e raio BA. Afirmamos, ao final, que o
ponto C — intersecgdo da reta com a circunferéncia —, era a resposta procurada e

pedimos aos estudantes que explicassem isso. Veja a figura a seguir:

A B A B C reta

Figura 4.36 - Ativ.1, Conjunto 2 (construgao)
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Os passos da prova na ordem correta sao:

v 1-0s pontos A, B e C sdo colineares, pois o ponto C é interseccao da reta AB com
a circunferéncia;

v' 2 —Como eu que, por construgdo, AB = BC = raio;

v" 3 — Posso, assim, concluir que C é o ponto da reta AB tal que B é ponto médio do
segmento AC.

A prova desta questéo foi feita em trés cartdes (trés passos). Os aprendizes
foram orientados, primeiramente, a observar todos os cartdes a fim de que
percebessem a seqiéncia de idéias e raciocinios utilizados na prova apresentada.
Depois de terem feito isso, passaram as tentativas de organizar os cartdes para

realizar a “prova”.

As duas duplas concluiram esta atividade em cerca de trés minutos. Quando
cada dupla terminou sua atividade, nos chamaram para verificar o resultado, mas
nao interferimos no que ja tinham feito. A dupla Bruno/Gisele trocou os dois
primeiros cartdes, ao passo que a dupla Augusto/Cristina trocou os ultimos dois

cartbes.

A dupla Bruno/Gisele discutiu bastante a questdo e até lembraram de
situagcbes anteriores em que o assunto (ponto médio) foi abordado, tanto nas aulas
de Matematica como nas sessdes anteriores do experimento de ensino. Talvez, por

este motivo, “resolveram” satisfatoriamente a atividade.

Ja a dupla Augusto/Cristina, apesar de discutir os dados da questéo, nao fez
referéncia a situagbes anteriores, indicando que possivelmente n&o lembraram a
nocao de ponto médio. Na verdade, esta dupla confessou que este tipo de atividade
ndo era muito facil (comparando, talvez, com as construgbes elementares que

realizara).

Possivelmente, pelos dados de que dispomos, e pelo fato de ser um tipo de
prova sem muita linguagem formal (com explicagdes, ao invés do esquema hipotese-

tese), no geral os aprendizes tiveram um bom desempenho.
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4.5.3 Atividade 2

Nesta atividade, apresentou-se aos estudantes um tridngulo is6sceles ABC
com sua mediana AM (M = ponto médio de BC) ja construida. A tarefa dos
aprendizes era provar que “se um tridngulo é isOsceles, entdo os angulos da base

sao congruentes”.

A
Dados:
-AB = AC
- M & pto médio de BC
B M C

Figura 4.37 — Dados da Ativ.2 (Conjunto 2)

Organizamos os passos da prova na seguinte ordem:

v" 1 -Temos, no triangulo ABC, AB = AC e queremos provar que B= é;
v' 2 - Eu sei que nos dois triangulos, AMB e AMC, temos:

AB =AC
AM = AM
BM = CM;
3 - O critério LLL (Lado, Lado, Lado) nos garante que AAMB = AAMC;
4 - O fato de os triangulos AMB e AMC serem congruentes quer dizer que tém a

AN

mesma forma e o mesmo tamanho. Conseqiientemente, B=C

Repetimos, nesta questdo, praticamente as mesmas recomendacdes que
fizemos na atividade anterior. Colocamos explicitamente a proposicdo na forma
hipétese-tese. As duas duplas tiveram bastante dificuldade com os termos
matematicos presentes na questdo: mediana, ponto médio e até a notacao utilizada.
Talvez, por causa disso, gastaram cerca de dez minutos, um tempo consideravel

para concluir a questao, mas isto porque discutiram e interagiram bastante.
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Consideramos, também, que os aprendizes tiveram mais dificuldade na
questdo em funcéo de se tratar de uma prova envolvendo congruéncia de triangulos
e, além disso, o fato de ter que partir da hipétese para chegar a tese confunde muito

os aprendizes (eles ndo entendem muito bem o que deve ser provado).

Ressaltamos que nesta questéo interagimos mais com a dupla Bruno/Gisele
que com a outra. A pesar disso, a resposta das duas duplas coincidiu: o primeiro e o
ultimo passos ficaram na ordem correta, mas trocaram os passos dois e trés (ordem
correta: 1-2-3-4; resposta obtida: 1-3-2-4).

Nesta questdo, pudemos notar que os aprendizes preferem, nas suas
explicacbes, termos matematicos mais simples, como por exemplo, ao invés de
mencionar a palavra tese, mencionam a expressao conclusdo geral. Também, n&o
dao quase nenhuma atencgao a hipétese da proposi¢cao (mesmo isto estando escrito
no cartdo). Identificar os elementos constituintes da hipdtese foi muito dificil aos

aprendizes.

4.5.4 Atividade 3

Enunciado praticamente igual ao da Atividade 1: “Construir um ponto P na
reta AB, de forma que B seja ponto médio do segmento AP”. Essencialmente, a
diferenga esta na construgao, a qual foi cumprida somente com o compasso. Eis a

construgao:

Figura 4.38 — Ativ.3 (Construcgao)

Ordenamos a prova em 4 passos, como segue:
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v" 1 - Eu sei que os triangulos ABC, CBD e DBP sao equilateros (pois foram
construidos com a mesma medida AB). Logo, todos os 3 &ngulos no vértice B
medem 60°, ou seja;

2- LABC = ZCBD = ZDBP = 60°;

3 - Logo, somando esses 3 angulos, vem o resultado

ZABC+ ZCBD+ /DBP = 60° +60° +60° =180°;

v' 4 - E como AB = BP (= raio), chegamos a conclusdo de que B é ponto médio de AP.

AN

Nesta questdo, procuramos focar a atencdo dos estudantes em algumas
noc¢des importantes de Geometria Plana: de novo o ponto médio, pontos colineares,
angulo raso, triangulo equilatero e soma das medidas dos angulos internos de um
triangulo. Mas desta vez, a construgao foi executada com o compasso apenas, o0 que
foi explicado no enunciado da questdo. Nao fornecemos nenhuma dica sobre as
medidas dos angulos, nem sobre a natureza dos triangulos. S6 foi dada uma dica a
respeito da nogéo de colinearidade no passo trés (a prova foi organizada em quatro

passos).

Nao houve dificuldades na compreensao dos termos matematicos envolvidos,
talvez pelo fato desta questao ter uma particularidade: a forma como as igualdades
(envolvendo as medidas dos angulos) foram escritas, ao que parece, ajudou
bastante na rapida e bem sucedida conclusdo da atividade: aproximadamente cinco

minutos para cada dupla.

E possivel que a forma pela qual elaboramos a prova tenha facilitado a tarefa
dos aprendizes, mas o fato € que, como nesta questao nao se fazia necessario que
os aprendizes buscassem argumentos ou raciocinios para identificar hipdtese e tese
(a0 menos explicitamente), a reconstituicado da prova ficou mais acessivel. Nota-se,
novamente, e de acordo com os dados de que dispomos, a preferéncia por termos

matematicos mais simples.

Ndo se pode afirmar ao certo que trabalhar demonstragdes segundo o
esquema hipotese-tese seja mais complicado aos aprendizes envolvidos nesta
pesquisa, mas apenas que se este esquema nao estiver presente, a compreensao

parece tornar-se mais acessivel.
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Comentarios: Notemos que, nesta questdo, novamente usa-se medida para
justificar as afirmacdes. Poderia-se ter elaborado uma prova formal, usando
conceitos de paralelismo, como visto as pp.89-90, mas isso nao foi possivel, porque,
além da falta de tempo, nos pareceu dificil uma abordagem com aquele nivel

conceitual. Resumidamente, vejamos a prova neste caso:

Como os triangulos ABC, CBD e DBP séo equiilateros (por construgao), temos:

ABC=BCD = CD// AB

DBP=BDC = CD//BP

Logo, 4AB// BP, 0 que prova que os pontos A, B e P sao colineares. Mas AB =

BP (=raio) e, portanto, P & o ponto da reta AB tal que B & ponto médio de AP.

4.5.5 Atividade 4

A prova elaborada para esta questéo, sobre simetria numa reta, foi composta
por nada menos que oito etapas. Nao se trata de uma questdo em que os
aprendizes tenham que identificar explicitamente os elementos hipotese e tese. A
dificuldade decorre, novamente, da congruéncia de tridngulos, pois exatamente dois
critérios de congruéncia foram usados na prova. Vejamos a construgdo e os passos

da prova na figura abaixo.

Figura 4.39 — Construcgao do ponto simétrico numa reta, Ativ.4 (Conjunto 2)




A prova foi organizada em 8 passos, conforme quadro a seguir.
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v" 1 - Podemos desenhar dois triangulos: ABC e ABD;

C

p T

D

\/,/E'

entdo dizer que...

v' 2 — Por construgao, eu sei que AC = AD (L), BC=BD (L) e AB = AB (L). E posso

v' 3 — 0O triangulo ABC é congruente ao triangulo ABD, pelo caso LLL.
v' 4 — Podemos desenhar dois tridngulos: ACM e ADM;

(lado comum);

v' 6 — Entao, pelo critério LAL, o triangulo ACM é congruente ao triangulo ADM,;

ZCMA = ZDMA . E além disso, CMA+ DMA =180°,
donde podemos concluir que CMA = DMA = 90° (angulos retos);

v' 8- Logo, D é o simétrico de C em relagdo a reta 4B

v' 7—- Temos que CM=DMe

v 5— Sabemos que AC = AD (raio), CAB = DAB (porque AABC = AABD) e AM = AM

Como se pode observar, dois tridngulos foram desenhados ao longo da prova,

mas isso, pelo que observamos, nao fez muita diferenga para os estudantes.

Os aprendizes das duas duplas levaram um longo tempo discutindo esta

questao; concentraram-se, inclusive, na leitura atenta do enunciado.

Percebemos que os aprendizes entendem relativamente bem as explicagdes,

mas o problema maior € o de ordenar as idéias com base nos casos de congruéncia,

de maneira a chegar a conclusao (A aluna Cristina se refere a esta tarefa com “um

verdadeiro quebra-cabeca”).

N&o era esperado que nenhuma das duplas ordenasse os cartdes de forma

correta, mas tinhamos a pretensédo de que acertassem pelo menos as duas

primeiras e a ultima etapa da prova, pois a idéia de hipotese traduzida por dados

iniciais ou ponto de partida, bem como a idéia de tese entendida como conclusao, a
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esta altura ja eram mais familiares aos aprendizes. Uma das duplas, inclusive, tentou
encontrar cartdbes contendo dicas contendo a palavra conclusgo. Mas, em momento

algum nenhum estudante fez referéncia ao esquema hipétese-tese.

As duas duplas gastaram, cada qual, em torno de 16 a 17 minutos para

apresentar uma resposta. No que segue, temos uma tabela geral com as respostas

apresentas:
Ativ-1 Ativ-2 Ativ-3 Ativ-4
Duplas
1-2-3 1-2-3-4 1-2-3-4 1-2-3-4-5-6-7-8
Augusto/Cristina 1-3-2 1-3-2-4 1-2-3-4 1-3-2-4-6-5-7-8
Bruno/Gisele 2-1-3 1-3-2-4 1-2-3-4 2-7-1-6-3-4-5-8

Tabela 4.1 — Respostas das duplas (Conjunto 2, Ativ.1 a Ativ.4)

4.5.6 O pos-teste (Atividade 5)

Relembramos que o pés-teste foi realizado cerca de meia hora depois das
atividades do “jogo” de prova, para as mesmas duplas: Augusto/Cristina e
Bruno/Gisele. A questdo foi apresentada da seguinte maneira: Construimos o
triangulo OAB, conforme a figura abaixo, e pedimos aos estudantes que provassem

que o angulo A é congruente ao angulo B.

Figura 4.40 - A figura do pos-teste (Conjunto 2)

As duas duplas levaram aproximadamente 25 minutos para concluir esta

atividade. Nao estabelecemos tempo-limite para que respondessem a questao.
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Explicamos inicialmente aos aprendizes que “contar a historinha da prova”
era 0 mesmo que “escrever a prova’.

Transcrevemos, a seguir, a “prova” da dupla Augusto/Cristina:

Para provar que o tridngulo OAM é igual ao tridangulo OBM, tem que imaginar
se sobrepondo um ao outro.

[Entdo, montam os dialogos - Fininho diz: Sim, Bolinha, também podemos
medir os tridngulos; Bolinha responde: Entdo, se eu imaginar um tridngulo se
sobrepondo ao outro, 0s dois tém que ser iguais)

E continuam: Para eles serfem] congruentes, os dngulos e os lados tem que
ter as mesmas medidas.

AM = BM
AO = BO
A=B

(...) sendo todos iguais os ftridngulos sdo congruentes.E entdo nesta
explicagdo o Bolinha acabou lembrando, o que s&o os dngulos da base.

Percebe-se na producdo escrita desta dupla a utilizacdo de argumentos
empiricos, pois fazem referéncia a casos de congruéncia de tridangulos com base na
idéia de sobreposigcéo, o que indica o recurso as provas pragmaticas, segundo as

classificagdes de prova de Balacheff.

Quanto a “prova” da dupla Bruno/Gisele, ndo existem diferengas significativas.

Temos dois tridngulos de uma mesma medida.
Entao vamos ajudar Bolinha e Fininho a provar que o0s tridngulos sdo congruentes.

[Entdo comegam]

O lado AO = OB, MB = MA.
Os éngulos A e B so iguais.

Fininho e Bolinha resolveram provar de uma forma mais divertida. Vamos ver a idéia [que]
eles tiveram!

v' Vamos recortar assim [desenham uma tesoura cortando o triangulo em dois, a partir
do ponto M] e colocamos um em cima do outro para termos certeza de que séo
congruentes;

v Isso Bolinha assim é mais facil provar.

A idéia de Bolinha deu certo. Agora sim eles tem certeza que os tridngulos sdo congruentes.
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O fato de termos usado a idéia de sobreposicdo como suporte as explicagdes,
tanto na sala de aula de Matematica, como no proprio experimento de ensino

(Conjunto 2) teve grande influéncia nas respostas das duas duplas.

Entretanto, é possivel, com base nas produgbes escritas dos aprendizes,
destacar alguns aspectos de suas “provas”:
v' Referéncia a sobreposigcdo de triangulos (usaram a idéia de congruéncia
empicamente);
v' Tentativas de descrever elementos que levassem a congruéncia de

triangulos, mas sem chegar a mencionar qualquer caso de congruéncia;

Uma conclusao preliminar a que podemos chegar € que, pelos resultados
obtidos, conseguem realizar “provas” empiricas, na medida em que se baseiam em
sobreposigao, talvez caracterizando o que Balacheff chama de empirismo ingénuo,

muito embora tenham faltado mais argumentos dos aprendizes.

No proximo tdpico, daremos inicio a analise das atividades do Sistema de

Aprendizagem B, com a dupla Barbara/Suzane.

Sistema de Aprendizagem B

4.6 Introducgao a Analise das Atividades do Conjunto 1

O Sistema de Aprendizagem B compbe-se apenas de uma dupla -
Barbara/Suzane. A referida dupla participou de dois conjuntos de atividades: O
Conjunto 1 (7 questbes mais o Episoédio de Ensino) e o Conjunto 2, composto pelo
“jogo” de prova e o pés-teste. Para a aplicagdo das atividades do primeiro Conjunto
foram necessarias 3 sessbes (em dias diferentes), e para o segundo Conjunto,
apenas uma sessao.

Distribuimos as sete atividades do Conjunto 1 ao longo das trés sessbes da
seguinte forma:

v Primeira Sesséao, atividades de 1 a 4;
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v' Segunda Sesséo, atividades 5 e 6; e
v Terceira Sessdo: Comegou com o Episodio de Ensino e depois foi aplicada a
Atividade 7.

Depois das dificuldades ja relatadas na aplicagcéo das atividades do Conjunto
1 para as duplas do Sistema de Aprendizagem A (Augusto/Cristina e Bruna/Gisele),
resolvemos, para esta presente dupla — Barbara/Suzane -, estender este
experimento de ensino a 3 sessdes, a fim de redimensionar o tempo (sessées com
menor duragdo), com tarefas de menor duragéo52, consequentemente menos

cansativas e até mesmo, talvez, mais produtivas.

O perfil s6cio-econdémico desta dupla € um tanto diferente daquele das outras
duplas participantes. Tanto Barbara quanto Suzane tinham computador em casa.
Isto quer dizer que, além das sessdes de familiarizagdo com Cabri, houve algum
tempo para que praticassem as construgcbes em casa (pois o software Cabri foi
instalado em seus PCs desde o inicio dos trabalho com a dupla). As atividades do

Conjunto 1 serdo analisadas a seguir.
4.7 Conjunto 1

Alguns aspectos gerais para esse Conjunto 1 ja foram tragados no Sistema de

Aprendizagem A, entretanto, destacaremos alguns de forma resumida.

Os principais objetivos das atividades 1, 2 e 3 (em conjunto) s&o: (a) explorar
a nogao de raio; e (b) reforcar esta idéia (de raio) por meio do dinamismo do Cabri.

Retomamos, a seguir o enunciado dessas questdes:

%2 1a Sess&o: 47 min.: 22 Sessdo: 1h 3min; 32 Sess&o: 50 minutos.
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Ativ.1 - Construa uma Ativ.2 - Na circunferéncia Ativ.3 - Por que o circulo 1 tem
circunferéncia qualquer e abaixo, os segmentos OA, OB, |o mesmo tamanho que o circulo
marque um ponto P sobre a OC e OD tém a mesma medida. |27

mesma. Use a ferramenta
“animacao” para mover o ponto
P sobre a circunferéncia.
Marque um outro ponto A e faca
o0 mesmo. O que vocé pode
observar?

C

Tabela 4.2 - Questodes 1, 2 e 3 do Conjunto 1

4.7.1 Atividade 1

Nesta atividade, as estudantes da dupla deveriam se valer do dinamismo do
Cabri. Lembramos inicialmente as estudantes que sua principal tarefa era investigar
a existéncia de propriedades matematicas na figura, como a nogéo de raio e a de
distancia. Observemos que esta dupla, além de se utilizar dos recursos de animagéao
do programa, ainda achou necessario construir uma outra circunferéncia semelhante
a primeira, talvez, com a intencdo de melhor compreender os fatos (ou as
propriedades) inerentes a figura. As construgbes foram feitas sem dificuldades.

Vejamos:

1.56 cm

podemos

p observar que
os dois
seqmentos
tem a mesma
medida.Essa
medida

Figura 4.41 — Resposta da Ativ.1, por Barbara/Suzane

Como no Sistema de Aprendizagem A, algumas dificuldades da dupla
Barbara/Suzane sao recorrentes, como, por exemplo, a preferéncia por termos

matematicos mais simples (de falar): medida/tamanho ao invés de raio/distancia.
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Também, como se vé, ndo houve referéncia ao termo raio como sendo a distancia
do centro a um ponto qualquer da circunferéncia, mas a resposta escrita (acima)
indica uma boa compreensao do assunto, tenha ficado no plano empirico. A dupla
esqueceu de concluir a ultima frase, entretanto, nos reportando aos dados de voz da
dupla, verificamos que a frase completa é: “Essa medida é o raio”. Queremos
enfatizar que os aprendizes esquecem constantemente tais termos matematicos,
principalmente no momento de escrever. Nao sdo apenas dificuldades na linguagem
matematica, mas também, e principalmente, dificuldades na produgao textual (pode
acontecer que uma pessoa se expresse (fale) claramente, mas quando tem que

colocar as idéias no papel, as dificuldades aumentam — e muito).

4.7.2 Atividade 2

O enunciado desta atividade foi colocado na forma de uma afirmagédo e nao
em forma de pergunta. Houve uma certa confusdo por parte da dupla, pois
entenderam tratar-se de uma pergunta (apos a leitura inicial que fizeram), momento
em interagimos com a dupla a fim de esclarecer a duvida. Esclarecemos que teriam
que analisar se a afirmacéo era verdadeira ou falsa e, além disso, justificar a

resposta.

Sim,porque
219 cm toda medida
219 cm do centro para
219 cm a
219 cm s circunferencia

tem a mesma
medida que é
o raio.

Figura 4.42 — Resposta da Ativ.2, por Barbara/Suzane

A dupla realizou a construcdo sem problemas e, assim como na questao
anterior, recorreu ao dinamismo do Cabri (Notemos que mediram cada dos
segmentos OA, OB, OC e OD. A nosso ver, fizeram assim para melhor
convencimento). Na producgédo escrita, ja se pode perceber uma boa articulagdo com

termos matematicos (raio, centro, circunferéncia, medida), demonstrando uma leve
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tentativa de generalizagdo de conceitos (mesmo que inconscientemente), pois, pela

primeira vez se referem ao termo “medida” como sendo o raio.

4.7.3 Atividade 3

Antes de qualquer coisa, uma observacdo: esta atividade esta
intrinsecamente ligada com as duas anteriores, no sentido de que o principal

conceito matematico envolvido é o de raio.

Nesta atividade, o professor-pesquisador orientou as aprendizes a abrir o
arquivo ativ.3, salvo no computador, e que continha a figura a ser estudada (ver
Tabela 4.2 , p.161). Ou seja, esta atividade ndo pedia tarefa de construgao.
Esperavamos que a dupla respondesse a pergunta sem se valer dos recursos do
Cabri, principalmente o recurso “distdncia e comprimento”, o que n&o aconteceu.
Retomando os passos desta construgdo (com o comando “revisar construgao”),
vemos que as aprendizes ndo se focaram na figura original (desenhada por nés),
mas na figura (a esquerda) que elas mesmas construiram. Vé-se que mediram os

raios apenas da figura que desenharam, a partir da qual deram a seguinte resposta:

1.1% cm

15 cm

c1 Porque os dois
tem a mesma
medida.

Figura 4.43 — Resposta da Ativ.3, por Barbara/Suzane

Resposta correta, entretanto influenciada pelos recursos de medi¢céo do Cabri
(ou seja, as “respostas” fornecidas pelo programa) e sem se referir ao raio, embora
isso nao interfira na qualidade das respostas, pois muitas vezes o que conta é o

entendimento e ndo o detalhamento de um conceito. Os dados da figura acima nos
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permitem concluir tratar-se de uma prova pragmatica, talvez porque a questao ficou

clara para as estudantes. (Elas podem néo ter entendido bem a pergunta)

4.7.4 Atividade 4

Relembremos que esta atividade pedia para “construir uma reta que divide
uma circunferéncia em duas partes iguais’. O esperado era que a dupla se
reportasse as idéias de didmetro, pontos colineares e angulo raso. Mas, pela
construgéo abaixo se vé que foi tragada uma circunferéncia com centro numa reta e,
depois, marcados pontos de intersecgéo entre os dois objetos (reta e circunferéncia).
Dito de outra maneira, tiveram a idéia de tracar uma reta passando pelo centro de

uma circunferéncia (mesmo que a ordem da construg¢ao tenha sido invertida).

Nao solicitamos a dupla que resolvesse a questdo usando circunferéncias
apenas, neste caso, para fazer jus ao enunciado [da questdo] e para que se

focassem somente num mesmo tipo de construgdo. Segue a resposta da dupla:

Passo
1:construimos uma
reta. Porque
Passo construimos a
Z:construimos uma reta no centro
A B circunferencia,com 0 da

205 cm 0o 2.05 c centro O na reta. circunferencia
Passo determinando
3:medimos,0A e 0B um diametro
que deu a mesma
medida.

Figura 4.44 — Resposta da Ativ.4, por Barbara/Suzane

E possivel que tenham feito esta construcdo lembrando da idéia de diametro,
mas isto ndo ficou claro na justificativa. Neste ponto foi necessaria a nossa
intervencao, pois as dificuldades com tais termos matematicos persistem, a despeito
de um consideravel esforco dos aprendizes (em lembrar), por exemplo, a palavra
didmetro, bem como seu significado. Segundo nos deixou transparecer uma das

aprendizes da dupla — Barbara —, esses termos matematicos nao fazem parte da sua
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Iinguasa. Claro esta que estas visdes dos aprendizes devem ser ponderadas, mas €

fato que séo decorrentes das dificuldades da linguagem natural/matematica.

Observemos ainda que a dupla mediu os raios, mas nado se ateve a
colinearidade dos pontos ou ao angulo raso, o que nao prejudicou a resposta que
produziram. Na verdade, ndo era nem preciso que mencionassem estes termos a
que nos referimos neste paragrafo, mas que dessem pistas de que a divisdo da
circunferéncia em duas partes iguais fica assegurada se for tragcado um didametro.
Por dltimo, inexistiu a dificuldade nas construgbes robustas, pelo menos nesta

atividade.

4.7.5 Atividade 5
12 resolucao

Esta questdo, que é a de dobrar um segmento de reta, assim como ocorreu
com as duplas anteriores, deveria ser resolvida usando todas as ferramentas
disponiveis no Cabri. (Comega, com esta questdo, a segunda Sessdo do
experimento de ensino com o Sistema de Aprendizagem B). A nossa dupla resolve

de duas maneiras.

A primeira resolugéo fez uso da ferramenta “simetria central”’, sendo que as
aprendizes nao encontraram dificuldades em realizar a construgado. Fizeram a
“prova” valendo-se da geometria dindmica do Cabri. Podemos notar que mediram os
3 segmentos: CA, AB e CB. Usaram também a ferramenta de verificagdo “colinear”,
mas ocorreu um fato importante. Ndo perceberam que a medida de CB néo é
exatamente igual ao dobro de CA (pois 2 vezes 3.55 da 7.10 e ndo 7.09!). E obvio
que isto ndo afeta em nada a resposta dada, mas a questdo €& que, em certas
ocasides, dependendo da disposi¢cdao dos pontos na tela, isso pode acontecer.

Trata-se de um erro de aproximacgao do software.

%% E comum ouvirmos de estudantes do nivel basico a seguinte “exigéncia”: “Fala na nossa lingua,
professor?!”.
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"C 355 ¢m A 355 cm

7.09 cm Pontos colineares

Figura 4.45 — 12 resposta da Ativ.5, por Barbara/Suzane

Tivemos a preocupacao de comparar duas construgbes usando a ferramenta
“simetria central” e, realmente, dependendo da maneira como estdo dispostos os
pontos na tela, as distdncias podem ser iguais ou ndo. Vejamos uma ilustracdo do

que estamos a expressar:

CB = 2.CA CE difere de 2.CA
4.24 cm 6.09 cm
C
212 emy” " p{d o B C T304 cmAE T 304 em B

Figura 4.46 — Complemento a Ativ.5 (Observagdo nossa)

De qualquer forma, esta particularidade do Cabri ndo poderia ser o foco da
atividade (e n&o o foi), ja que por traz da solucao dada pela dupla esta o conceito de

simetria central, mas ndo os detalhes técnicos do software.

Poderia ser dada uma solugao usando retas e circunferéncias, mas a dupla

nao enxergou esta possibilidade. Preferimos néo intervir a esse respeito.

A solugdo usando circunferéncias apenas esta descrita abaixo. E claramente
perceptivel o erro cometido nesta figura: as duas circunferéncias menores néao
possuem 0 mesmo raio que as circunferéncias (C, CA) e (A, AC), denotando uma

consideravel dificuldade no feito de construgdes robustas.

22 resolucéao
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0O ponto B &
colinear com o
pontoAe C.

A distincia
entre AeBe
entre C e A sio
a mesma
porque sioa
mesma do
raio.

Figura 4.47 — 22 resposta da Ativ.5, por Barbara/Suzane

A resolugdo acima pode ser um indicio de que os aprendizes esquecem
constantemente® a nocdo de construgdo robusta, mas também retrata problemas no
manuseio técnico do Cabri, além de sérios déficits em conceitos de geometria. Por
exemplo, afirmam que os pontos C, A e B s&o colineares sem ao menos mandar o
Cabri verificar. Quanto as distancias CA e AB (raios), esta correto o que escrevem,
muito embora ndo tenham concluido que CB = 2.CA, diferentemente do que fizeram

na resolucao anterior (12 resolu¢do), quando mediram a distancia entre C e B.

Uma outra dificuldade, de acordo com nossas observagbées no experimento
de ensino, talvez, diz respeito ao fato de que ndo era permitido usar retas nesta
construcdo, apesar das construgdes com o compasso apenas terem sido bastante
exploradas nas sessbes de familiarizagdo com Cabri. Por fim, além da visivel
construcdo mole, com a escrita da proval/justificativa ndo foi muito diferente, a ponto
de uma das aprendizes nos questionar com a seguinte argumentacao: “Mas ele ja
provou! (se referindo ao Cabri e ao que foi feito na primeira resolugao); ndo precisa

mais...”. Queria ela, talvez, se focar apenas nos recursos dindmicos do Cabri.

4.7.6 Atividade 6

O principal objetivo desta atividade foi o de enfatizar a nogdo de construcéo

robusta/mole. A dupla foi orientada a usar o dinamismo do Cabri, para que, por meio

* Neste caso, devem ter se recordado de alguma construgdo anteriormente feita, porém, ndo
consideraram o fato de que os raios devem ser todos iguais a medida do segmento CA.
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disto, fossem levados a testar conjecturas e validar certas propriedades nas
construgcdes. A questado pedia para “reproduzir uma figura que tenha o mesmo
comportamento da figura”. A questao € composta de dois itens: um, sobre simetria

central e outro, sobre simetria axial (ambos na circunferéncia).

As aprendizes foram orientadas, também, a usar a ferramenta “compasso”,
pois a nova circunferéncia deveria ter 0 mesmo comportamento da figura por nés
desenhada. Observemos que esta exigéncia ndo foi cumprida, pois usaram a
ferramenta “circunferéncia”. Em verdade, como esta construcdo lembra aquela da
divisdo de uma circunferéncia em duas partes iguais, a dupla ndo apresentou
nenhum problema, exceto pelo fato de ndo perceberem que a circunferéncia deveria

ter o mesmo raio, talvez, por ndo terem entendido o sentido desta questao.

a) Simetria central na circunferéncia

12 resolucgao

LM

Passol:Construimos
a circunfer&nia com
0 MESMO qUE a

B original.

Figura 4.48 — 12 resolugao da Ativ.6, por Barbara/Suzane

Com a nossa interagéao, realizaram uma outra construgéo, desta vez usando a
ferramenta “compasso”. Ressalte-se aqui a dificuldade em diferenciar o uso das
ferramentas “compasso” e “circunferéncia”, no que foram ajudados pelo professor-
pesquisador. Na figura seguinte, a construcao a direita € a resposta das aprendizes:

uma construgao robusta e com o0 mesmo raio da original (a esquerda).




169

2? resolugao

Figura 4.49 - 22 resolugao da Ativ.6, por Barbara/Suzane

b) Simetria axial na circunferéncia

Temos na figura original abaixo uma circunferéncia, um diametro e os pontos
P e P’, simétricos em relacéo a este didmetro (o ponto movimentavel é o ponto P). A
primeira resposta indica uma confusdo no tipo de simetria a ser usada. Usaram, na
verdade, a ferramenta “simetria central”, ndo dando conta de reproduzir a figura
dada. Para a resposta 2, a dupla foi orientada sobre o uso correto da ferramenta

(simetria axial).

resposta 2 original resposta 1

Figura 4.50 - Uma outra resolugao da Ativ.6, por Barbara/Suzane

A primeira vista, parece que a segunda resposta da dupla é uma construgéo
robusta. Mas isto ndo é verdade. Por algum tipo de confusdo, marcaram um
segundo ponto praticamente por cima do centro (ja tracado) da circunferéncia. Dai
resulta que a reta que foi tracada passou exatamente por este ponto (que ndo € o
centro, pois o Cabri consegue diferenciar objetos que ficam muito proximos uns dos

outros) e depois feita a simetria axial nesta reta. Ora, como a reta ndo passa pelo
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centro, consequentemente n&o temos um didmetro, logo o ponto ndo é o simétrico
em relacao ao diametro. Portanto, o que se vé € uma construgdo mole. Nao fosse
por esta confusdo de marcar um ponto sobre o outro, teriamos uma construgcéo
robusta. E desta forma, acreditamos que esta tarefa ndo ficou tdo prejudicada

quanto parece.

Como se viu na exposi¢ao acima (da Questéao 6), nenhuma resolugéo fez uso
de circunferéncias apenas. Isto se deu devido ao fato de que as duas meninas ja
demonstravam sinal de cansaco. Por isso, resolvemos encerrar esta sessao do
experimento de ensino. Perguntamos, entretanto, se esta tarefa poderia ser
resolvida usando circunferéncias apenas, ao que responderam que sim, mas que era

muito mais dificil.

4.7.7 Atividade 7

Comecgamos recordando que as duplas do Sistema de Aprendizagem A né&o
conseguiram desenvolver esta questao, porque esta foi aplicada no final da segunda
Sesséao (que foi muito longa e os estudantes ja se encontravam cansados) e devido
as dificuldades nas constru¢gdes de Mohr-Mascheroni.(Eles deveriam se focar nas

construgbes com o compasso apenas)

Quanto ao Sistema de Aprendizagem B, formado pela dupla Barbara/Suzane,
adotamos um procedimento um pouco diferente. A aplicagcdo desta questdo foi
reservada para uma unica sessao, a qual durou cerca de 65 minutos. Foi no inicio
desta terceira Sessédo que ocorreu o chamado Episédio de Ensino, cujo enfoque
foram os casos de congruéncia de tridngulos (casos LLL, LAL e ALA) e provas.
Nessa aula sobre congruéncia de triangulos, langamos mé&o da teoria inerente ao
assunto e de material concreto, como cartolinas, plastico transparente e outros (cada
tridangulo desenhado no papel tinha uma cépia de si numa folha de plastico) a fim de
ilustrarmos, na pratica, que a idéia que esta por traz da congruéncia € a idéia de

sobreposigao.
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Mais uma vez, o alvo principal era que as aprendizes utilizassem os casos de
congruéncia como recurso para provar as proposi¢des advindas de construgdes

envolvendo ponto simétrico (simetria numa reta).

Combinamos com a dupla que poderiam usar todas as ferramentas

disponiveis no Cabri, mas que deveriam escrever a proval/justificativa.

Nés, inicialmente, desenhamos uma reta e um ponto fora dela, como na
Figura 4.51. Depois pedimos a dupla que encontrasse o simétrico do ponto P na
reta r. Interessante notar que a postura desta dupla (assim como foi dos demais
aprendizes) consiste sempre em procurar os recursos do Cabri que déem conta de
realizar a construgcéo (comandos de construgéo). Entretanto, n&o tiveram clareza em
relacéo a qual ferramenta usar, por exemplo, poderiam ter usado a ferramenta “reta
perpendicular” para tragar a reta perpendicular a r passando por P, mas ndo o
fizeram; o que fizeram foi simetrizar o ponto P com a ferramenta “simetria central” e

depois tracaram a reta PS, onde S € o simétrico de P.

As aprendizes tentaram justificar a construcdo com base no conceito de
colinearidade (ja que fizeram a verificagcdo), mas n&o mencionam as medidas
efetuadas dos segmentos PX e SX, sendo X ponto intersec¢cdo das duas retas.
Claramente, colocam em primeiro lugar a necessidade de efetuar medidas ou fazer
verificacdes e, talvez, por este motivo certos fatos sejam omitidos em suas tentativas

de prova.

12 resposta

FI
Tragamos uma O ponto 5 &
2.09 cm reta depois simétrico do
construimos P ponto P
fora pPOQuE, 30
dela.simetria pontos
axial do ponto colineares
2.03 cm P .colocamos
. na ferramenta
Pontos colineares pontos de
interseccao

Figura 4.51 — 12 resposta da Ativ.7, por Barbara/Suzane
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E notério que os aprendizes ficam mais a vontade quando a reta esta

presente, principalmente com relac&o a produgao escrita.

22 resposta

Na construgdo abaixo foram usadas retas e circunferéncias. A partir dos
pontos A e B (da reta) e do ponto P, a dupla construiu a explicitamente a reta AB. O
préoximo passo foi construir as circunferéncias (A, AP) e (B, BP), que se intersectam
no ponto S (simétrico de P). Notemos que ainda tragam a reta PS e fazem as
devidas verificagbes com o Cabri. Trata-se de uma construgdo bem elaborada e,
neste caso, ndo se fez necessaria a nossa intervengdo (a menos de algumas

medicdes que estavam sendo feitas de forma incorreta).

Pontos colineares
2.
; A 5
2.1 cm

Figura 4.52 — 22 resposta da Ativ.7, por Barbara/Suzane

A justificativa da construcéo se resume, novamente, as verificagdes/medigdes.
A ponto de supormos que o dinamismo do Cabri pode estimular as provas

pragmaticas e, talvez, o empirismo ingénuo, de acordo com Balacheff.

32 resposta

Nesta resposta se usou a ferramenta “reta perpendicular’; houve a
preocupacao de marcar o ponto de intersec¢ao das duas retas. Além disso, tragcaram
a circunferéncia com centro nesta intersecgdo X e raio XP. Faltou evidentemente

especificar o simétrico, bem como a descricéo e a prova.
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Figura 4.53 — 32 resposta da Ativ.7, por Barbara/Suzane

42 resposta

A construcao a seguir foi efetuada, como no caso anterior, sem dificuldades.
Orientamos os aprendizes no sentido de tragar os tridangulos e marcar o ponto de
interseccéo dos segmentos AB e PO (o ponto T). Quanto a prova, a dupla n&o
conseguiu identificar nenhum dos casos de congruéncia presentes na figura. Tudo

que produziram foi com relagéo a pontos colineares.

Ponto O &
Simétrico de P
porque sdo
colineares com
T

Figura 4.54 — 42 resposta da Ativ.7, por Barbara/Suzane

4.8 Sumario sobre o Conjunto 1 (Sistema B)

O Conjunto 1 permaneceu com sete questdes. Nao houve modificacbes em
relacdo as atividades aplicadas no Sistema de Aprendizagem A. Foram aplicadas

em trés sessoes.

No grupo de questbes de 1 a 4 pudemos observar mais facilidade das
aprendizes em lidar com as ferramentas do Cabri, notadamente no tocante a seus

aspectos dindmicos. Também preferiram argumentos pragmaticos em detrimento
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(quase sempre) dos argumentos matematicos (envolvendo termos, idéias, nogdes e
conceitos matematicos). Essa preferéncia pode se explicar pelo uso recorrente das
ferramentas de verificacdo do software e pelas dificuldades corriqueiras em

raciocinar e expressar idéias matematicamente.

Na Atividade 5, com a tarefa de se dobrar um segmento de reta, nossa
intencéo tedrica foi de introduzir os estudantes a prova (como aconteceu com as
outras duplas). As produgcbes matematicas deveriam girar em torno ndo apenas da
construcdo, mas também de uma boa articulagdo entre os termos matematicos
necessarios as justificativas. As dificuldades com a linguagem matematica foram
recorrentes, mas ndo em menor grau que com a linguagem natural. A quase

auséncia de justificativas demonstra isso.

Nem todas as ferramentas disponiveis no Cabri foram exploradas e a

ferramenta “circunferéncia” foi usada muito precariamente.

Para a Atividade 6, que tratou de caixas-pretas, procuramos enfatizar a no¢ao
de construcao robusta/mole e as diferengas entre ambas. Constataram-se resultados
semelhantes aqueles obtidos no outro sistema de aprendizagem. Algumas
dificuldades marcantes estdo relacionadas com o uso de certas ferramentas, tais
como “‘compasso” e “circunferéncia’. Esta atividade ndo foi resolvida usando
circunferéncias apenas, simplesmente, talvez, por falta de experiéncia no uso
dessas ferramentas. E interessante notar que sé uma vez foi usada a ferramenta
simetria, ndo a simetria central, mas a simetria axial (no caso da simetria na
circunferéncia). Ao invés de usar a ferramenta “simetria central” para determinar o
ponto simétrico (de um ponto na circunferéncia em relagdo ao centro), as aprendizes

preferiram conduzir uma reta pelo centro, determinando assim um diametro.

A questdo 7, em principio, tinha como objetivo focar nas construgbes com o
compasso apenas (construgbes de Mohr-Mascheroni). Naturalmente, pelas
dificuldades encontradas pela dupla de aprendizes em realizar tais construcdes,
ampliamos as ferramentas do Cabri para, assim, enriquecer a gama de construgdes

possiveis e, evidentemente, com a intencédo de termos mais elementos comparativos
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na analise de uma mesma questéo (diferentes ferramentas para resolver um mesmo

problema).

Ao menos a parte das construgbes nao ofereceu maiores obstaculos a dupla
Barbara/Suzane, diferentemente das outras duplas (que ndo tiveram tempo nem
para realizar as constru¢des), no entanto, em relagdo as provas, o desempenho
desta dupla manteve o foco, no maximo, em argumentos pragmaticos, longe, ainda,

de alcancgar as provas conceituais.

4.9 Conjunto 2

Este conjunto de atividades, como ja sabemos, trata do “jogo” de prova e do
poés-teste. Os detalhes gerais deste conjunto, bem como a descrigdo de todas as
atividades, ja estdo colocados na Sessao 4.5 (p.149), quando foram analisadas as

mesmas atividades das duplas do Sistema do Sistema de Aprendizagem A.

A Unica diferenca significativa em relacdo as outras duplas € que a dupla
Barbara/Suzane teve permissdo para recorrer aos casos de congruéncia de
triangulos, a dois modelos de prova pré-elaborados pelo pesquisador, bem como, se
necessario, consultar os cartdes na hora realizar o pos-teste (que requeria,
sobretudo, os conceitos de congruéncia de tridngulos). Na seqliéncia, iniciaremos a

analise das atividades do “jogo de prova”.

4.9.1 Atividade 1

A atividade pedia para “construir um ponto C na reta AB de modo que B seja
ponto médio de AC”. Primeiramente, orientamos a dupla a trocar idéias sobre a
questdo. Leram atentamente o enunciado e ndo levaram mais que 2min 20s para
nos apresentar o resultado. Uma resposta obtida um tanto rapidamente sem atentar
para alguns fatos essenciais. Por exemplo, ndo foi perceptivel a dupla a palavra
‘portanto”, pois a mesma quase sempre precede uma conclusdo, que no caso desta
atividade indica o ultimo passo da prova. Tendo sido a prova organizada em trés

passos, as aprendizes deram a seguinte resposta: 1-3-2. Trocaram, desta forma, os
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ultimos dois cartdes. Comparemos este resultado com a ordem correta dos cartdes a

sequir.

v 1-0s pontos A, B e C sdo colineares, pois C é ponto da reta AB;
v' 2 — Por construgéo, eu tenho que: AB = BC = raio;
v' 3 — Portanto, B é ponto médio de AC.

Nesta questdo ndo nos referimos de forma explicita aos termos hipétese e
tese. Também, néo interferimos a fim de que isto ficasse claro aos estudantes. A
dupla nao fez referéncia a fatos anteriormente vistos, nem na sala de aula nem nas
sessdes com Cabri. E possivel que ndo tenham observado a construcéo feita e

afirmacao logo abaixo da mesma.

4.9.2 Atividade 2

Comecgamos esclarecendo que esta questdo tinha a ver com congruéncia de
tridangulos e que poderiam usar o material disponivel sobre o referido assunto, ou
seja, os casos de congruéncia, além de dois exemplos de provas matematicas que
ja haviamos preparado para eventuais consultas (o teorema da mediatriz, por
exemplo). O enunciado consistia no seguinte: “Se um tridngulo € isésceles, entdo os

angulos da base sao congruentes”.

Houve bastante discuss&o até chegarem numa conclusao (cerca de 4min30s).
Ainda assim, sao recorrentes os obstaculos que o esquema-hipétese impde. Esta
atividade requer da parte dos aprendizes algo mais que pensar em jogo; esse algo

mais chama-se raciocinio dedutivo.

A pesar da estrutura da demonstragdo ser dada em termos do esquema
hipbtese-tese, ndo se viu nos aprendizes a preocupagao de identificar um ponto por
onde comecgar, mesmo assim, os dois primeiros cartdes foram colocados na ordem
correta. Os dois ultimos foram invertidos (ou seja, colocaram na seguinte ordem: 1-2-

4-3). Vejamos 0s passos corretos da prova:

v" 1 -Temos, no triangulo ABC, AB = AC e queremos provar que B= é;
v' 2 - Eu sei que nos dois tridangulos, AMB e AMC, temos:
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AB =AC, AM=AMe BM=CM
v" 3 - O critério LLL (Lado, Lado, Lado) nos garante que AAMB = AAMC ;
v 4 - O fato de os triangulos AMB e AMC serem congruentes quer dizer que tém a

mesma forma e o mesmo tamanho. Conseqiientemente, B=C

Consideramos que, talvez, confundiram o que era para ser provado: que 0s
triangulos AMB e BMC sé&o congruentes, mas ndo que o angulo B é congruente ao
angulo C. Nao compreenderam, portanto, que o fato dos angulos B e C serem

congruentes se deve a congruéncia dos dois triangulos citados.

Uma prova elaborada em poucos passos, mas que exige um razoavel
raciocinio dedutivo e também um bom nivel de leitura e compreensédo de termos

matematicos.

4.9.3 Atividade 3

O enunciado desta questdao é praticamente igual ao da primeira, com a

diferenca de que a construcao foi realizada com o compasso apenas.

Antes de tudo, uma consideracdo importante sobre o conteudo desta
atividade. No nosso exame de qualificacdo, fomos questionados sobre o fato de se
estar usando medidas para provar proposi¢des, o que néo é aceito do ponto de vista
formal da matematica/geometria. Ocorre que ja tinhamos aplicado esta atividade as
duplas Augusto/Cristina e Bruno/Gisele e ndo dispusemos de mais tempo para
reformular esta atividade, pois teriamos que programar algumas aulas ou episédios
de ensino com a dupla, que por sua vez estava em processo de fechamento das
notas na escola. Nao havia mais tempo. Por isso, o conteudo desta atividade nao foi
modificado. O mesmo se aplica aquele problema da construcdo de trés pontos
colineares. (Nos dois casos foi usada a medida de angulos — de 60° e de 180° —

para provar a colinearidade de pontos).

A atividade foi solucionada quase no mesmo tempo da anterior. Foi possivel
observarmos dificuldades em ordenar as idéias (passos) envolvidas na prova.

Parece-nos que nem tanto os termos matematicos causaram problemas as
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aprendizes, mas sim, a ndo observancia de certas partes escritas que estavam mais
claramente ligadas, principalmente o final de cada cartédo. Nao houve a preocupagéo
em estudar a figura construida a fim de relaciona-la com alguma passagem da prova
e, menos ainda, de procurar termos que sugerissem a idéia de conclusao. Alias, nem
mesmo comentaram o fato que nas passagens, esta explicita a palavra “conclusao”.
Uma outra suposicdo é que nao conseguiram entender bem o enunciado da
questao, ou ndo prestaram atencao o suficiente, mas o certo é que os obstaculos no
que diz respeito a interpretacédo textual tém sido normais a todos o0s nossos

aprendizes.

S6 conseguiram colocar o primeiro cartdo no lugar certo, ou melhor,

ordenaram assim: 1-3-4-2. Ao passo que deveriam ter feito do seguinte modo:

v" 1 - Eu sei que os tridangulos ABC, CBD e DBP sao equilateros (pois foram
construidos com a mesma medida AB). Logo, todos os 3 &ngulos no vértice B
medem 60°, ou seja;

v 2- Z/ABC = ZCBD = ZDBP = 60°;

v" 3 - Logo, somando esses 3 angulos, vem o resultado

ZABC + ZCBD+ /DBP = 60° +60° +60° =180°;

v' 4 - E como AB = BP (= raio), chegamos a conclusdo de que B é ponto médio de AP.

4.9.4 Atividade 4

Esta atividade aborda, essencialmente, congruéncia de triangulos. Além
disso, ha que se levar em conta que a construgéo (do ponto simétrico numa reta) foi
realizada com o compasso apenas. Trata-se de uma prova bastante longa, realizada
em nada menos que 8 passos. A atividade ndo deixa nada explicito com relacdo ao
esquema hipdtese-tese — isso seria tarefa da dupla participante. Resumidamente,

relembramos a seqUéncia correta desta prova:

v" 1 — Podemos desenhar dois triangulos: ABC e ABD;
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v 2 — Por construgao, eu seique AC =AD (L), BC=BD (L)e AB=AB (L). E
posso entao dizer que...

v" 3 — O triangulo ABC é congruente ao triangulo ABD, pelo caso LLL.

v' 4 — Seja M o ponto de intersecgdo dos segmentos CD e AB. Podemos, assim,
desenhar dois triangulos: ACM e ADM,;

v' 5 — Sabemos que AC = AD (raio), CAB = DAB (porque AABC = AABD) e AM =
AM (lado comum);

v' 6 — Entéo, pelo critério LAL, AACM = AADM (o triangulo ACM é congruente ao
triangulo ADM);

v' T — Conseqlentemente (pela congruéncia dos dois triangulos), chegamos a
igualdade CM = DM;

v 8 — Portanto, D é o simétrico de C em relagao a reta AB

A dupla leu atentamente o enunciado da questdo, ap6s 0 que comegaram as

tentativas de organizar os cartdes.

Pbde-se perceber nitidamente as dificuldades no encadeamento légico das
idéias. Tomamos entdo a iniciativa de orientar as aprendizes no sentido de que a
prova se compde-se de duas etapas importantes, ambas envolvendo o conceito de

congruéncia de triangulos. Mesmo assim, os obstaculos ndo se dissiparam.

Para esta dupla, em especial, ndo constatamos um envolvimento voltado ao
melhor entendimento dos conceitos e/ou termos matematicos que fazem parte da
questao, desde o enunciado até o ultimo passo da prova (Pelo menos no tocante a
isto, os demais aprendizes se sobressairam). Nos referimos, aqui, as figuras e aos
termos matematicos, como: raio, lado, lado comum, ponto médio, ponto de
interseccdo etc. E importante salientar que esta dupla poderia rever os casos de
congruéncia, se preciso fosse, uma vez que os mesmos estavam a disposi¢cao. Mas

ndo tomaram isso como uma tarefa necessaria a resolugao da atividade.
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Na tabela logo abaixo, resumimos as respostas desta dupla.

Ativ-1 Ativ-2 Ativ-3 Ativ-4
Dupla
1-2-3 1-2-3-4 1-2-3-4 1-2-3-4-5-6-7-8
Barbara/Suzane 1-3-2 1-2-4-3 1-3-4-2 1-5-3-4-2-6-7-8

Tabela 4.3 — Respostas da dupla Barbara/Suzane, “jogo” de prova.

4.9.5 Po6s-teste (Atividade 5)

Para esta dupla, o pés-teste foi realizado apenas alguns poucos minutos
depois de terminado o ”jogo” de prova. Como aconteceu antes com outras duplas,
explicamos como deveria ser realizada esta atividade; que teriam que contar a
“historinha” da prova; que usariam, para isso, congruéncia de tridngulos e nao
apenas a idéia de sobreposi¢cdo. Reforcamos que poderiam langar mao dos casos
de congruéncia de tridngulos (disponiveis a mesa) e dos cartdes envolvendo provas
semelhantes (os mesmos cartdes que foram usados no “jogo” de prova), a fim de

que usassem essas “dicas” como provaveis suportes de idéias as suas elaboracdes.

Enquanto professor-pesquisador procuramos auxiliar a dupla com relagéo a
identificacdo do caso de congruéncia inerente a figura desenhada e de como a prova
poderia ser iniciada. Também usamos a idéia de sobreposi¢cdo para ilustrar a

congruéncia dos triangulos. Mas as dificuldades persistiram.

O enunciado da questdo é: “Se um tridngulo é isdsceles (tem dois lados
iguais”), entdo os angulos da base sdo congruentes”. Apds muita discusséo e, ao
mesmo tempo, com uma consideravel intervencdo nossa, a dupla escreveu a

seguinte “prova”:
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[ Na 1'.1;_'unl‘ O é o centro da circunferéncia e o trifingulo OAB € isOsceles (que tem dois lados
iguais).

e . S T

OA =

M é ponto médio do lado #

\. = ; (:_ —_’ e —
el e o T

=

Ajude Bolinha e Fininkto a provar que num triingulo isésceles os Angulos da base sio
| congruentes.

Figura 4.55 — Resp. do pos-teste, por Barbara/Suzane

Pela resposta acima, vemos que:

v" Os elementos (lados) foram listados/relacionados corretamente.
v" Usaram o caso de congruéncia (LLL) de forma correta, apesar de nao ter
havido uma justificativa; e

v" Concluiram a congruéncia dos angulos A e B.

Trata-se, evidentemente, de um tipo de prova formal, com uma boa
articulacdo entre encadeamento légico de idéias e uso de termos matematicos
(escrita, notagcdo, simbolos). Percebe-se que ndo houve uma justificativa
contundente do caso LLL. Neste caso, entdo, pode-se afirmar que € uma prova
quase conceitual e, portanto, se aproxima das classificagbes de prova de N.
Balacheff. A despeito de nossa interacao ter sido bastante significativa, o que mudou
sobremaneira a agdo da dupla no ato de provar, temos que levar em consideragao

que o empenho das aprendizes é que fez a diferenga, mais do que a nossa ajuda.
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4.9.6 Uma Breve Comparagao entre os dois Sistemas de Aprendizagem

Pelos dados de que dispomos, e pela analise feita até o0 momento, avaliamos
que os dois sistemas apresentam alguns resultados em comum. Destacamos as
facilidades e preferéncias com o dinamismo do Cabri, as dificuldades com as
construcdes robustas e um certo desconforto com alguns termos matematicos (raio,
didmetro, congruéncia, etc). Ao que parece, para todos os aprendizes, as
dificuldades na linguagem natural (e mais na linguagem matematica) podem ser os
fatores associados com as dificuldades na elaboragdo de provas e mesmo nas
descri¢cdes das construgdes. Uma nogdo que ficou razoavelmente apreendida foi a

nocao de raio e a de colinearidade (momentos de seguranga com essas nogoes).

4.10 Sumario do Capitulo

Neste capitulo, discutimos e analisamos as atividades aplicadas as trés
duplas de aprendizes - Sistema de Aprendizagem A: Augusto/Cristina e
Bruno/Gisele; e Sistema de Aprendizagem B: Barbara/Suzane. Foram aplicados trés
conjuntos de atividades (0, 1 e 2) ao Sistema A e dois conjuntos (1 e 2) ao Sistema
B.

As atividades do Conjunto 0 se focaram mais nas tarefas de construgéo e
descricdo que nas tarefas de justificativas, muito embora em algumas questdes os

aprendizes tenham esbogado tentativas de justificar as construgoes.

No Conjunto 1, o enfoque foram as provas matematicas, ou seja, as
justificativas das constru¢cdes geométricas. Para este conjunto, as atividades de 1 a
4 enfatizaram os aspectos dindmicos do Cabri. A nossa inteng¢ado, neste caso, era
que os aprendizes se valessem desse dinamismo como recurso no processo de
prova e que, além disso, fossem experimentando o uso de linguagem matematica
nas justificativas. Procurou-se, também neste conjunto, abordar uma importante
nocdo em ambientes de Geometria Dindmica, que € a nocédo de construgcéo
robusta/mole, o que foi feito especificamente na Atividade 6 (Caixas-pretas). Por fim,

aspectos mais formais de provas foram levados em conta na Atividade 5 (sobre
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duplicar um segmento de reta) e na Atividade 7, a qual abordou especificamente as

constru¢cdes de Mohr-Mascheroni.

Foi, ainda, durante a aplicacdo do Conjunto 1, que realizamos o chamado
Episdédio de Ensino — na verdade uma aula sobre congruéncia de triangulos e
provas. Foram abordados trés dos quatro casos de congruéncia. O objetivo visado
era dar suporte teo6rico para provar proposi¢cdes envolvendo congruéncia de
triangulos, notadamente o problema da construgdo do ponto simétrico numa reta
(simetria axial), construcdo cumprida com o0 compasso apenas (uma das
construgbes de Mohr-Mascheroni). Avaliamos que o Episédio de Ensino nado trouxe
maiores beneficios a nenhum dos sistemas de aprendizagem envolvidos no
experimento de ensino, na medida em que n&o surtiu muito efeito no momento da
execucdo das provas. Tudo aponta para mais experiéncias com provas ou mesmo

experiéncias extras.

Dados os reais obstaculos enfrentados nos conjuntos de atividades 0 e 1, se
fez necessario uma outra abordagem para a prova em torno do assunto construgbes
geométricas. Assim, essa abordagem consistiu em tratar as construcdes
geométricas e provas fora do ambiente do Cabri (ou melhor, sé lapis e papel), e isso
foi feito nas atividades do Conjunto 2, que se compds pelo “jogo” de prova e pelo

poOs-teste.

No “jogo” de prova, os aprendizes tinham diante de si provas ja prontas,
organizadas em espécies de cartbes. Teriam apenas que ordenar os cartbes
corretamente. Portanto, ndo era necessario que escrevessem a prova. Ja no pos-
teste, era necessario que produzissem uma prova a partir de uma questao
envolvendo um caso de congruéncia de tridngulos. Vale ressaltar que o Sistema A
nao pbéde consultar os cartdes na hora de produzir a prova escrita, ao passo que o
Sistema B teve acesso aos cartdes e a exemplos de provas preparadas pelo
professor-pesquisador. Apesar desse fato, ndo foram observadas diferengas

significativas nos resultados dos dois sistemas (para o Conjunto 2).

Diferencas significativas, no entanto, foram detectadas nos resultados do

Conjunto 1 para os dois sistemas. Em poucas palavras, o maior empenho e
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disposicdo dos aprendizes do Sistema de Aprendizagem A é que determinou os
melhores resultados desses estudantes, com destaque nas produc¢des escritas. Com
relagdo a exploragéo dos recursos dinamicos do software Cabri, os resultados séo

muito parecidos.

Os principais pontos referidos neste capitulo, sobre a analise das atividades
dos estudantes, serdo retomados no Capitulo 5 (Conclusao), o qual apresentara ao
leitor os mais importantes resultados obtidos neste trabalho, bem como tratara de

responder as duas questdes de pesquisa propostas.
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CAPIiTULO 5

CONCLUSAO

5.1 Introducgao

As investigacdes em Educacdo Matematica sobre o tema prova estdo na
ordem do dia, mas também nos revelam que temos muito a pesquisar,
principalmente na Matematica Escolar, ao nivel do ensino basico. E exatamente

nesse rico cenario educacional que se insere nosso trabalho.

De acordo com as consideragbes feitas no Capitulo 2 — Argumentagées,
Provas e Educacdo Matematica —, nosso trabalho consiste em abordar as provas
matematicas produzidas por alunos do ensino basico (72 série do Ensino
Fundamental), em particular, a partir das construgdes geométricas tratadas num
ambiente de Geometria Dinamica — o Cabri-Géométre. Desta forma, o objetivo
principal foi o de investigar as producdes matematicas® dos estudantes. Tais

produgcbes matematicas foram observadas em duas vertentes principais:

v Nas construgdes realizadas com o software Cabri; e
v" Nas produgdes escritas, ou seja, com base nas descrigdes/justificativas

dessas construgoes.

O uso do Cabri como recurso no processo de prova (justificativas das
construcdes realizadas) foi tido por ndés como o “motor inicial” das provas
matematicas propriamente ditas, ou melhor, esta pesquisa pretendeu n&do apenas
explorar o dinamismo do software, mas, sim, introduzir os estudantes aos complexos
processos de prova em geometria a partir de atividades que pudessem ser
solucionadas de diferentes formas (variar as ferramentas na resolugédo de um

mesmo problema).

°% Lembramos que produgbes matematicas dos estudantes dizem respeito, ndo apenas as descri¢cdes
e justificativas (das construgdes), mas também, as suas construgdes realizadas.
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5.2 As Questoes de Pesquisa - Comentarios Gerais

As duas perguntas de pesquisa que nos propomos a responder neste trabalho
giram em torno do menu de ferramentas do Cabri e da maneira como os aprendizes

fazem uso dessas ferramentas. Eis as questdes:

v 1. Em que medida as ferramentas do Cabri, disponiveis para a
resolucdo de problemas, influenciam as provas produzidas pelos
alunos?

v' 2. Qual o impacto da mudanga nas ferramentas na compreensdo das

provas pelos alunos?

Quanto a primeira pergunta, existe um fator fundamental a ser considerado: é
muito dificil nos livrarmos da reta nas construgbes geométricas ou no Desenho
Geométrico. Ela é, além de necessaria, essencial a compreensao do desenho ou
figura em estudo. Facilita a descoberta da heuristica de uma figura. Em particular,
no caso do Cabri, quando o uso da reta é sempre permitido, amplia-se sobremaneira
a gama de construgcbes possiveis e, se somarmos a isto o dinamismo deste

software, as constru¢des ficam realmente mais ricas.

Mas a pergunta 2 nos remete a uma consideragcdo de outro tipo. Uma
consideracdo, a nosso ver, de ordem tedrica. Primeiro, porque mudanga nas
ferramentas pode significar, por exemplo, restringir o uso de algumas delas, como a
reta. Este é o ponto central desta pergunta. Segundo, porque eventuais restricdes no
menu do Cabri tendem a dificultar ainda mais certos tipos de constru¢do, a exemplo

da obtencgao do ponto médio de um segmento de reta com o compasso apenas.

Esclaregamos melhor o sentido da pergunta 2. Existem varias maneiras de se
restringir o menu do Cabri, mas no caso da nossa pesquisa a restricdo € s6 uma: A
reta nao pode ser tragada, de modo que as constru¢gées geométricas devem
ser cumpridas com o compasso apenas — € quando dizemos compasso, nos
referimos a ferramenta “compasso” ou a ferramenta “circunferéncia”, ou ambas).

Tradicionalmente, as constru¢des geométricas tém sido realizadas com a régua e o
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compasso, como se fossem componentes de um jogo. Portanto, no nosso jogo, por
vezes, faltard uma peca importante: a reta (ou a régua, se pensarmos no ambiente

do lapis e papel).

Cabe mais uma consideragéo sobre esta segunda pergunta. A idéia de proibir
o tracado da reta nas construgdes geométricas surgiu a partir do contato que
tivemos com a ja mencionada Geometria do Compasso (ou de Mohr-
Mascheroni)®®, que foi a principal fonte de inspiracdo para o nosso trabalho. Nesse
sentido, a mudanca nas ferramentas a que refere a pergunta 2 trata exatamente de
dispensar a reta®’, de modo que somente circunferéncias sdo permitidas nas

construgdes.

Outra questao importante que envolve a mudanca de ferramentas diz respeito
a colinearidade. Quando a reta esta tragada, os aprendizes se convencem muito
mais facilmente da colinearidade; quando ndo esta, ou seja, quando a condi¢céo
‘sem reta” é imposta nas construgbes, a nogdo de colinearidade como uma

propriedade é quase sempre (ou sempre) ndo percebida pelos aprendizes.

A fim de alcangar o objetivo proposto — o de investigar as questbes 1 e 2 —,
retomaremos os dois tdpicos seguintes, referentes ao embasamento teorico-

metodologico:

1. Metodologia. Foi escolhida para este trabalho a metodologia baseada nos
procedimentos sobre experimentos de ensino, explicitados por Kelly & Lesh (2000),
que tém por objetivo a criagdo de uma verséo, em escala reduzida, de uma ecologia
de aprendizagem, de forma que a mesma possa ser estudada em profundidade e
detalhe. Esta metodologia pode ser considerada como um tipo mais singular da
metodologia baseada em design (design experiments), que por sua vez constitui um

paradigma de pesquisa mais abrangente, notadamente em cenarios educacionais.

% Assunto discutido no Capitulo 1, mais em detalhes.
5 Dispensar no sentido de que a reta ndo pode (de fato) ser tragada, mas, evidentemente, a reta
continua existindo como sendo determinada por dois de seus pontos.
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A parte empirica de um experimento de ensino, o estudo em si, divide-se em
duas fases (inter-relacionadas): a fase de desenvolvimento e fase de
experimentacdo. Na fase de desenvolvimento, foram especificados os sujeitos de
pesquisa e elaboradas as atividades, que foram de dois tipos: computacionais (com
o uso do Cabri) e ndo-computacionais (sem o Cabri), envolvendo o ambiente do
lapis e papel (“jogo” de prova e pés-teste). Resumindo, foram elaborados trés
conjuntos de atividades para o Sistema de Aprendizagem A (Augusto/Cristina e
Bruno/Gisele) e dois conjuntos para o Sistema de Aprendizagem B (somente a dupla
Barbara/Suzane). Ja a fase de experimentacdo se deu, em primeiro lugar, com as
sessdes de familiarizagdo com o software Cabri para todos os estudantes e, em
segundo lugar, com a aplicagdo das atividades as 3 duplas participantes do

experimento.

O conjunto de atividades denominado Conjunto 0 teve como objetivo
introduzir os estudantes ao Cabri no tocante a conceitos elementares de geometria.
Teve como enfoque mais as construgdes que as descri¢gdes/justificativas. O
Conjunto 1, ao contrario, se focou mais nas provas matematicas (justificativas das
construgdes). Por ultimo, o Conjunto 2 abordou praticamente os mesmos temas
tratados nos dois primeiros, mas, desta vez, tudo foi feito no ambiente do lapis e
papel — nada de Cabri. Teve como objetivo o tratamento das provas matematicas de
um ponto de vista mais formal, em comparagao com o tratamento dado quando das

atividades desenvolvidas no contexto do Cabri-Géometre.

E importante ressaltar que nenhum dos estudantes conhecia o software
Cabri-Géomeétre até o inicio do experimento de ensino e tinham poucos
conhecimentos de Geometria Euclidiana elementar, a menos daqueles conceitos
mais corriqueiros, abordados de forma esparsa nas aulas de Matematica, como as
nocdes de ponto e de reta, de angulo, quadrado (talvez o retangulo) e tridangulo, mas
ndo as propriedades geométricas inerentes a algumas desta figuras. Podemos citar
a soma das medidas dos angulos internos de um triangulo e ponto meédio.
Enfatizamos que todos esses assuntos, inclusive os casos de congruéncia de
triangulos, tiveram que ser ensinados na sala de aula de Matematica, a média de
uma aula de Geometria por semana, de acordo com plano de aulas (para a 72

Série).
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Finalmente, esclarecemos que esta fase de experimentagao se deu de forma
separada para os dois sistemas de aprendizagem, ou melhor, primeiro o Sistema de
Aprendizagem A cumpriu as sessdes de familiarizacdo com o Cabri e, na seqiéncia,
os trés conjuntos de atividades (conjuntos 0, 1 e 2). Somente depois de terminada
essa etapa, comegamos a experimentagcao com o Sistema de Aprendizagem B, que
cumpriu familiarizagdo com Cabri e os conjuntos 1 e 2 (Nao foi aplicado o Conjunto
0).

2. Base Tedrica. Buscamos apoio tedrico no trabalho de Mariotti (2001), que
fundamenta nosso trabalho no que concerne ao campo de experiéncia (das
construgbes geométricas) e criagdo das atividades, ou seja, Mariotti enfoca, em sua
pesquisa, as provas e constru¢cées geométricas com Cabri, sendo que um dos
principais alvos era a investigagdo de uma abordagem para o ensino centrada no
uso do micromundo Cabri-Géometre e tendo como intengdo o desenvolvimento do
pensamento tedrico em geometria. Um outro objetivo foi o de clarear o papel do

ambiente do Cabri nos processos de ensino-aprendizagem.

Em relagcdo a nossa pesquisa, a escolha do Cabri se deu, ndo somente por
sua flexibilidade ou pelo fato de 0 mesmo ser um bom suporte didatico para ensinar
geometria elementar, mas sim, porque ele pode ser encarado como um elemento
mediador da idéia de prova matematica. Acreditamos que este enfoque pode
contribuir para desenvolver o pensamento teérico em geometria, com destaque para
os processos de indugcdo e dedugado. A nossa intengdo, quando da aplicagdo das
atividades, foi que este pensamento tedrico ao qual nos referimos pudesse ser
incorporado no momento das tarefas de construcdo e validagdo, ou seja, que
ocorresse a ligacao entre uma construgdo e o teorema matematico que a valida. Foi
justamente esta ligagdo que foi mais dificil para os nossos aprendizes. E entéo,
dados esses obstaculos absolutamente normais, se faz necessario “aproximar a
teoria com a pratica”, com possiveis movimentos do empirico ao conceitual,
envolvendo, respectivamente, desde nogbes simples de geometria (tratadas, por
exemplo, com o dinamismo do Cabri) até aquelas mais complexas, que possam
introduzir os aprendizes a prova. Conjecturamos, assim, que atividades privilegiando

o modo dragging (arrastar) podem favorecer este movimento, bem como a validag&o
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de uma construgcado podera surgir da observagao dos diversos casos particulares

decorrentes deste recurso.

As ferramentas tedricas utilizadas para a analise das atividades dos
estudantes se fundamentam nos trabalhos de Balacheff, que explicita a
categorizagdo de provas e os processos de validagdo. Segundo este autor, as
provas se dividem em duas categorias: as pragmaticas — que utilizam recursos de
acao e sao sub-categorizadas em empirismo ingénuo, experimento crucial e
exemplo genérico — e as conceituais, que envolvem formulagdes de propriedades
em questdo, assim como as relagbes que se estabelecem entre estas propriedades,
subdividindo-se em experimento de pensamento e calculo mental ou calculo de
afirmagdes. Nas do primeiro tipo, temos um carater ou raciocinio

preponderantemente indutivo e nas do segundo, predomina o raciocinio dedutivo.

Na presente pesquisa, a categoria de prova denominada de pragmatica esta
claramente contemplada nas atividades que enfocam os aspectos dindmicos do
Cabri (medicéao, verificacdo de propriedades, etc) e também, naquelas relacionadas
com os casos de congruéncia de triangulos, em que se usa a idéia de sobreposicao
(caso da atividade 7 do Conjunto 1, e atividade 4 (“‘jogo” de prova) e pés-teste, do
Conjunto 2). Ja o tipo de prova classificado como conceitual cobre todas as
atividades, desde o Conjunto 0 ao Conjunto 2, que envolvem descricdo e

justificativas das construgbes geométricas.

5.3 Principais resultados

As producdes matematicas dos aprendizes foram analisadas levando-se em
conta trés aspectos importantes: (a) se usaram linguagem matematica na
descricaoljustificativa de cada construgao, (b) se fizeram referéncia a propriedades
matematicas vistas anteriormente, e (¢) se exploram os recursos dindmicos do Cabri
para validar as construgdes. A partir destes elementos, pretendemos responder as
duas questbes de pesquisa que retomamos mais adiante. O referencial tedrico
considerado acima é que nos guiara nas devidas respostas. De um lado, o campo

tedrico em que se inserem as constru¢cdes geométricas, na perspectiva de Mariotti,
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e, de outro lado, a teoria de Balacheff, a qual nos ensina sobre a natureza dos
argumentos matematicos utilizados nas respostas dos aprendizes, argumentos estes
que podem originar duas categorias de provas: as de carater empirico ou
pragmaticas e as de carater tedrico ou conceitual, como ja foi discutido no tépico

anterior.

Enfatizemos, de inicio, que o alvo mais especifico de nossa pesquisa é a
elaboragdo de provas matematicas no contexto das construgbes geométricas (num
primeiro momento, com o Cabri, e num segundo momento, sem o Cabri). Pensando,
entretanto, no Conjunto 0 como um bloco de atividades preparatérias, que
servissem de iniciagdo a tematica das constru¢des geométricas no Cabri, acabamos
por tomar a decisdo de enfocar apenas as tarefas de construgdo e descricdo. Por
outro lado, sendo tais tarefas desenvolvidas no ambiente do Cabri-Géométre, fomos
levados naturalmente a interagir com os aprendizes no sentido de que explorassem
0s aspectos dinamicos deste software, com vistas, obviamente, a que se iniciassem

na producéo de provas (no contexto do empirismo do cabri).

Podemos, em linhas gerais, afirmar que o foco dos aprendizes ficou mais na
construcdo, sendo que as descrigdes sdo muito carentes de detalhes, tanto em
termos de linguagem matematica (pouco uso de termos matematicos adequados)
como na prépria lingua materna. A idade escolar em que se encontram os
aprendizes, bem como a falta de experiéncia com este tipo de atividade, talvez

sejam os fatores associados com essas dificuldades.

Algumas dificuldades observadas s&o particularmente interessantes.
Podemos destacar duas delas: as de nivel tedrico-matematico e as aquelas
relacionadas com o manuseio técnico do software. Em primeiro lugar, foram
recorrentes nas producdes escritas dos aprendizes muitas dificuldades em se
expressar matematicamente, por exemplo, com a nog&o de raio e de colinearidade.
S6 a medida que as atividades foram se desenvolvendo € que certos termos
matematicos iam aflorando nas falas dos aprendizes, mas as dificuldades na escrita

nao se resolveram por completo, ndo se dissiparam.
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Em segundo lugar, pudemos notar dificuldades no manuseio técnico do
software, que, no nosso entendimento, implicaram em problemas na execucgao de
construcdes robustas. As atividades que trataram, por exemplo, da construgdo do
didmetro de uma circunferéncia, ofereceram varias dificuldades aos aprendizes, sem
excecdo. Outro fato digno de nota € que houve uma maior preferéncia pelos
comandos de construcdo, em detrimento, quase sempre, dos comandos de
criacdo”®, ou seja, ficou nitida, em muitas atividades, a preferéncia por processos

mais automaticos para executar as construcoes.

Com relagédo ao conjunto de atividades denominado de Conjunto 1, o bloco
de questdes de 1 a 4, para os dois sistemas de aprendizagem, A e B, apresenta
resultados muitos parecidos, sendo coincidentes, em alguns casos. Tal bloco de
questdes teve como foco o dinamismo do Cabri. Um resultado interessante diz
respeito as producgdes escritas dos aprendizes, nas quais percebemos uma mescla
de linguagem natural e linguagem matematica e, além do mais, dentro desta
linguagem mista, foi preponderante o uso de termos matematicos acessiveis, ou

melhor, daqueles que mais se aproximam do uso diario.

O resultado mais importante deste grupo de questbes (de 1 a 4) esta
relacionado com a natureza das “provas”’ produzidas pelos aprendizes. Nos
referimos, neste caso, ao fato de que as dificuldades nas provas escritas foram
compensadas, em grande medida, pelas “provas” empiricas que o Cabri pdde
oferecer. Dito de outra maneira, com a auséncia de justificativas tedricas mais

convincentes, o Cabri era solicitado a “provar”, a validar as construcoes.

A Atividade 5 — sobre dobrar um segmento de reta —, teve como objetivo
principal introduzir os estudantes a prova. Algum tipo de justificativa deveria ser
sempre fornecida pelos aprendizes, quer fossem argumentos empiricos, baseados

no dinamismo do Cabri, quer fossem argumentos teéricos ou conceituais, com base

% Os comandos de construgdo tendem a tornar mais automaticas as construcdes, e s6 pode ser
construido um novo objeto a partir de um outro ja existente. Exemplo: Vocé pode construir uma reta
perpendicular a uma reta dada, com a ferramenta “perpendicular’, ou querer determinar o ponto
médio de um segmento de reta, com a ferramenta “ponto médio”. J& os comandos de criagdo — ponto,
reta, circunferéncia, etc — exigem algum movimento do mouse, tipo clicar, mover, arrastar e soltar.
Portanto, é a posicao do cursor em certos eventos (pressionar o botdo do "mouse", soltar o botdo do
"mouse", ...) que determinara as caracteristicas destes objetos.
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em fatos matematicos propriamente ditos. Um resultado que ja tinhamos previsto (de
acordo com os dados das atividades anteriores), esta relacionado com o uso de
"justificativas” com base nos recursos dinamicos do Cabri, alids, um fato recorrente a

todos os aprendizes.

O uso de diferentes ferramentas para a resolucao de um mesmo problema
trouxe algumas dificuldades, principalmente no tocante as justificativas. Os recursos
dindmicos do Cabri, aliados a utilizagdo da ferramenta “simetria central” e mesmo o
uso constante da reta nas construcdes, propiciaram boas “provas” para esta questao
(provas pragmaticas). No entanto, quando o menu do Cabri foi restrito ao uso do
compasso apenas, as dificuldades dos aprendizes aumentaram significativamente,
pois, no geral, faltou mencionar propriedades matematicas imprescindiveis para a
elaboragao das provas. Salientamos também uma séria dificuldade que se revelou
quando os aprendizes se deparavam com uma figura formada por varios objetos
bem préximos uns dos outros (0 que, a nosso ver, interferiu nas produgdes escritas).
Citamos, por exemplo, este mesmo problema de dobrar um segmento de reta com o

compasso somente, em que aparecem varias circunferéncias ao mesmo tempo.

Foi marcante também o tracado de retas (pontilhadas ou nao), apesar de seu
uso ndo ser permitido em algumas atividades. E bem evidente que a reta deixa mais
a vontade os aprendizes, tornando as construgdes mais faceis de entender. Sem a
reta, em geral foi muito trabalhoso para eles perceberem certas propriedades
matematicas nas figuras e, ao mesmo tempo, na sua falta (da reta) percebemos
como a nogédo de colinearidade como uma propriedade matematica passa

despercebida pelos estudantes.

As atividades sobre caixas-pretas revelaram um mesmo problema a todos os
aprendizes: a dificuldade nas construgdes robustas. Esta atividade, muito embora
ndo tivesse enfoque nas provas matematicas (procurava enfatizar as constru¢des
robustas), nos faz refletir sobre a seguinte questdo. O Cabri se apresenta como algo
novo aos estudantes participantes, ndo s6 no sentido tecnoldégico ou didatico-
pedagogico, mas também, no sentido de que certos conceitos de geometria
elementar tiveram uma abordagem distinta daquela costumeiramente vista no

ambiente do lapis e papel. De maneira que algumas dificuldades envolvendo, por
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exemplo, a constru¢cado do didmetro de uma circunferéncia, revelam que o elemento
novo &, na verdade, o conceito de constru¢ao robusta. A geometria no ambiente do
lapis e papel chegou mesmo, por vezes, a interferir na apreensdo do conceito de
construcao robusta no ambiente do Cabri e de sua Geometria Dinamica. Mas em
parte, os percalgcos na execugdo de construcdes robustas se devem a muitas

dificuldades no manuseio técnico deste software.

O alvo principal do Episédio de Ensino, cujo tema central foram as
congruéncias de triangulos, foi “preparar” os aprendizes para as provas de Mohr-
Mascheroni, decorrentes das construgbes realizadas con el compas solamente.
Temos a avaliagcdo de que este Episodio de Ensino, do modo como foi conduzido
(aula explicativa com recurso a materiais manipulativos) foi pouco eficiente, pois
seus efeitos quase que n&o se fizeram presentes nas producdes escritas dos
aprendizes. Nem as idéias de sobreposi¢cdo chegaram a ser utilizadas para justificar
as construcdes de Mohr-Mascheroni. E bem verdade que este tipo de prova, pelo
fato de envolver congruéncia de tridngulos, requer um tipo de raciocinio puramente
tedrico, raciocinio, por sua vez, que nao esperavamos que emergisse dos
estudantes. Esperavamos, sim, uma certa dose de referéncia, pelo menos ao

empirismo ingénuo descrito por Balacheff.

Até mesmo as constru¢cdes de Mascheroni foram de dificil compreenséo para
os estudantes, certamente porque a auséncia da reta dificulta bastante e até chega

a inviabilizar, de fato, algumas construgdes.

Alguns resultados gerais e importantes podem ser destacados para os
sistemas de aprendizagem A e B. Primeiro,fica constatada, nesta pesquisa, a
preferéncia pelas provas pragmaticas (principalmente baseadas no dinamismo do
Cabri); segundo, percebeu-se uma certa evolugdo no uso de termos matematicos,
muito embora, muito poucas vezes as justificativas apresentaram argumentos
proximos do nivel conceitual; e, terceiro, foram recorrentes as dificuldades com as
construgdes robustas. Um dos conceitos matematicos que talvez tenha sido melhor
apreendido pelos estudantes foi o de raio, em grande parte porque sempre apareceu
em quase todas as atividades (e, portanto, provavelmente, esse fato propiciou

muitas experiéncias aos aprendizes).
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Passamos, agora, aos principais resultados das atividades do Conjunto 2,
sobre o0 “jogo” prova e o0 poés-teste, de acordo com a analise feita no Capitulo 4.
Enfatizamos que esta fase do experimento de ensino se deu totalmente fora do

ambiente computacional do Cabri-Géometre.

O tipo de raciocino que se emprega em demonstracdes matematicas exige
muito mais tempo para ser consolidado de alguma forma. N&o se trata somente de
entender como se faz uma determinada prova matematica, mas de entender as
varias facetas que uma prova pode ter, bem como o seu funcionamento. As

atividades do Conjunto 2 suscitam tais preocupacoes.

Uma das preocupacgdes nossas ao elaborar os cartdes do “jogo” de prova (e o
pbs-teste) levou em conta as dificuldades, explicitadas acima, quando da elaboracéo
das provas ou justificativas. E para tanto, procuramos, nos enunciados ou nos
passos de cada prova, realgar o uso de expressdes mais corriqueiras, que
pudessem despertar nos aprendizes a busca pelo encadeamento l6gico contido em
uma demonstragéo. Por exemplo, foi recorrente nos cartées o uso de palavras como
‘portanto”, “conclusao”, “assim”, etc. Paralelamente, tentamos dosar o que estamos
a chamar, neste trabalho, de esquema-hipotese, para enfatizar este que € um dos
aspectos cruciais das demonstracdes e, principalmente, para levar os aprendizes a
pensar matematicamente em como “caminhar” do ponto inicial (hipotese), valendo-

se de fatos conhecidos (argumentos), até alcangar a conclusao (a tese).

Nas atividades do “jogo” prova, a despeito de cada prova ja se encontrar
escrita, os principais obstaculos dos aprendizes dizem respeito ao raciocinio légico
empregado nas provas. Na maioria das atividades os aprendizes ordenaram o0s
cartdes incorretamente. Houve apenas um acerto, sendo que na maioria dos casos,
acertaram o primeiro e Ultimo cartées®™. Se é verdade que os aprendizes tém
grandes dificuldades ou nao conseguem elaborar provas com o rigor exigido pela

matematica, como ja pudemos constatar nesta pesquisa, também nao é menos

% Em todas atividades as duplas Augusto/Cristina e Bruno/Gisele acertaram o 1° e ultimo cartdes,
pelo menos, ao passo que a dupla Barbara/Suzane sé conseguiu esse feito numa atividade.
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verdade que, se forem ajudados do modo como foram neste jogo de prova, suas

dificuldades poderiam gradualmente diminuir.

Podemos afirmar que o “jogo” de prova com cartées, em certa medida, ajudou
os estudantes a entender umas poucas idéias gerais sobre uma prova matematica,
mas 0 mesmo nao se pode dizer da compreensdo de cada prova, notadamente
aquelas envolvendo congruéncia de triangulos, pois houve bastante confusdo no
encadeamento logico, talvez em fungdo da existéncia de termos matematicos ainda

nao familiares aos aprendizes.

5.4 Respondendo as Questdes de Pesquisa

Neste tdpico, voltamos as duas questdes de pesquisa que foram investigadas

no presente trabalho.

v" 1. Em que medida as ferramentas do Cabri, disponiveis para a resolucao de

problemas, influenciam as provas produzidas pelos alunos?

Nas atividades desenvolvidas com o Cabri, os aprendizes exploraram
praticamente todo o seu menu de ferramentas. Nossa intencdo foi chamar a
atencdo dos aprendizes para que explorassem diferentes propriedades ao resolver
um problema (fazer uma verificagdo, executar uma construgédo, por exemplo), bem
como para a necessidade de utilizar diferentes argumentos em suas justificativas.
Por outras palavras, pretendiamos que as ferramentas disponiveis pudessem
influenciar os aprendizes na producdo de provas conceituais € ndo apenas que
ficassem no campo empirico, como ocorreu mais freqientemente. Entretanto, como
alcangaram muito pouco o campo tedrico, é bem verdade que a influéncia se deu,

com destaque, nos tipos de construgdo, mas néo na producao de provas.

Talvez o proprio dinamismo do Cabri seja bastante sugestivo, a ponto de
fazer com que os aprendizes apreciem mais as provas empiricas que as conceituais,
mas o fato é que a falta de experiéncia com as atividades propostas (no Cabri) e,

principalmente, com provas matematicas, também devem ter um papel central nas
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dificuldades em elaborar provas. Em muitas atividades os aprendizes nao iam além
dos recursos de medicao (de segmentos, de angulos) e animagao, ou melhor, ndo
passavam do pragmatismo, ndo vendo, portanto, necessidade de escrever a

justificativa por escrito.

v' 2. Qual o impacto da mudanga nas ferramentas na compreensio das provas

pelos alunos?

Como ja se discutiu anteriormente, a Unica mudanga proposta a que se refere
esta pergunta é que, nas constru¢cdes geométricas sO6 deveriam ser usadas
circunferéncias e nenhuma reta poderia ser tragada (construida). Trata-se,

claramente, de uma mudanca radical.

Em primeiro lugar, o fato de a reta ndo estar presente trouxe impacto
consideravel as tarefas de construgdo e, em segundo, a auséncia da reta causou
ainda mais obstaculos na compreensdo das figuras (foi dificil aos aprendizes

identificarem, por exemplo, angulos, segmentos e tridngulos nas figuras sem a reta).

Mas entdo, qual o impacto dessa mudanga na compreensao das provas? Ao
que tudo indica, ndo € o uso de uma ou outra ferramenta que poderia influenciar a
compreensao das provas pelos estudantes, e sim, um pouco mais de experiéncia em
provas. Avaliamos, desta maneira, que o curto tempo dedicado ao tema prova, as

atividades enfim, nao foi suficiente para responder satisfatoriamente esta questao.

Nas construgbes com 0 compasso apenas quase sempre se quebrava a regra
“ndo trace retas”. Mas, foi justamente essa quebra de regra que propiciou alguns
momentos de seguranga com as propriedades geométricas envolvidas, destacando-

se a noc¢ao de colinearidade.
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5.5 Sugestoes e Implicagées para Estudos Futuros

Quando o assunto é prova, ndo € nenhuma novidade que, sendo um aluno do
nivel basico ou mesmo da graduacao, as dificuldades s&o persistentes. A nossa
experiéncia como professor do nivel basico mostra que, com temas como este, se
faz necessario sempre dedicar mais tempo as atividades planejadas para este fim,
muito embora existam outras variaveis, tais como o conteudo abordado (que pode
ser mais ou menos acessivel) e o tipo das atividades. E no caso dessas atividades
serem desenvolvidas no ambiente do Cabri-Géométre, além de tempo, é necessario

algumas experiéncias extras com provas.

O problema dos experimentos de ensino de curta duragéo, como foi 0 nosso,
€ que ficam lacunas, ou no desenho das atividades ou nos resultados obtidos pelos
aprendizes, de modo que, mesmo a pesquisa estando embasada teoricamente, nao
se consegue investigar o problema de pesquisa profundamente. Portanto, a nosso
ver, futuras pesquisas abordando o tema prova, construgbes geométricas e Cabri
deverdao ser conduzidas na base de experimentos de ensino de longa duracao,
talvez, até mesmo, nos termos descritos por Mariotti, com estrita colaboragao entre
pesquisadores e professores. Além disso, também seria interessante pesquisar um
grupo de alunos que ja tenha tido alguma experiéncia com provas e confrontar os

resultados com outro grupo que nao teve esse tipo de experiéncia.

E também, além das atividades envolvendo provas no contexto do Cabri,
deixamos a sugestdo de se trabalhar atividades semelhantes no ambiente do lapis e
papel. Na presente pesquisa, as tarefas do “jogo” de prova e do poés-teste nos
revelaram que as dificuldades dos aprendizes ndo s&o muito diferentes, se

comparadas com as atividades no Cabri.

Seria apropriado, no nosso entender, que atividades envolvendo as
construgbes de Mohr-Mascheroni fossem tratadas num nivel escolar mais avangado
do que o do nosso estudo — por exemplo, poderia ser para uma terceira série do

Ensino Médio ou para um primeiro ano de graduagéo.
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ANEXOS

ANEXO 1: Atividades do Conjunto 0

ANEXO 2: Possibilidades de resolugéo das atividades do Conjunto 0 (nossa
resolucéo)

ANEXO 3: Resposta das atividades do Conjunto 0, pelo aprendiz Bruno
ANEXO 4: Resposta das atividades do Conjunto 0, pela dupla Augusto/Cristina
ANEXO 5: Conjunto 1 — Atividades Previstas para a primeira Sessao

ANEXO 6: Respostas das atividades realizadas do Conjunto 1 — Primeira Sessao,
pela dupla Augusto/Cristina

ANEXO 7: Respostas das atividades realizadas do Conjunto 1 — Primeira Sessao,
pela dupla Bruno/Gisele

ANEXO 8: Conjunto 1 — Atividades Previstas para a segunda Sesséo

ANEXO 9: Respostas das atividades realizadas do Conjunto 1 — Segunda Sessao,
pela dupla Augusto/Cristina

ANEXO 10: Respostas das atividades realizadas do Conjunto 1 — Segunda Sessao,
pela dupla Bruno/Gisele

ANEXO 11: Conjunto 2 - Respostas das atividades do “jogo” de prova e do pos-
teste, pela dupla Augusto/Cristina

ANEXO 12: Conjunto 2 - Respostas das atividades do “jogo” de prova e do pos-
teste, pela dupla Bruno/Gisele

ANEXO 13: Respostas das atividades realizadas do Conjunto 1 — pela dupla
Barbara/Suzane (apenas uma sessao)

ANEXO 14: Conjunto 2 - Respostas das atividades do “jogo” de prova e do pos-

teste, pela dupla Barbara/Suzane
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PRIMEIRA PARTE: SISTEMA DE APRENDIZAGEM A — DUPLAS:
AUGUSTO/CRISTINA & BRUNO/GISELE

ANEXO 1

Atividades do Conjunto 0

1) Construa um segmento de reta AB. Trace a mediatriz deste segmento. Como se
chama o ponto de intersecgéo da reta mediatriz com o segmento?

2) Construir uma circunferéncia e um diametro.

3) Marque dois pontos A e B e construa o simétrico de A com relagéo a B.

4) Desenhe uma reta r e um ponto P fora dela. Construa o simétrico de P com
relacéo aretar.

5) Dividir uma circunferéncia

[a] em duas partes iguais;

[b] em seis partes iguais

[c] em trés partes iguais

6) Construa um angulo de 180°.

7) Construa 3 pontos colineares (que estdo na mesma reta). Faca a verificagao!
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ANEXO 2

Possibilidades de resolucéo das atividades do Conjunto 0 (nossa resolugao)

Atividade 1: Construa um segmento de reta AB. Trace a mediatriz deste segmento.

Como se chama o ponto de interseccao da reta mediatriz com o segmento?

Possibilidades de resolugao.
12) Usando a ferramenta "mediatriz”’, conforme mostrado na figura abaixo, a reta

mediatriz € facilmente tracada. Para isso,

% Arquiva Editar Opcfes  Janela  Ajuda

m L3S 5 o R EN ) S R S

Heta Perpendicular
Reta Paralela
Ponto Médio

| Mediatriz
Bissetriz

A B Soma de Vetores

Compasso
Transferéncia de Medidas

Lugar Geométrico |

Redefinir Objeto |

Figura a.1 — Construgao da mediatriz (1)

2?) Determinamos o ponto médio (M) do segmento de reta AB e, em seguida,
tracamos uma reta perpendicular ao segmento passando pelo ponto M. Essa

perpendicular sera a mediatriz do segmento de reta AB.
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@ arquivo Editar  Opcfes  Janela Ajuda
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Reta Perpendicular
Reta Paralela

| Ponto Médio
Mediatriz
Bissetriz

Soma de Yetores

Compasso
Transferéncia de Medidas

Lugar Geométrico |

Redefinir Objeto |

Passo 1

Heta Perpendicular
Reta Paralela

Ponto Médio

Mediatriz

Bissetriz

Soma de Yetores

Compasso

Transferéncia de Medidas

Lugar Geométrico |

Redefinir Objeto |

Passo 2

Figura a.2 — Construgcdo da mediatriz (2)

3%) Podemos usar a ferramenta “circunferéncia”. Neste caso, tragamos duas

circunferéncias: Uma de centro A, passando por B; e outra de centro B, passando

por A (portanto com o mesmo raio AB). Depois disso, tragcamos a reta m que passa

pelos pontos C e D, intersec¢des da duas circunferéncias. Essa reta m sera a

mediatriz do segmento de reta AB.
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Figura a.3 — Construgcéo da mediatriz (3)

42) O mesmo resultado se obtém usando a ferramenta “compasso”, bastando tomar

o raio maior que metade do segmento.
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Prova: Seja P um ponto da mediatriz. Precisamos provar que P é equidistante de A e

de B. Temos:
v AM
v Z/BMP = ZAMP (A) - angulo reto, 90 graus
v PM PM (L) - lado comum

Entao, pelo caso LAL, os triangulos AMP e BMP s&o congruentes.

MB (L) — pois M é ponto médio do segmento AB;

Consequentemente, PA = PB.

Atividade 2: Construir uma circunferéncia e um didmetro.

Possibilidades de resolugao:

12) Tragcamos uma circunferéncia com qualquer raio; em seguida, construimos uma
reta passando pelo centro desta circunferéncia. O didmetro fica determinado pelos

dois pontos de intersecgéo da reta com a circunferéncia.

Figura a.4 — Construgado de uma circunferéncia e um didametro.

Prova: Por construgéo, os pontos A, O e B s&o colineares. E como AO = OB =,
temos AB = AO+OB =r +r = 2r, ou seja, AB & um diametro.

23) Criamos uma circunferéncia qualquer (C1) e nesta marcamos um ponto P
(arbitrario). A partir do ponto P:

a) tracamos a circunferéncia C, de centro P e raio OP =r;

b) Tomamos o ponto R = CinCy;

c) Tragamos a circunferéncia C; de centro R e raior;

d) Tomamos ponto S = C1nCs;

e) Tracamos a circunferéncia C4 de centro S e raio r, a qual encontra C; em Q.
O segmento PQ assim obtido é didametro da circunferéncia dada.
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Figura a.5 — Construcdo de uma circunferéncia e um didmetro (2)

Prova: Os pontos P, O e Q sao colineares pois, por constru¢édo: m(<x POR)
=m(«£ ROS) = m(«£ SOQ) = 60° e, portanto, a soma desses trés angulos é 180°.
Além disso, também por construgcédo, QO =OP =r e pelo fato de Q, O e P serem

colineares, tem-se: PQ = Q0O + OP =r + r = 2r, logo PQ é um diametro.

Atividade 3: Marque dois pontos A e B e construa o simétrico de A em relagao a B.

Possibilidades de resolugao:

1) Criamos dois pontos A e B, distintos, pelos quais tragamos uma reta t. Em
seguida, construimos uma circunferéncia de centro B, passando por A. O ponto A,
intersecgéo da circunferéncia C com a reta t, € o simétrico de A.

Figura a.6 — Simetria central (1)

Prova: De fato, A’ esta alinhado com A e B; além disso, esta a mesma distancia de
B que A (AB =BA’ =re AA’ = AB+BA’ = r+r = 2r).

22) Podemos também usar a ferramenta “simetria axial” e fazer a verificagdo com os

recursos do Cabri (ferramentas “distancia e comprimento” e “colineares?”)
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3?) Ainda podemos dar uma solug¢ao apenas com o compasso (ferramenta
“circunferéncia”). Para isso, a partir dos pontos A e B dados, construimos as
circunferéncias (A,AB), (B,AB), (C,AB) e (D,AB). O Procedimento, tanto de resolugao

como de prova, € igual ao da questéo 2, segunda forma de resolugéo.

Figura a.7 — Simetria central (2)

Atividade 4: Desenhe uma reta r e um ponto P fora dela. Construa o simétrico de P
com relagéo aretar.

Figura a.8 — Uma reta, um ponto fora dela.

Possibilidades de resolugao

1?) Podemos simplesmente clicar na ferramenta “simetria axial”, levar o cursor a tela,
clicar no ponto P e depois na reta r, quando aparecera o ponto P’, simétrico de P em

relacéo aretar.
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P

1
I
I
I
I
I
I
i

PI

Figura a.9 — Simetria axial no cabri

22) Pelo ponto P, tragamos a reta t perpendicular a reta r. Com centro no ponto O,
interseccéo de r e t, construimos uma circunferéncia de raio OP. O ponto P’,

interseccéo dessa circunferéncia com a reta t, sera o simétrico que buscamos.

I

I

I
P

—
|
|
|
T
|
|

~ |
““5__*‘_,/

I P

o

Figura a.10 — Simetria axial (com reta e circunferéncia).

3%) Com centro em P, criamos uma circunferéncia de raio suficiente a cortar a retar,
determinando os pontos A e B. Tragamos as circunferéncias (A, AB) e (B,AB),
determinando a mediatriz do segmento AB. Por fim, construimos a circunferéncia de
centro M (ponto médio do segmento AB) e raio MP. O ponto P’, intersec¢éo da

circunferéncia (M,MP) com a mediatriz € o simétrico que procuramos.
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Figura a.11 — Simetria axial com reta e circunferéncia (2)

42) Uma outra solugéo poder obtida, primeiro marcando-se dois pontos A e B sobre a
reta r. Esta construgéo é muito simples, como segue:
a) Tragamos as circunferéncias (A,AP) e (B,BP);
b) O ponto P’, interseccao das duas circunferéncias tracadas, é o simétrico
procurado.

L . - \\
e A 5,
- ER X
f il K N
! ! I b Y
i i | b |
| ! | i .
A 1 M ! r
]\ | | [ B I.'
| Vol ;
" vl .
“ S P
. W
. //E -
~ - -~ -

Figura a.12— Simetria axial (com o compasso apenas).

Observe-se que nesta possibilidade, podemos dispensar o tragado da reta. A figura

abaixo ilustra melhor o queremos dizer®.

0 A diferenca basica é que no primeiro caso, tragamos a reta e depois marcamos os pontos Ae B e
no segundo caso, marcamos os pontos A e B sem tracar a reta, caso em que assumimos que uma
reta fica perfeitamente definida por dois de seus pontos.
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Figura a.13— Simetria axial com o compasso apenas (2)
A prova desta questao usa congruéncia de triangulos e sera explorada em
detalhes no Conjunto 1(Pois neste Conjunto 0, sé focamos nas construgcbes

basicamente)

Atividade 5: Dividir uma circunferéncia em:

[a] em duas partes iguais;

Resolugao ja contemplada nas atividades 2 e 3 acima.

[b] em seis partes iguais

Construimos uma circunferéncia de centro O e raio r e marcamos o ponto 1 sobre a
mesma. A seguir, a partir do ponto 1 e com mesmo raio r, construimos conforme a
figura abaixo, determinando os pontos 2, 3,4, 5 e 6.

Figura a.14- Ciclotomia (1).

Prova: Por construgdo, temos seis triangulos equilateros; segue que cada um dos
angulos centrais (no vértice O) mede 60° e, portanto, a circunferéncia fica dividida

em 6 partes iguais.

[c] em trés partes iguais
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Da resolugao anterior, basta considerarmos os pontos 1, 3 e 5 (por exemplo),

que a a circunferéncia fica dividida em3 partes iguais, pois 360°/3 = 120°.

5

Figura a.15 — Ciclotomia (2)

Prova: Basta observar que cada um dos angulos no vértice O (centro) mede 120°
[60° + 60° = 120°, devido ao item (a)]; logo, a circunferéncia fica dividida em 3 partes
iguais, pois 360°/3 = 120°.

Atividade 6: Construa um angulo de 180°.

12) Basta tragar uma circunferéncia e um didmetro, como na figura abaixo.

180 graus

£
N

Figura a.16 — Angulo raso.

23) Marcar um ponto P numa circunferéncia e encontrar o seu simétrico em relacao

ao centro.
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180 graus

Figura a.17 — Construgdo de um angulo raso (com o compasso apenas).

Os trés triangulos P’OS, SOR e ROP sao equilateros (por construgao) e,
portanto, cada um dos trés angulos no vértice O medem 60°, o que da um angulo de
180° em torno de O (logo, os trés pontos P, O e P’ sdo colineares) . Observemos
que no caso de “dobrar um segmento de reta” ou “encontrar o simétrico de um ponto
(simetria central)” esta mesma solugéo pode ser usada, bastando lembrar que P'O =
PO = raio e dai, PP’ = 2.0P = 2.(raio).

Atividade 7: Construa 3 pontos colineares. Faga a verificagao!
Esta atividade foi contemplada nas questdes 1, 2, 3, 4 e 5. Entretanto,

apresentaremos outras opgbes, como segue.

18) Marcamos dois pontos A e B e por eles passamos uma reta. Depois assinalar um

ponto sobre esta reta (distinto de A e B).

Figura a.18 — Trés pontos colineares.

2?) Usando o compasso apenas.
v' Tragamos as circunferéncias (A,AB) e (B,AB), que se intersectamem C e C’.;
v" Com centros em C e em C’ construimos s circunferéncias de um mesmo raio

(maior que a distancia de C a reta AB);
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v Tais circunferéncias se cortam nos pontos P e P’, os quais sdo colineares
com A e B.

Figura a.19 — Construgao de pontos colineares com A e B.

Prova: Observemos que os triangulos CAB e CPP’ s&o isdsceles (por construcao).
Logo, os angulos da base séo iguais desses dois triangulos séo iguais.

Para provar que o ponto P’ (por exemplo) € colinear com A e B, bastar concluir que
a+ f=180°, conforme a figura a-20 desenhada a seguir.

* Y +28 2 180"

» % 73.-!- 2x = 1507




Lembrando que a soma dos &ngulos internos de um triangulo € 180°, temos:

No triangulo CAB: z=180"-2x e
No triangulo CPP’: y =180°-24.
Por outro lado, sendo w a medida do angulo BCP', tem-se que:

L _Z=y _ (180" -2x)-(180° ~2) _
2 2

ﬂ_

Finalmente, como no tridngulo BCP’

w+a+x=180",
vem que

(b-x)+a+x=180",
ou seja:
a+f=180°.

como queriamos.

216
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ANEXO 3

Respostas das atividades do Conjunto 0 — Por Bruno

Atividade 1

12 forma:

TRACEI UM
SEGMENTO
AB TRACEI A
MEDIATRIZ
PARA SABER
0 PONTO

A B MEDIO

Figura a-21 — Resposta da ativ.1, por Bruno

22 forma

TRACEI UM
SEGMENTO
DE AB,USEI A
FERRAMENTA
COMPASS0
—t—— PARA SABER
B 0 PONTO
MEDIO

Figura a-22 -- Resposta da ativ.1, por Bruno

Atividade 2
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3.18 cm TRACEI UMA RETA
PASSANDO NO
CENTRO DE UMA
CIRCUFERENCIAPARA
SABER O DIAMETRO
E MARQUEI 05
PONTOS DE

118 cm INTERSECCAO.

Figura a-23 -- Resposta da ativ.2, por Bruno

Atividade 3

1@ forma

MARQUEI 2
PONTOS ;USEI A
FERRAMENTA
SIMETRICO:cliquei
no A depois no B

460 cm B 460 cm A

Figura a-24 -- Resposta da ativ.3, por Bruno

22 forma

Al 238 com D 2.38

Figura a-25 -- Resposta da ativ.3, por Bruno

32 forma
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Figura a-26 -- Resposta da ativ.3, por Bruno

Atividade 4

18 forma

DESENHEI UWA RETA B E UM PONTO P
FORA DELA

-FII

Figura a-27 -- Resposta da ativ.4, por Bruno

22 forma
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Figura a-28 -- Resposta da ativ.4, por Bruno

Atividade 5

1@ forma

Figura a-29 -- Resposta da ativ.5, por Bruno

22 forma
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Figura a-30 -- Resposta da ativ.5, por Bruno

32 forma

BASTA PEGAR TRES
PONTOS
ALTERNADAMENTE,QUE
A CIRCUFERENCIA S5E
DIVIDIRA EM 3 PARTES
IGUAIS.

Figura a-31 -- Resposta da ativ.5, por Bruno

Atividade 6

1@ forma

176.3 °

Figura a-32 -- Resposta da ativ.6, por Bruno

Atividade 7
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A B C
180.0 °

Figura a-33 -- Resposta da ativ.7, por Bruno
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ANEXO 4

Respostas das atividades do Conjunto 0, pela dupla Augusto/Cristina

Atividade 1

12 forma

TRACEI UM
SEGMENTO DE
RETA AB E FIZ
A MEDIATRIZ
PARA SABER O
PONTO MEDIO

—

—a

B

Figura a-34 -- Resposta da ativ.1, por Augusto/Cristina

22 forma

TRACEI UM
SEGMENTO
DE RETAE
USEI O

COMPASSO
PARA
DESCOBRIR O
PONTO MEDIO
DE UM
SEGMENTO

Figura a-35 -- Resposta da ativ.1, por Augusto/Cristina

Atividade 2
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FIZ UMA CIRCUNFERENCIA TRACEI
UMA RETA PASSANDO PELO CENTRO

MEDI A
DISTANCIA DO
PONTO BC E
AC

Figura a-36 -- Resposta da ativ.2, por Augusto/Cristina

Atividade 3

1@ forma

6.32 cm ‘B 6.32 cm s

MARQUEI
DOIS PONTOS
AEBEFIZA
SIMETRIA
CENTRAL DE A
EM RELACAQ
AOQ B

Figura a-37 -- Resposta da ativ.3, por Augusto/Cristina

22 forma

MARQUEI 2 PTS A
E B. TRACEI UMA
RETA PASSANDO

, PORAE B E USEI

A B A
CIRCUNFERENCIA
PARA DESCOBRIR
A SIMETRIA
CENTRAL [
CIRCUNFERENCIA
COM O CENTRO
EM B PASSANDO
POR A.

Figura a-38 -- Resposta da ativ.3, por Augusto/Cristina




32 forma
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MARQUEI
ZPTS AE B,
PEGUEI O
COMPASS0 E

DISTANCIA DO
APABAOBE
DESCOBRIR A
SIMETRIA
CENTRAL DO A
EM RELACAD
AD B

Figura a-39 -- Resposta da ativ.3, por Augusto/Cristina

Atividade 4

1@ forma

FIZ UMA RETA
E UM PONTO P
FORA DA RETA
R E USEl A
FERRAMENTA

r SIMETRIA
AXIAL PARA
DESCOBRIR A
SIMETRIA
AXIAL DO P EM

P RELACAO RETA

R

Figura a-40 -- Resposta da ativ.4, por Augusto/Cristina

22 forma
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g FIZ UMA RETA
. CHAMEI ELA DE R
' COLOQUEI UM
i PONTO P FORA DA
RETAE FIZ UMA
CIRCUNFERENCIA
e PASSANDO PELA
~ RETA E MARQUEI
. : ',  0S PONTOS DE
g ' ', INTERSECGAO FIZ
k oo ' AMEDIATRIZ
: Vo ' PARA DESCOBRIR
LA SHAEFRIAARIAL
7 ! [ FIZ UMA
SO ! CIRCUNFERENCIA
: ; COM O CENTRO
’ ' NARETA
: +  PASSANDO POR P
¢ < E FINALMENTE
L . DESCOBRI 4
e -7 SIMETRIA AXIAL
DO PONTO P

Figura a-41 -- Resposta da ativ.4, por Augusto/Cristina

Atividade 5

18 forma

FIZ UMA
CIRCUNFERENCIA
E TRACEI UMA
RETA PASSANDO
PELO CENTRO E
DIVIDIR EM 2
PARTES

Figura a-42 -- Resposta da ativ.5, por Augusto/Cristina

22 forma

FIZ UMA
CIRCUNFERENCIA
E DIVIDIR ELA EM
6 PARTES IGUAIS
QUE CADA PARTE
MEDE 60,0 GRAUS

Figura a-43 -- Resposta da ativ.5, por Augusto/Cristina




32 forma
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FIZ UMA
CIRCUNFERENCIA
E DIVIDI ELA EM 3
PARTES IGUAIS
QUE CADA UMA
MEDE TAMBEM
60,0 GRAUS

Atividade 6

Figura a-44 -- Resposta da ativ.5, por Augusto/Cristina

EU FIZ UMA
CIRCUNFERENCIA
E DIVIDIR EM 2
PARTES DE 180
GRAUS

Atividade 7

1@ forma

Figura a-45 -- Resposta da ativ.6, por Augusto/Cristina

EU FIZ UMA RETA E
MA& RETA TEM 3
PONTOS
COLINEARES

A 3.65 cm B 357 cm C

22 forma

Figura a-47 -- Resposta da ativ.7, por Augusto/Cristina
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OUTRA FOMA DE
FAZER 3 PONTOS
COLINIARES E
USANDO
CIRCUNFERENCIA
E RETA

Figura a-48 -- Resposta da ativ.7, por Augusto/Cristina
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ANEXO 5

Atividades Previstas do Conjunto 1 (12 Sesséao)

Conjunto 1.1: Introduzindo construgdes geométricas no Cabri

[1] Construa uma circunferéncia qualquer e marque um ponto P sobre a mesma. Use
a ferramenta “animacéo” para fazer com que o ponto P se movimente sobre a
circunferéncia. Marque um outro ponto, A, sobre a circunferéncia, e repita a
operacao. O que vocé pode observar?

Figura a-49 — Ativ.1

[2] Na circunferéncia abaixo, os segmentos OA, OB, OC e OD tém a mesma medida.

Figura a-50 — Ativ.2

[3] Por qué o circulo C¢ tem o0 mesmo tamanho que o circulo C,?

C1

Figura a-51 — Ativ.3




[4] Construir uma reta que divide uma circunferéncia um duas partes iguais.

Conjunto 1.2: Introduc&o a prova

[5] Dobrar o segmento de reta AO

[a] Usando todas as ferramentas disponiveis do Cabri.
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e ———

Conjunto 1.3 — “Caixas pretas”:

[6] Procure fazer uma copia exata de cada figura a seguir:
Mas antes, procure movimentar a figura ou partes da mesma.

Figura a-52 — Ativ.5

al

b)

c]

b3

d)

Figura a-53 — Ativ.6

Conjunto 1.4 — Episddio de ensino: Introduzir as congruéncias.

Conjunto 1.5 :Construcoes de Mascheroni (Ponto simétrico)

[7] (Resolva esta atividade de duas maneiras: (a) Utilizando todas as ferramentas
disponiveis no Cabri; e depois (b) Usando somente circunferéncias.)
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a) Encontrar o simétrico do ponto P em relacéo a reta.

Figura a-54 — Ativ.7a

b) Construa o simétrico do ponto P em relagao ao diametro AB

=

A

Figura a-55 — Ativ.7b
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ANEXO 6

Respostas das Atividades Realizadas do Conjunto 1 — 12 Sessao, pela dupla

Augusto/Cristina

Atividade 1

eu percebi que
quando um
ponto roda em
uma
circunferencia
sempre ficara
Em uma
mesma
medida

Atividade 2

Figura a-56 — Resp. da ativ.1, por Augusto/Cristina

05 segmentos
0A,0B.0C &
0D tem a
mesma
medida
porque
qualquer ponto
na
circunferencia
tem a mesma
medida

Atividade 3

Figura a-57 -- Resp. da ativ.2, por Augusto/Cristina
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As
circunferencias
1e2 530 iguais
porque as duas
possuem

0 mesmo raio

Figura a-58 -- Resp. da ativ.3, por Augusto/Cristina

Atividade 4

podemos ter
certeza que a
circunferencia
esta dividida
em duas parte
se tragar uma
reta passando
pelo centro

N
N

Figura a-59 -- Resp. da ativ.4, por Augusto/Cristina

Atividade 5

52a)

Para fazer -
reproduzir este
B desenho eu
usei a
circunferencia
cOMm 0 Mesmo
raio [compasso]
e tracei uma
reta passando
porOAe
descobri o B fiz
um segmento
AOB e
finalmente
reproduzi o
desenho

Figura a-60 -- Resp. da ativ.5a, por Augusto/Cristina

5-b)
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Pontos colineares

desenhei uma
circunferencia
marquei um
ponto A nela fiz
outra com o
centro em A
passando pelo
centro da outra
circunferencia e
tracei uma reta
porhAe Qe
medi a
distancia de O
para A e de A
para 0"

5-c)

Figura a-61 -- Resp. da ativ.5b, por Augusto/Cristina

Pontos colineares

Podemos dizer
que a distancia
de O para A e de
A para 0' sao
iguais porque
a0 ao raio

Atividade 6

6-a)

Figura a-62 -- Resp. da ativ.5¢c, por Augusto/Cristina
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Para fazer
reproduzir este
desenho eu
usei a
circunferencia
COM 0 MESMD
raio [compasso]
e tracei uma
reta passando
porOAe
descobri o B fiz
um segmento
AOB e
finalmente
reproduzi o
desenho

Figura a-63 -- Resp. da ativ.6a, por Augusto/Cristina
6-b)

A diferenca
que a ativi
dade anterior
havia uma reta
e nesta
atividade a
reta esta
escondida

e

Figura a-64 -- Resp. da ativ.6b, por Augusto/Cristina

~ MNos usamos o
*, MESMO raio
‘do compasso
ipara ficar do
/mesmo
.* tamanho e um
ponto P e
warias
circunferencia
5 para
descobrir o
simetrico do
ponto P

Figura a-65 -- Resp. da ativ.6c, por Augusto/Cristina




Respostas das Atividades Realizadas do Conjunto 1 — 12 Sesséao, pela dupla

Bruno/Gisele

Atividade 1

ANEXO 7

236

NOS
OBSERVAMOS
QUE MARCANDO
DOIS PONTOS
NUMA
CIRCUNFERENCIA
QUALQUER E
USAR A
FERAMENTA
ANIMACAD
APENAS UM
PONTO PODE SE
MOVIMENTAR EM
SENTIDO
HORATORIO.

Atividade 2

Figura a-66 — Resp. da ativ.1, por Bruno/Gisele

NOS
OBSERVAMOS
QUE DO
PONTO O ATE
ADOOADOCE
DO O AO D
TEM A MESMA
MEDIDA DE
1.81 CM E DO
PONTO CD,
DB. BA E AC
NAO TEM.

Atividade 3

Figura a-67 -- Resp. da ativ.2, por Bruno/Gisele

NOS OBSERVAMOS QUE USANDO
A CIRCUNFERENCIA, E
MARCANDO O PONTO o E
CLICANDO NA CIRCUNFERENCIA E
LEVARMOS ATE O PONTO o
TEREMOS A MESMA MEDIDA
COMO EXEMPLO AO LADO,

Figura a-68 -- Resp. da ativ.3, por Bruno/Gisele
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Atividade 4
4-a)
180.0 ° PARA SABER SE & CIRCUNFERENCIA
ESTA DIVIDIDA EM 2 PARTES IGUAIS,
MEDIMOS 08 ANGULOS DE a A b QUE DA
180 GRAUS EM CADA LADO.
Figura a-69 -- Resp. da ativ.4a, por Bruno/Gisele
4-b)

NGS FIZEMOS UMA
CIRCUNFERENCIA
QUE E O CENTRO E
FIZ VARIAS
CIRCUNFERENCIA EM
VOUTA ATE DIVIDIR
DUAS PARTES DE
UMA
CIRCUNFERENCIA
SEM USAR A RETA.

Figura a-70 -- Resp. da ativ.4b, por Bruno/Gisele

Atividade 5

5-a)

FIZEMO3 UMA CIRCUNFERENCIAE
DEPOIS USAMOS A FERRAMENTA
SEMI-RETA, DEPOIS USAMOS SIMETRIA

A A 54 em CENTRAL E CLICAMOS NO PONTO o E NO
' a QUE DOBROU AUTOMATICAMENTE.
m
M
A 0
1.54 cm

Figura a-71 -- Resp. da ativ.5a, por Bruno/Gisele
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5-b)

USEI A FERRAMENTA RETA
DEPOIS PEGUEI A
CIRCUNFERENCIA,CLIQUEI
NO PONTO b DA
CIRCUNFERENCIA E LEYEI
ATE O PONTO a DA
CIRCUNFERENCIA E OBTIVE
0 NOMERO DOBRADO.

Figura a-72 -- Resp. da ativ.5b, por Bruno/Gisele

5-c)

PORQUE QUE
0 ZA E DOBRO
DO OAZPOR
QUE SA0 0
MESMO RAIO.
PORQUE ZOA
s&0
COLINEARES?
POR QUE
MEDE 180
GRAUS.

Figura a-73 -- Resp. da ativ.5c, por Bruno/Gisele

Atividade 6

6-a)
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NOS TRACAMOS UMA
CIRCUNFERENCIA
COM 0 MESMO RAIO
E FIZEMOS UM RETA
E DEPOIS FIZEMOS
: UM SEGMENTO E
ESCONDI ARETAE A
FIGURA FICOU
REPRODUZIDA.

Figura a-74 -- Resp. da ativ.6a, por Bruno/Gisele

6-b)

FIZEMOS UMA
CIRCUNFERENCIA
MARQUEI UM
R PONTOQE
N DEPOIS TRACEI
UMA RETAEFIZ 0
PONTO P DEPOIS
~--_.ESCONDI A RETA
E FICOWISTO.

a

Figura a-75 -- Resp. da ativ.6b, por Bruno/Gisele

6-c) Construgdo com 0 compasso apenas

FIZ UMA
CIRCUNFERECIA
CENTRAL, FIZ
VARIAS
CIRCUFERENCIAS
DO MESMO RAIO E
DEPOIS ESCONDI AS
CIRCUNFERENCIAS
E UNS PONTOS E
FICOU A COPIA
IGUAL.

Figura a-76 -- Resp. da ativ.6c, por Bruno/Gisele

Resolugao Extra: Neste caso, simplesmente tragcaram dois raios e procuraram
ajeitar para ficar igual a figura dada.




240

Figura a-77 -- Resp. extra da ativ.6, por Bruno/Gisele
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ANEXO 8

Conjunto 1 — Atividades Previstas para a 22 Sesséo (Dupla: Augusto/Cristina e
Bruno/Gisele). Foram aplicadas assim a dupla Barbara/Suzane.

5] Dobrar o segmento de reta CA (atividade reaplicada):

b]

e e e - ——

Figura a-78 -- Ativ.1, Conjunto 1(2? Sessao)

6] Caixas-pretas — Reproduzir uma figura que tenha o0 mesmo comportamento que a
figura abaixo (atividade redesenhada):

a) b)

c)
B
A
Q
P
A

Figura a-79 -- Ativ.2, Conjunto 1(2? Sessao)

Construcdes de Mascheroni* — Ponto simétrico

*As chamadas construgbes de Mascheroni sao efetuadas apenas com o compasso.

7] Encontrar o simétrico do ponto P em relagéo a reta.
Resolva esta atividade de duas maneiras:
¢ Primeiro, utilizando todas as ferramentas disponiveis no Cabri; e depois

e Usando somente a “circunferéncia”.




242

Figura a-80 -- Ativ.3a, Conjunto 1(2? Sessao)

b] Construa o simétrico do ponto P em relagéo ao didmetro AB

=

A

Figura a-81 -- Ativ.3b, Conjunto 1(2? Sessao)
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ANEXO 9

Respostas das Atividades da 22 Sesséo, pela dupla Augusto/Cristina.

Atividade 5

12 forma:

fnl

Estas medidas
estam iguais
porque os
pontos C.AC'
sdo colineares
e a distancia
de CA € igual a
AC'.

Figura a-82 — Resp. da ativ.1(2? Sesséo), por Augusto/Cristina

22 forma:

Estas medidas estio
corretas porque as
circunferencias tem os
MEesmos raios e os
pontos s3o colineares
a justificativa que sédo
colineares & porque o
fingulo mede 180
graus.

Figura a-83 -- Resp. da ativ.1(2? Sessao), por Augusto/Cristina

Atividade 6

6-a)
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Nos pegamos o compasso e
pegamos o Mesmo raio da
circunferencia POQ e fizemos
uma outra circunferencia com o
mesmo raio ,& por isso que sdo
iguais[porque tem o0 mesmo
raio].

Figura a-84 -- Resp. da ativ.6a (22 Sessao), por Augusto/Cristina

6-b) Nao fizeram

6-C)

Figura a-85 -- Resp. da ativ.6¢c (22 Sessao), por Augusto/Cristina

Atividade 7 (Construgao abaixo realizada com ajuda do professor-pesquisador)

Porque os
triangulos
sdo
congruéntes.

Figura a-86 -- Resp. da ativ.7 (22 Sessao), por Augusto/Cristina
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ANEXO 10

Respostas das atividades do Conjunto 1 — 22 Sessao, pela dupla Bruno/Gisele

Atividade-5 (12 resolucao)

A construcio
esth correta
porque
dobramos CA
COM 0 MESMO
rain

Figura a-87 — Resp. da ativ.5 (22 Sessao), pela dupla Bruno/Gisele

Atividade-5 (2?2 resolu¢cdo — com o compasso apenas)

Por que AB e o dobro de CA ? Porque todas as
circunferencias tragadas tem a mesma
abertura.Por que A.B e C s3o
colineares?Porque

Figura a-88 -- Resp. da ativ.5 (22 Sessao), pela dupla Bruno/Gisele

Atividade-6
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Figura a.89 -- Resp. da ativ.6 (22 Sessdo), pela dupla Bruno/Gisele

Atividade-7

Observagdo nossa: N&o conseguiram desenvolver, nem ao menos a
construcao do ponto simétrico. O problema era sobre simetria axial. Lembremos que

as construcdes deveriam ser realizadas com o compasso apenas (construgcbes de
Mohr-Mascheroni).
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ANEXO 11

Conjunto 2 -- Respostas das Atividades do “Jogo” de prova e Pés-teste, pela dupla
Augusto/Cristina.

Atividade 1

Atividade 1
Dados os pontos A e B, construir um ponto C pertencente & reta AB . de maneira que B seja
ponto médio do segmento AC . : oﬂ‘, B v&‘w !a Vo Q:, oL

Leoo car ! &-F«.ga e

by,
€ vets wvem. ¢ desinrume

o
A 8
Passo da construgio:

1] Tragamos uma reta passando por A e B;
2] Constrimos uma circunferéncia com centro em B e raio AB;

3] Marcamos o ponto C, intersec¢do da reta AB com a circunferéncia.

NED  estuEnTA, AR|

Vou Pepiz Afvpa
o Pros aamv, Falovy(
B C reta g

O ponto C intersecgdo da reta com a circunferéncia, ¢ a resposta. Explique isso!

hOsporlos‘

A,BeC f!

sdo colineares, @j

pois o ponto C é intersece¢do da reta Em&m&m

Posso, assim, cencluir que

o ponto C é o ponto da reta AB, (—:2.‘!

=2 tal que B é ponto médio de AC.

Como eu sei que, |
por construgio,

AB = BC = raio
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Atividade 2
A figura abaixo € um tridngulo isosceles. Veja! ! 7 .?
Este segmentn A
€ a mediana.
B ™M
AB = AC
M ¢ ponto médio de BC
Bolinha e Fininho estfio tentando provar que < B = <cC . Serd que vocé pode dar uma forga
praeles? — E que eles sdo meio atrapalhados! S|
Temos: Queremos provar que:
AABC e o=
<B=<xC 3
AB=AC I_—i (31/ 'f
Hipdtese Tese
(O que ¢é dado) (Conclusdo)
O critério - |
LLL (Lado. Lado. Lada) & =

nos garante que
AAMB = AAMC

_{Os dois tringulos séio congruentes)

h—— -
Eu sei que nos dois tridngulos, AMB e AMC, temos: @ \
= Ah! Entdo posso

imaginar um
AB = AC tridngulo se
AM = AM sobrepando ao

ontro E dai)

e

[do s AMH [doa AM(

@

O fato de 0s trifingulos AMB e AMC serem congruentes quer dizer que eles tém a J
mesma forma e o mesmo tamanho,

Os lados correspondentes sio
| iguais. Os angulos
Consequentemente, f‘- ) carrespondentes também!

«B=«C




Atividade 3
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Construir um ponto P na reta AB . de forma que B seja pont

micio do segamento 5P

A B

Nesta construgdo ndo usamos retas, apends 0 COmpasso. Eﬁ

Lo P{“SM" i b;.-ﬂ"

4

Eu sei que

Construgio.

As partes pontilhadas sdo para ajudar a “ver” as rias.

os tridngulos ABC, CBD ¢ DBP

G/ A

sio equldteros (pois foram construidos com a mesma medida AB). L

Logo. todos os trés dngulos no vértice B medem 60° ( 60 graus), ou sEjL

«ABC = «CBD = «DBP = 60° &/ |

.L-.ogo. somando esses trés angulos vem o resultado: i \(\
= €)
o O Com este \
’ 5 ) resultado, posso
Kﬁ J > 3 X concluir que os
~ CARC + <CBD + «€DBP = trés pontos A. Be
6° + 60° + 60° =180° P sdo colineares.

AB =BP (= raio), i 3

Chegamos & conclusdo de que:

B € ponto mediode AB




Atividade 4

e

Dados os pontos A, B e C, construir o simétrico de C em relagfio 4 reta A5 . Q

C
. C
A B ==
D
Passos da construgdo:

1] Construimos uma circunferéncia de centro B e raio BC;
2} Construimos outra cireunferéncia, de centroA ¢ raio AC—— ———
3] Marcamos o ponto D, que intersecgio das duas circunfréncias tragadas. E pronto!

As partes tracejadas sfio
apenas para ajudar a
“ver” as retas!

Entdo, o ponto D € a resposta procurada. Como vou mostrar agora que a construgfo esta

correta?

Nesta construgdo niio usamos retas, apenas o cOmpasso. |

——
Podemos desenhar dois tridngulos, ABC e ABD;

c Sera que sobrepondo. .
{
A B D
®
i '

O trifingulo ABC

€ congruente ao (_3: ) T 5
tridngulo ABD,

pelo caso LLL
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Atividade 4 (Continuacéo)
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Por construq:ao.- éu sei que:
AC = AD (mesmo raio) —+ L @‘

BC=BD (mesmo raio) — L

AB = AB (lado comum aos 2 trifingulos) — L

E posso dizer entdo que...

Podemos desenhar dois tri*ngulos, ACM ¢ ADM

~ f\
Sy i yAN
‘ -“- ------ o -J-:- B
D —— e
Entdo, pelo critério LAL N
( 6 Qual é mesmo a consequéncia
N desses dois tridngulos serem
AACM = AADM congruentes? Hum! A resposta
me ajudaria bastante!

Dai, isso me leva ao seguinte:

Sabemos que: k\ 5" \)

AC = AD (raio)
CAB = DAB (Por causa da congruéncia dos tridngulos ABC e ABD).

AM = AM (lado comum)

CM =DM (?/ \ =»Se dois angulos sdo 1guais e

tém soma 180 graus. entdo cada
L % um mede 90 graus.
%< CMA = <« DMA

E além disso, como CMA + DMA =180°, 4
podemos concluir que:

CMA = DMA =90° (dngulos retos)

Logo, ~ \
(S)

D € o simétrico de C em relagdo & reta AB
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Atividade 5 — Pos-teste aplicado a dupla Augusto/Cristina

Na figura, O € o centro da circunferéncia e o trgg_uio OAB ¢ isbsceles (que tem dois lados
iguais).

Ajude Bolinha e Fininho a provar que num triingult;s isosceles os angulos da base sdo
congruenfes.
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A resposta:

o o,/{guo‘- Grrh 2 ‘t’\._ﬂ‘f\ Q_EJ FLOA A & {J%L

g v O TAS) /363‘6--1_@-,&
Mﬁx_ﬁ@ OM&VR—:H %a.l ‘13\3'/-/ v ‘4

d-;i) &-.,‘:\':-"L(Q‘ =

bﬁb \901

T—J_Nv'u / ‘a(i‘ 2

f L o fers Faon \F‘«._;.C@ R s VAT o ._.Clw I.LCL—' 5 o 8D ﬁ-‘.ﬁ.’.ﬂi_-?'.-
fa?] o
‘?—rbv}' ?,,L-M— _Xﬂ/l. o ].};_y—)_g-g ol f?a_ﬂ«@( ,‘iof__.

An= @m

o=

ﬁ
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ANEXO 12

Conjunto 2 — Respostas das Atividades do “Jogo” de prova e Pés-teste, pela dupla

Bruno/Gisele.

Atividade 1

Atividade 1

Dados os pontos A ¢ B, construir um ponto C pertencente & reta AB , de maneira que B seja

ponto médio do segmento AC.
: !I; i 0&5'3
Passo da construgio:

1] Tragamos uma reta passando por A e B;
2] Constrimos uma circunferéncia com centro em B e raio AB;

3] Marcamos o ponto C, interseceio da reta AB com a circunferéncia,

\

| ——

‘ .9 ponto C intersecgdo da reta com a circunferéncia, € a resposta. Explique isso!

Como eu sei que,
por construgdo,

AB = BC = raio

Os pontos

A,BeC . @

50 colineares, *

is 0 ponto C € intersecgdo dareta 4B com a circunferéncia,

Posso, assim, concluir que

o ponto C éo pontoda reta AR,

tal que B € ponto médio de AC .
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Atividade 2

[ A figura abaixo € um tridngulo isésceles. Veja! 27
:I (e

e

{AB =A4C ﬁﬁ;;w

M ¢ ponto médio de BC : _“f i mf :

et

Bolinha e Fininho estdo tentando provar que «<B=«C . Serd que vocé pode dar uma forga

pré eles? — E que eles sdo meio atrapalhados!
e ——————————————————

Temos: Queremos provar que: :
TR Ah ' b‘h! 4 (7 ﬂe i~
= aB=<«xC
AB = AC
§ Hipétese Tese
(O que € dado) f (Conelusdo)
O critério

LLL (Lado. Lado. Lada)
nos garante que

AAMB = AAMC

(Os dois trifingulos sdo congruentes)

Ah! Entdo posso
imaginar um
tridingulo se
sobrepondo ao
ontrn Foelai?

Eu sei que nos dois tridngulos, AMB e AMC, temos: 9

=B
4B = AC 2
AM =AM

do a AM |do & AM{

— —————
'O fato de os tridngulos AMB e AMC serem congruentes quer dizer que eles tém a 35
mesma forma e 0 mesmo tamanho.

~ Os lados correspondentes siio
1guais. Os angulos

Consequentemente, correspondentes também!

-{35-{6




Atividade 3

Construir um ponto P na reta AR . de forma que B seja pont
MEDIy 2o SeGnenry 57
B O —————
B
Nesta construglio ndo usamos retas, 4penas o compasso. f
Diaty - wra V':/L ;D Se
Lo Pm fot e 3
MGdss o vellie B,
..,
Construgdo.
As partes pontilhadas sdo para ajudar a “ver” as rtas.
— e ——
Eu sei que
os tridngulos ABC, CBD ¢ DBP
s8o equldteros (pois foram construidos com a mesma medida AB). .
&
Logo, todos os trés dngulos no vértice B medem 60° ( 60 graus), ou seja:
M ) ,/
_ «ABC = <CBD = «<DBP = 60° g
Logo, somando esses trés angulos vem o resultado: 7=
OO Com esie
resultado. posso
o . - concluir que os
/ KABC + «CBD + <DBP= irés ponfos A. Be
60° + 60° + 60° =180° P siio colineares.
(A soma dos 3 dngulos no vértice B & 180 graus )
p—— ———— s ———
E como
e
AB =BP (= raio),
‘I.Ilf
Chegamos a conclusdo de que: |
B é ponto médio de AB
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Atividade 4

Dados os pontos A, B e C, construir o simétrico de C em relagfio & reta AB . Q.

Nesta construgio nio usamos relas, apenas o compasso.

Passos da construgfio:

1] Construimos uma circunferéncia de centro B e raio BC;
2] Construimos outra circunferéncia, de centro A e raio AC e
3] Marcamos o ponto D, que intersecgdo das duas circunfréncias tragadas, E pronto!

As partes tracejadas sfio
apenas para ajudar a
“ver as retas!

Entéio, o ponto D € a resposta procurada, Como vou mostrar agora que a construgio estd
correta?

Por construglio, eu sei que: i

AC=AD (mesmo raio) - L
BC=BD (mesmo raio) — L

AB = AB (lado comum aos 2 tridngulos) — L

E posso dizer entdio que...
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Atividade 4 (Continuacéo)
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| ——
=»Se dais dngulos sdo iguais e
CM =DM 7 tém soma 180 graus. entdo cada
- < um mede 90 graus. .
€ CMA = < DMA
E além disso, como CMA + DMA =180°, l
podemos concluir que: ‘
CMA = DMA =90° (dngulos retos) . |
Podemos desenhar dois tridngulos, ABC e ABD: ﬁ : |
¢ Serd que sobrepondo.
A B
v
O triangulo ABC e
{i 3 /
¢ congruente ao e
tridngulo ABD,
pelo caso LLL |

Entdo, pelo critério LAL

Q’(‘ Qual é mesmo a consequéncia
i desses dois tridngulos serem

me ajudaria bastante!

AACM = AADM congruentes? Hum! A resposta ‘

Dai, isso me leva ao seguinte:
Podemos desenhar dois tri“ngulos, ACM e ADM

| Sabemos que; " —
AC = AD (raio)
CAB = DAB (Por causa da congruéncia dos tridngulos ABC ¢ ABD).

AM = AM (lado comum)

TLogo, =

=

&)

D € o simétrico de C em relagfo & reta AR
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Atividade 5 - Pos-teste

Na figura, O ¢é o centro da circunferéncia e o tridngulo OAB ¢ is6sceles (que tem dois lados
iguais).

Ajude Bolinha ¢ Fininho a p.ro_vét-r_que"n.l_l;lnt_ﬁingulm isosceles on-ﬁnguios da basé sﬂ; ~
congruentes.

’ ¥ ' ] I S s 1
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A resposta:

ﬁfm@g \.5&9@, mewéb

o % 'mg:,;mw 2a0im@a. o
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Continuagéo...
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SEGUNDA PARTE: SISTEMA DE APRENDIZAGEM B — DUPLA:
BARBARA/SUZANE

IANEXO 13

Respostas das atividades do Conjunto 1, pela dupla Barbara/Suzane

Atividade 1
] 1.56 cm
podemos
p observar que
os dois
segmentos
P tem a mesma
medida.Essa
medida
Figura a.105 — Resp. da ativ.1 (Conjunto 1), por Barbara/Suzane
Atividade 2
Sim,porque
219 cm toda medida
2.19 cm do centro para
219 cm a
219 cm 5 circunferencia

tem a mesma
medida que é
0 raio.

Figura a.106 -- Resp. da ativ.2 (Conjunto 1), por Barbara/Suzane

Atividade 3
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c2
1.15 cm
a5 cm
C1 Porque os dois

tem a mesma
medida.

Figura a.107 -- Resp. da ativ.3 (Conjunto 1), por Barbara/Suzane

Atividade 4
Passo
1:construimos uma
reta. Porque
Passo construimos a
Z2:construimos uma reta no centro

A B circunferencia,com 0 da
205 em o 2.05 ¢ centro O na reta. circunferencia
Passo determinando
3:medimos,0A e OB um diametro
que deu a mesma
medida.
Figura a.108 -- Resp. da ativ.4 (Conjunto 1), por Barbara/Suzane
Atividade 5

12 resolugéo

"C 3.55 cm A 3.55 cm |

7.09 cm Pontos colineares

Figura 2109 -- Resp. da ativ.5 (Conjunto 1), por Barbara/Suzane

22 resolucéao
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0O ponto B &
colinear com o
pontoAe C.

A distincia
entre AeBe
entre C e A sio
a mesma
porque sioa
mesma do
raio.

Figura a.110 -- Resp. da ativ.5 (Conjunto 1), por Barbara/Suzane

Atividade-6

12 resolugéo

|
tm
P i 0 ) .
Passol:Construimos
a circunferénia com
0 MESMO que a
B

original.

Figura a.111 -- Resp. da ativ.6 (Conjunto 1), por Barbara/Suzane

2% resolucao

Figura a.112 -- Resp. da ativ.6 (Conjunto 1), por Barbara/Suzane

3? resolugéo




265

resposta 2

original

resposta 1

Figura a.113 -- Resp. da ativ.6 (Conjunto 1), por Barbara/Suzane

Atividade 7

12 resposta

Pontos colineares

Fl
Tragamos uma 0 ponto 5 &
2.09 cm reta depois simétrico do
construimos P ponto P
fora poque.ao
dela.simetria pontos
axial do ponto colineares
2.03 cm P .colocamos
o na ferramenta

pontos de
interseccgio

Figura a.114 - Resp. da ativ.7 (Conjunto 1), por Barbara/Suzane

22 resposta

Pontos colineares

(7]

.98 cm

Figura a.115 -- Resp. da ativ.7 (Conjunto 1), por Barbara/Suzane

32 resposta
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R
A\

Figura a.116 -- Resp. da ativ.7 (Conjunto 1), por Barbara/Suzane

42 resposta

Ponto 0 &
Simétrico de P
porque s@o
colineares com
T

Figura a.118 -- Resp. da ativ.7 (Conjunto 1), por Barbara/Suzane
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ANEXO 14

Conjunto 2 — Respostas das atividades do “jogo” de prova e do Pos-teste, pela

dupla Barbara/Suzane

Atividade 1

Atividade 1

Dados os pontos A e B, construir um ponto C pertencente & reta AB , de maneira que B seja

ponto médio do segmento AC . e T i

5 ks P" 309,..';-\"1&! Vote €
A 8 A \ancar! b farto o

rove ¢ Velo <+
Passos da construgio: M —

1] Tragamos uma reta passando por A e B;
2] Construimos uma circunferéncia com centro em B e raio AB;

3] Marcamos o ponto C, intersec¢do da reta AB com a circunferéncia.

Yoo pedan oy
'f“*ﬂ reano M;{

SF e

O ponto C, intersecgdo da reta com a circunferéncia, € a resposta. Explique isso!

Os pontos

A,BeC \

sdio colineares,

pois o ponto C é o ponto_da reta AB .

Portanto,

B é ponto médio de AC.

Por construgio,

eu tenho que:

AB = BC = raio (pois C pertence & circunferéncia).




Atividade 2

Atividade-2

A figura abaixo € um tridngulo isésceles. Veja!

Este segmento A
€ a mediana, Mediana? O que & mesmao
a mediana?

segmento que vai de um
wvértice até o ponto medio do
lado oposto.

AB = AC
M é ponto médio de BC

Bolinha e Fininho estfio tentando provar que «B =«C . Ser4 gue vocé pode dar uma forga
pra eles? — E que eles sfo meio atrapalhados!

[A4BC = =
<B=-=xC
[«B=xc] -

Hipdtese Tese
(O que é dado) (Conclusiio)

Eu sei que nos dois tridngulos, AMB e AMC, temos: ?

Ah! Entfio posso
imaginar um

AB = AC triingulo se
AM = AM sobrepondo ao
BM =C) outra E dal?

+

[do a AMB] [do » AMC

o2

O fato de os triingulos AMB e AMC serem congruentes quer dizer que eles tém a
mesma forma e o mesmo tamanho.

Os lados correspondentes sfio
iguais. Os dngulos
Consequentemente, correspondentes também!

«B=<«C &f e

O critério
LLL (Lado. Lado. Lado) .
nos garante que

AAMB = AAMC

(Os dois tridngulos sfo congruentes)

Temos: Queremos provar que: |
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Atividade 3

Construir um ponto P na reta 4B . de forma que B seja ponto médio do segmento AP l

Construgdo.

As partes pontilhadas sdo para ajudar a “ver” as retas.

Eu sei que i)
os tridgngulos ABC, CBD ¢ DBP

sdo equléteros (pois foram construidos com a mesma medida AB).

Logo, todos os trés dngulos no vértice B medem 60° ( 60 graus), ou seja:

Logo, somando esses trés dngulos vem o resultado:o

Com este
resultado, posso
concluir que os
trés pontos A. B e
P sdo colineares.

<ABC + «<CBD + <DBP =
60° + 60° + 60° =180°

- (A soma dos 3 dngulos no vértice B ¢ 180 graus.)

.

E como

AB = BP (= raio),

Chegamos & conclusdo de que:

B ¢é ponto médio de AB

«ABC = «CBD = «DBP = 60° M‘,
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Atividade 4

R ———
Atividade-4

Dados os pontos A, B e C, construir o simétrico de C em relagdo a reta AB .

Nesta construgdo ndo usamos retas, apenas o compasso.

A ‘B ==

Passos da construgio:

1] Construimos uma circunferéncia de centro B e raio BC;
F2-Construimos outra circunferéncia, de centro A e raio AC
3] Marcamos o ponto D, que intersecgdo das duas circunfréncias tragadas. E pronto!

As partes tracejadas sdo
apenas para ajudar a
“ver"” as retas!

Entdo, o ponto D é-a resposta procurada. Como vou mostrar agora que a construgdo estd
correta?

Podemos desenhar dois trifingulos, ABC e ABD:

2 Sera que sobrepondo... &

Sabemos que:
AC = AD (raio)
CAB = DAB (Por causa da congruéncia dos tridngulos ABC e ABD).

AM = AM (lado comum)
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Atividade 4 (Continuagao...)

—_— r————————
- i e T L
O tridngulo ABC
- ¢ congruente ao
\
tridngulo ABD, ‘ D
pelo caso LLL
Seja M o ponto de int;éecgao dos segrhcntos CD e AB. Podemos, assim,
desenhar dois tridngulos, ACM e ADM g
Cc
_\_"_ _\_- i
A M T H
F”
D - B

Por construgdo, eu sei que:
AC = AD (mesmo raio) — L 6
BC = BD (mesmo raio) — L

AB = AB (lado comum aos 2 triingulos) — L

E posso dizer entdo que...

’ Qual é mesmo a consequéncia
desses dois tridngulos serem

Entio, pelo critério AL congruentes? Hum! A resposta
e me ajudaria bastante!

AACM = AADM
(o trifingulo ACM ¢ congruente ao tridngulo ADM) <D

Conseqlientemente (pela congruéncia dos dois tridngulos), chegamos a igualdade: :"Kv

CM = DM l

Portanto,
)

D é o simétrico de C em relagdo a reta AB




Pés-teste

by, Pos - late

Na figura, O é o centro da circunferéncia e o tridngulo OAB & isosceles (que tem dois lados
iguais).

OA = OB = r (raio)

M ¢ ponto médio do lado AB

Ajude Bolinha e Fininho a provar que num triingulo isésceles os ingulos da base sio

congruentes.

AOAM RO M

XM =5 OO ‘/L ‘I'.
A = BO
O M : oM

Qs ot :

Heounks, &n%&% N ol &5
\mft@mmﬂf_& )
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